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3. Binomna slucajna varijabla

3.1. Osnovno o binomnoj slu¢ajnoj varijabli

Binomnu slucajnu varijablu dobivamo kad n puta ponavljamo isti pokus, kojem
je vjerojatnost uspjeha p, a neuspjeha g =1 — p.

Promatrajmo pokus koji izvodimo i ozna¢imo s U uspjeh u izvodenju, a s N
neuspjeh. Oznac¢imo s X broj uspjesno izvedenih pokusa. U literaturi se takva
slucajna varijabla zove indikatorska ili Bernoullijeva. Imamo

Q ‘ Pr ‘ X
U P 1
N q 0

Za slucajnu varijablu X je

E(X)=p,
V(X)=(1-p)’p+(0-p)P’q=pq’ +p’q=palp+q) = pq.

Oznacimo s B, slucajnu varijablu koja mjeri broj uspjeha u n ponavljanja
prethodnog pokusa. Primijetimo da se slucajna varijabla B, sastoji od zbroja n
istih slucajnih varijabli X, tj. da je

Bnp:X1+X2+"'+Xn7 XZ:X Zai:17...,n.

Koristimo li znanje kako se ocekivanje i varijanca ponaSaju obzirom na zbrajanje
slucajnih varijabli (vidjeti prethodno predavanje), imamo

E(B,,) = np,
V(Byp) = npq, 0(Bup) = /1pq.
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3.2. Funkcija vjerojatnosti binomne slucajne va-
rijable B,,

Svaki ishod ponavljanja n pokusa ima oblik

UUNUNNNU ---NNU. .

n puta

Pretpostavimo da se u prethodnom nizu uspjeh pojavio to¢no k puta. Onda se
neuspjeh pojavio totno n — k puta. Koliko ima razic¢itih moguénosti da se uspjeh
pojavi to¢no k puta?

Moramo izabrati mjesta na kojima ¢emo staviti uspjesan pokus. Drugim
rije¢ima, moramo izabrati k-¢lani podskup n-¢lanog skupa. To se moze naprav-

n n!
(k:) TR —k)

Ako je k = 0, onda je po definiciji 0! = 1, pa je i (Z) =1.

" n .. . .
1t1 na 2 nacina. Pritom je

Primijetimo jos jednu stvar, umjesto mjesta gdje smo stavljali uspjesne pokuse,
mogli smo gledati i sve mogucée nacine na koje ¢emo postaviti neuspjesne pokuse.
Ako biramo mjesta na koja ¢emo postaviti n—k neuspjesnih pokusa, onda to mozemo

n
obaviti na k‘ nacina. Primijetite da je to isto kao da smo birali mjesta gdje
n JR—

¢emo staviti k uspjesnih pokusa, pa mora biti

0)=05)

Puno bolji nacin rac¢unanja faktorijela (pokazat ¢e se u kompleksnoj analizi i
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onaj koji se moze prosiriti na negativne n) je da brojnik i nazivnik skratimo, tj.

@ :n~(n—1)~]'€-!(n—k+1)

Prema tome, ukupna vjerojatnost da se uspjeh dogodi tocno k puta je

Primjer 3.2.1. Nadite vjerojatnost da se u 4 bacanja kocke sestice pojave tocno

dva puta.

Ocito se radi o binomnoj slucajnoj varijabli kojoj jen =4, a p = G 1k =2.

Prema tome, imamo
4\ /1\? 2 4. 1 25 150
PI"(B4;=2): (—) (§) :—3__:_
i 2/ \6 6 1-2 36 36 1296

Primjer 3.2.2. Nadite broj glava u Sest bacanja novcica i njihove vjerojatnosti.

Oznacimo s X broj glava u Sest bacanja novcica. Ocito se radi o binomnoj
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1
sluc¢agnoj varijadbli kojoj je n =6, a p = 3 Prema tome, imamo

o OEE -0 6 -4
e e -06) -4
| (@ -0)6) -2
s @ -0 6 -2
OG-0
s OEE-06) -4
|G E 06 -4

Graficki to izgleda ovako:

PI‘X
20/64 1
15/64 4
6/64 1
1/6|4 ' ' ' ' N -
\‘ﬁ 1 2 3 4 5 6 X

Primjer 3.2.3. Nadite broj sestica palih u 4 bacanja kocke, te ocekivanje te slucajne
varijable.

Oznacimo s X broj Sestica u 4 bacanje kocke. Ocito se radi o binomnoj



3. BINOMNA SLUCAJNA VARIJABLA BINOMNA - 29

1
sluc¢agnoj varijadbli kojoj jen =4, a p = 5 Prema tome, imamo

X Pr
0 4 (1)0 <5)4_ 625
0) \6 6/ 1296
. 4 (1)1 <5)3_ 500
1/ \6 6/ 1296
5 4 (1)2 <5)2_ 150
2] \6 6/ 1296
5 4 (1)3 (5)1_ 20
3) \6 6/ 1296
(@) 6 -
4)\6 6/ 1296
Graficki to izgleda ovako:
PI‘X
625,12
500/1296 +
150/1296 1
20/1296 1 —
(I) 1 2 3 4 X

Sada je lako procitati da je
625 671 1

P ' sestica) =1 —Pr( X =0)=1— —=—— < —.
r(pala bar jedna Sestica) r( 0) 1996 — 1996 < 3

Za ocekivanje vrijedi:

~0:625+1-500+2-150+3-20+4-1 864
N 1296 © 1296

BE(X)
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Kako se racunaju binomni koeficijenti, kad ih moramo izracunati nekoliko s
istim n?

Odgovor je Pascalov trokut, koji je posljedica ¢injenice da je

n\ (n-—1 n n—1
k] \k—1 ko)
Pokazimo da je prethodna relacija istinita:

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!

(k—1>+< k )_(k—l)!(n—k)!+k!(n—k—1)!
k-(n—=1)!+(n—k) - (n—-1)!
B kl(n — k)!

~n-(n—-1)! n! _(n
Ckl(n—k)  En—k)! \k)
Kako zapocinjemo tablicu? Znamo da je
n n
= =1
(6)= ()
n

za sve n > 0. Svaki sljede¢i redak zapocinjemo jedinicom, jer je o) = 1, a

koeficijente u tom retku dobivamo zbrajanjem dvaju koeficijenata koji se nalaze ne-

n
posredno lijevo i desno iznad trazenog. Redak zavrsavamo jedinicom, jer je ( ) =1
n

Dakle, u n-tom retku k-ti koeficijent je (Z) Oprez: i k-ovi i n-ovi se broje od nule.

6
Binomni koeficijenti (do ukljucivo <k‘>) izgledaju ovako:

1 5 10 10 &5 1
1 6 15 20 15 6 1

6
Na primjer, drugi koeficijent u posljednjem retku, 15 (dakle, <2>), dobivamo

kao 5 + 10 (zbrajanje dva binomna koeficijenta neposredno iznad njega).
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4. Normalna slucajna varijabla

4.1. Osnovno o normalnoj sluc¢ajnoj varijabli

U 18. stolje¢u je De Moivre koristenjem novootkrivenog diferencijalnog i inte-
gralnog racuna pokazao da se binomna slucajna varijabla dobro aproksimira jednom
neprekidnom slucajnom varijablom i da je ta aproksimacija bolja sto je broj pon-
avljanja pokusa vec¢i. Ta nova slucajna varijabla je neprekidna slucajna varijabla i
zove se normalna slucajna varijabla. Dakle,

Bnp%N(,uvo-)a H=mnp, 0 =/Npq.

Funkcija gustoce te normalne sluc¢ajne varijable dana je s

o\ 2w

Cesto se eksponencijalna funkcija e® oznacava se kao exp(z) da se komplicirani
eksponenti lakse ¢itaju. U toj oznaci, prethodnu gustoéu mozemo zapisati kao

o= en (53 (1))

Usporedimo sto se dogada s porastom n pri aproksimaciji binomne varijable
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normalnom i to na primjeru kad se n promijeni s 2 na 20.

PI"X PI"X

0.6156 0.1947 1 -

: Al

210 1 2 3X o 5 10 15

X
32)0‘3 ~ N(OG, vV 042) 32070.3 ~ N(G, V 42)

Ova aproksimacija posljedica je centralnog grani¢nog teorema, koji u “slobod-
noj interprataciji” kaze

Teorem 4.1.1. (Centralni graniéni teorem) Zbroj velikog broja jednakih neza-
visnih slucagnih varijabli jednak je normalnoj sluc¢ajnoj varijabli N(p, sigma).

Ako dobroj primjecujete, nigdje se ne govori samo o binomnoj razdiobi, jer
teorem vrijedi i Sire.

4.2. Tablice za normalnu slucajnu varijablu

Dosad smo vidjeli da je gustoc¢a normalne slucajne varijable komplicirana ek-
sponencijalna funkcija. Zelimo li izracunati vjerojatnost da je normalna slu¢ajna
varijabla N(u, ) manja ili jednaka nekom broju a, onda ¢emo morati poznavati
funkciju distribucije slucajne varijable N, tj. morat ¢emo racunati integral

Pr(X <a)= /f(x)dx: ! /e_%(z;”)de,

oV 2w
sto je netrivijalni integral (ne postoji analiticka formula za njegov zapis), iako se on
moze numericki izracunati.
Primijetite da prethodni integral ovisi o tri parametra, a, p i o, pa bi tablice za

to bile komplicirane. Umjesto toga, tabelira se samo funcija distribucije normalne
slucajne varijable N(0,1), a sve ostale normalne slucajne varijable jednostavnom
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transformacijom svode se na tu normalnu slu¢ajnu varijablu.

Normalna sluc¢ajna varijabla N(0,1) ima funkciju gustoce

Primijetite da smo u prethodnoj formuli varijablu pisali slovom z, §to ¢e nam
kasnije koristiti kod zamjene varijabli.

Zelimo i izra¢unati

pri ¢emu veli¢ine F'(a) i F'(b) nalazimo u tablicama.

Bilo koja normalna sluc¢ajna varijabla N(u, o) transformira se na standardnu
normalnu varijablu N(0, a) tzv. Z-transformacijom

Primjer 4.2.1. Neka je X ~ N(150,20). Koliko je Pr(100 < X < 170)?

Prevedimo ovu normalnu sluc¢ajnu varijablu na N(0,1) i rezulat ocitajmo iz
tablica:

100 — 150 _ X —p _ 170 — 150
Pr(100§X§170):Pr(00 0 Xz 170 )

20 — o — 20
= Pr(—25< Z <1) = F(1) — F(~2.5)
— 0.841 — 0.006 = 0.835.
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MozZemo ocitavati i iz tocnije napisanih tablica, samo moramo paziti jer su one
integrali od nule, a ne od —oo, tj. tabelirano je F(a) — F(0)! Dakle, imamo

F(1) = 0.5+ 0.34134 = 0.84134
F(—25) = 0.5 — F(2.5) = 0.5 — 0.49379 = 0.00621,

pa je F(b) — F(a) = 0.84134 — 0.00621 = 0.83513.
Primjer 4.2.2. Neka je X broj glava u 100 bacanja novcica. Nadite

Pr(X > 60).

Tocna vrigednost bila bi

100\ /1N\'  (100Y /1\'® 100 /1'%
Pr(X = — — . =
H(X > 60) (61) (2) * (62) (2) A (100) (2) ’
sto je poprilicno dugotrajan posao.
Zelimo li to priblizno izracunati, onda je
X = Byg1 ® N(np,/npq) = N(50,5),

pa je

N—pu  60—50
Pr(X>60)zPr(N>60):Pr< 2SN )

o )
—Pr(Z>2)=1-F(2)=1-0.977 = 0.023.
(Po preciznijim tablicama F(2) = 0.5 + 0.47725 = 0.97725.)

Bolje je uzeti malo drugaciju aproksimaciju binomne varijable normalnom,
tako je je X = 61 jednako vjerojatan kao i svi drugi X-ouvi

N—pu _ 60.5—50
Pr(X > 60) ~ Pr(N > 60.5) = Pr ( 2N >

o 5)
=Pr(Z>21)=1-F(2.1) =1—-0.98213 = 0.01787.

Na slican nacin mozZemo izracunati i

59.5-50 N—pu  60.5—50
Pr(X = 60) ~ Pr(59.5 < N < 60.5) = Pr ( <=—Fo )

5 o 5
=Pr(19<Z<21)=F(21)— F(1.9)
= (0.98213 — 0.97128 = 0.01085.
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Za normalnu varijablu N (u, o), katkad se traze sve vrijednosti = za koje je
Pr(|X —p| <ko), k=1,23.

Prevedimo problem na standardnu normalnu razdiobu:

Pr(|X — ul <ka):Pr(—k:a<X—u<ka):Pr<—k‘< XU_M <k‘)
= F(k)— F(—k) =2(F(k) — F(0)).

Za k =1 imamo
Pr(|X — u| <o) =2-0.34134 = 0.68268.

68.268%

u—o H pu+o

Za k = 2 imamo
Pr(|X — u| < 20) =2-0.47725 = 0.9545.

95.45%

w—20 K w20

Za k = 3 imamo
Pr(|X — u| < 30) =2-0.49865 = 0.9973.

99.73%

w— 30 H w30

Ova posljednja cinjenica cesto se naziva i pravilo 30, jer vrlo visokom vjerojatnoséu
normalna razdioba ima vrijednosti u rasponu (¢ — 30, 1 + 30).
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5. Neki dodatni izvodi i pojmovi

5.1. Varijanca, kovarijanca, korelacija

U eksperimentima mozemo promatrati i vise od jedne slucajne varijable. Rec-
imo, za osobu te slucajne varijable mogu biti X = visina osobe, ¥ = masa osobe.
Naravno i X i Y distribuirane su prema nekom zakonu razdiobe. Ako Zelimo znati u
kojoj su vezi visina i tezina kao sluc¢ajne varijable, trebat ¢e nam neki novi pojmovi,
kao sto su to kovarijanca i korelacija.

Naravno, mozemo promatratii vise od dvije slucajne varijable. Nazovimo tada
slucajne varijable X1, Xs, ..., X,,.

Prvo, za slucajnu varijablu X izvedimo vezu njezine varijance i ocekivanja.

Var(X) = E((X - E(X))?)
= E(X? - 2XE(X) + E(X)?) = E(X?) — (B(X))%.

Drugim rije¢ima, prebacivanjem ¢lanova s jedne strane na drugu, ako varijancu
ozna¢imo sa oy, a ocekivanje s px, dobivamo:

E(X?) = pik + 0%

Ako imamo dvije slucajne varijable X i Y, onda mozemo definirati kovarijncu
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Cov(X,Y) = E((X — E(X))- (Y = E(Y))) = E(XY) - E(X)E(Y),

i korelaciju s

Cov(X,Y)
\/Var ) Var( )

p(X,Y) =

Iz te dvije relacije, kombiniranjem izlazi

E(XY) = uxpy + ,O(X, Y)O’Xay.

Zako bismo imali vise od dvije slucajne varijable X, ..., X,,, onda kovarijanca
i korelacija nisu skalari, nego matrice

—011 ’Cln_
Cov(Xy,...,X,) =] : Sl
_Cnl ’ C”"-
—7“11 * Tin
IO(Xla"'aXTL): )
| Ta1 T |

pri ¢emu je
Cov(X;, Xj)
\/Var ;) Var(X )

rij

Primijetite, da ako su slucajne varijable X; i X; nezavisne, onda je odgo-
varajuci ¢;; i r;; jednak 0.

Prirodno se koeficijent korelacije pojavljuje u sljede¢em problemu:

Za dane slucajne varijable X i Y treba naé¢i najbolju aproksimaciju
slucajne varijable Y varijablom Z oblika Z = aX + (.

Po definiciji, najbolja aproksimacija slucajne varijable ¥ nekom familijom
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slucajnih varijabli g(X) koje ovise o X, je onaj ¢*(X) za koji vrijedi da je
A" =E(Y - g"(X))?)
minimalan moguéi medu svim funkcijama u familiji g(X). Broj A* zovemo i srednje-
kvadratna greska.
Pogledajmo, koliko je to za familiju g(X) = aX + (. Iskoristimo pritom
formule za E(X?) i E(XY).
2
E((Y = (aX + 8)?) = (E(Y = (aX + 8))) + Var(Y — aX — f).
Raspisimo sad drugi ¢lan
Var(Y — aX — ) = Var(Y — aX)
= B((Y - aX)?) - (E(Y - aX))’
= E(Y? —2aXY + &®X?) — (uy — apx)?
= 4y + 0y — 2a(uxpy + p(X,Y)oxoy)
+a’(pk +0%) — (py — apx)’

= 0% — 2ap(X,Y)oxoy + oo
— (aox — p(X, V)oy)? + 02 (1 — (X, V).

Sada imamo

fla,8) =E(Y — (X +3))%)
= (py —apx — B)* + (aox — p(X,Y)oy)? + o3 (1 — p*(X,Y)).

Nadimo sada minumum funkcije dvije varijable a1 3.

W = —2(py —apx — B)ux +2(aocx — p(X,Y)oy)ox =0,
)
J%gﬁ:_%mwwmx—mz&

Iz druge jedanadzbe odmah izlazi da je
B = py —apx,
pa uvrstavanjem u prvu imamo da mora biti
(wox — p(X,Y)oy)ox =0,

odakle odmah slijedi da je
a=pX, V)X,
ox
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Dakle - -
* Y Y
g (X) = p(X,Y)—X + py — p(X, Y);M)ﬁ

0x
a srednje kvadratna greska je

A" = E((Y - g"(X))?) = oy (1 — p(X,Y)?).
Primijetite da je za p(X,Y) = +1 A* =0, pa je Y = aX + [ s vjerojatnoséu 1.

Pravac aX + (8 katkad zovemo pravac regresije varijable Y prema varijabli X.

Primjer 5.1.1. Nadite najbolju konstantnu aproksimaciju slucajne varijable Y .
Trazimo « takav da je
E(Y —a)?) = E(Y? - 2aY +o?)
= 13 + 0y — 2apuy + o?
— o2 + (uy — a2
Ocit je minimum kad je drugi ¢lan jednak 0, tj. kada je

a=puy =EY).

5.2. Cebisevljeva nejednakost

Neka je X slucajna varijabla, p njeno ocekivane, a £ proizvoljni realni broj,
e > 0. Tada vrijedi

[\

ag
Pr(X —pl 2 2) < T,

Prethodna nejednakost zove se Cebisevljeva nejednakost.
Ona se lako dokazuje. Oznacimo s D dogadaj
D= {w:|X(w)—pl = e},

pri ¢emu je w elementarni ishod, a X sluc¢ajna varijabla na Q. Kvadriranjem (i
koristenjem indikatorske varijable Ip) dobivamo

1, weD,

. 2 2 —
(X —p)2ep, Ip {0, wéD.

Onda je
Var(X) = B(X — p)*) > E(e’Ip) = *E(Ip) = e Pr(D) = & Pr(| X (w) — ul > ¢).

Dijeljenjem dobivamo trazenu nejednakost.
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5.3. Slabi zakon velikih brojeva

Neka je zadan niz jednakih, nezavisnih slucajnih varijabli X7, Xs,..., X,,.

Definirajmo

— Xi+Xo+-+X,
X:1+2++_

n

Koristenjem formule za ocekivanje i varijancu nezavisnih slucajnih varijabli, dobi-

vamo

noo 0'2

— 2 _ _
Hx = Koy = 2
pri ¢emu su p i o ocekivanje, odnosno standardna devijacija svake od slucajnih
varijabli X;. Sada mozemo koristenjem CebiSevljeve nejednakosti lako pokazati da

je

2
Pr(| X —pul >¢) < o

Q

S

Ako pustimo n — oo, onda
Pr(|X — pu| >¢) — 0.

Prethodna ¢injenica u teoriji vjerojatnosti zove se jos i slabi zakon velikih brojeva.

Neka su sada Y,, binomna slucajna varijabla, Y,, = B, ,, koja predstavlja broj
uspjeha u n slucajnih pokusa. Oznac¢imo s

— Y,
X=-
n

relativnu frekvenciju uspjeha u n jednostavnih pokusa

0 1
L—pp)
Slabi zakon velikih brojeva onda kaze da za n — oo vrijedi

lim X = p,

n—0o0

tj. za velike n se relativna frekvencija uspjeha i p razlikuju za manje od e.



