SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET STROJARSTVA I BRODOGRADNJE

Sanja Singer

Numericka matematika

Predavanja na FSB

Zagreb, 2004 /5.



1. MOGUCNOSTI DANASNJTH RACUNALA DANASNJA RACUNALA - 1

1. Mogucnosti
danasnjih racunala

Mozda nije najsretnije rjeSenje poceti pricati o moguénosti danasnjih racunala,
kad se zna kojom se brzinom mijenjaju i ubrzavaju. Ipak, neke osnovne postavke
ostat ¢e nepromijenjene, bez obzira poveca li se broj osnovnih aritmetickih operacija
u sekundi koje racunalo moze izvoditi.

Cesto, ali pogresno je misljenje da se ra¢unalom mogu rjeSavati svi problemi
— podaci se “ubace” u racunalo, a ono nakon nekog vremena izbaci tocan rezultat.
Zaboravlja se na ¢injenicu da danasnja ra¢unala nisu “inteligentna” (iako se tomu
tezi) i da su svi procesi u ra¢unalu vodeni ljudskom rukom.

Sto se onda ipak moze rijesiti ra¢unalom? Mogu se rijesiti svi problemi za koje
postoji toéno definiran, konac¢an postupak rjesavanja — algoritam.

Sto je algoritam? Prema definiciji Donalda Knutha, uvazenog strucnjaka za
racunarstvo, algoritam je konacan niz operacija koji rjesava neki problem. Osim
toga, algoritam mora zadovoljavati jos i:

1. konacnost — za svaki ulaz, algoritam mora zavrSiti nakon konacnog broja
koraka;

2. tocnu definiranost — u svakom koraku algoritma toc¢no se zna sljedeéi korak
(nema slucajnosti);

3. algoritam moze, ali i ne mora, imati ulazne podatke;
4. algoritam mora imati izlazne podatke;

5. efikasnost — svaki algoritam mora zavrsiti u razumnom vremenu.

Mozda je potrebno prokomentirati samo posljednja tri zahtjeva. Uobicajeno
je da algoritmi imaju ulazne podatke, ali to nije nuzno. Na primjer, ako zelimo
izracunati konstantu 7 nekim algoritmom, takav program vjerojatno nece zahtijevati
ulazne podatke. Sasvim je obrnuta situacija s izlaznim podacima. Ako ih nema,
algoritam je obavio neki posao za nas, ali nas nije izvjestio o krajnjem rezultatu. A
sto mi znamo o rjesenju? Jednako kao da algoritam nije obavio nikakav posao!
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1.1. Efikasni i neefikasni algoritmi

Od svih ovih zahtjeva koji se postavljaju na algoritam, najnerazumljiviji je
zahtjev efikasnosti. Zahtjev efikasnosti znaci da rjesenje problema treba pronaci u
razumnom vremenu.

Primjer 1.1.1. (Problem trgovackog putnika) Neka je zadanon gradova, tako
da su svaka dva vezana cestom. Takoder, zadane su cijene putovanja. Trgovack:
putnik krece iz grada Ay, obilazi sve ostale gradove samo jednom i vraca se ponovno
u Ay (zatvori ciklus). Ako gradovi nemaju cestu koja ih direktno povezuje, za cijenu
puta izmedu ta dva grada moZemo staviti 0o, odnosno, u prakticnoj realizaciji, neki
dovoljno veliki broj. Cilj trgovackog putnika je naci ciklus najmange cijene.

Na primjer, za problem trgovackog putnika

Ay

lako je provjeriti da je ciklus najmange cijene (Aq, As, As, Ag, Ao, Aq) ili, naravno,
obratan ciklus (Aq, As, Ay, As, A3, A1), @ da mu je cijena 8 jedinica.

Algoritam za egzaktno rjesavanje ovog problema je ispitivanje svih ciklusa, a
njih ima (n — 1)!. Objasnjenje za broj ciklusa je jednostavno. Ako krecemo iz grada
Ay, drugi grad u koji stiZemo moZemo odabrati na n — 1 nacina, treé¢i grad moZemo
izabrati na n — 2 nacina (jer se ne smijemo vratiti u pocetni ili ostati u As), ...

Racunange cijene odgovarajuceg ciklusa zahtijeva n zbrajanja. Prema tome, za
rjesenje problema trgovackog putnika potrebno je priblizno n! racunskih operacija.

Izracunajmo koliko bi trajalo egzaktno rjesavanje problema trgovackog putnika
za 10, 20, 30, 40 7 50 gradova. Pretpostavimo da nam je na raspolaganju najmoder-
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nije PC racunalo koje izvodi reda velic¢ine 108 raéunskih operacija u sekundi.

n sekundi sati dana godina

10 3.6288 - 10702 1.0080 - 1079 4.2000 - 10707 1.1507 - 1079
20 2.4329 - 10110 6.7581 - 10106 2.8159 - 10+9° 7.7147 - 10702
30 2.6525 - 10724 7.3681 - 10120 3.0701 - 10+1° 8.4111-10%16
40 8.1592 - 10+39 2.2664 - 10136 9.4435 - 1013 2.5873 - 10732
50 3.0414 - 10756 8.4484 - 10152 3.5201 - 10*5¢ 9.6442 - 10748

Uocite da, osim egzaktnog rjesenja problema za 10 gradova, ostali problem:
nisu rjesiwt u razumnom vremenu, jer ve¢ za n = 20, za rjesenje problema treba
cekati 771 godinu!

Moderna znanost pretpostavija da je Zemlja stara oko 4.5 milijarde godina (1j.
4.5 -10° godina), a rjesavanje problema za n = 30 gradova trajalo bi sedam redova
velicine dulje.

Kad bismo na raspolaganju imali neko od danas najbrzih, paralelnih racunala,
koje izvodi priblizno 10%3 racunskih operacija u sekundi, brojke u prethodnoj tablici
bile bi 10° puta manje. U tom slucaju, jedino jos kako—tako smisleno bilo bi cekati
2.8 dana za rjesenje problema s 20 gradova.

Sto nam prethodni primjer pokazuje? Pokazuje da ne bismo trebali problem
trgovackog putnika rjesavati egzaktno, ali niposto ne kaze da ga uopée ne bismo
trebali rjesavati! Postoje algoritmi koji dobro (i relativno brzo) priblizno rjesavaju
ovaj problem.

Koja je posebnost egzaktnog algoritma za rjeSavanje problema trgovackog put-
nika? Naime, ako imamo problem dimenzije n (tj. n gradova), vrijeme trazenja
rjesenja (ili broj potrebnih aritmetickih operacija) eksponencijalno raste u ovis-
nosti o n, sto slijedi iz nejednakosti

n"? < n! <n"

Desna nejednakost je trivijalna. Dakle, ostaje nam pokazati samo prvu. Ako
pokazemo da vrijedi

kn—k+1)>n, ke{l,...,n}, (1.1.1)

onda produkt 1-2---n mozemo organizirati tako da mnozimo prvi i posljednji
¢lan, drugi i pretposljednji, i tako redom. Takvih parova produkata ima n/2, pa je
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rezultat ocit. Dakle, preostaje pokazati samo relaciju (1.1.1). Prebacivanjem ¢lana
n na lijevu stranu slijedi

(k—Dn—k*+k=(k—-1)(n—k)>0,
Sto je istina upravo za k € {1,...,n}.

Mnogi problemi koje rjeSavamo racunalom imaju slozenost koja ne ovisi ek-
sponencijalno o veli¢ini problema n, nego polinomno, tj. broj aritmetickih operacija
proporcionalan je n®, gdje je o neka mala konstanta (uobicajeno je a < 3).

Vrlo je zanimljiv i problem prognoze vremena. On nam na suptilan nacin
pokazuje §to efikasnost znaci u tom slucaju.

Primjer 1.1.2. (Prognoza vremena) Najjednostavniji klimatski model funkcija
je 4 argumenta: zemljopisne Sirine, duZine, visine (od tla) i vremena. Kao rezultat
dobivamo 6 vrijednosti: temperaturu, tlak, vlaznost i brzinu vjetra (komponente u 3
smjera). Generalniji model mogao bi ukljucivati, na primgjer, koncentraciju razlicitih
plinova u atmosferi. Stvarni model atmosferskih procesa ukljucivao bi i stvaranje
oblaka, kolicinu padalina, kemiju 1 sl.

Primijetimo da se klima neprekidno mijenja (u ovisnosti o u svoje cetiri vari-
jable), ali je rac¢unalom mozemo simulirati samo u ponekim (diskretnim) tockama.

Pretpostavimo da smo povrsinu Zemlje podijelili u (priblizne) kvadrate stranice
1km. Po wvisimi, takoder, uzimamo slojeve debljine 1km, do wvisine 10 km. Stanje
klime rac¢unamo samo u vrhovima kvadrata i tockama na slojevima iznad vrhova. Iz
povrsine Zemlje (= 5.1 -10%km?) slijedi da je ukupan broj takvih toéaka priblizno
jednak 5 - 10°.

Nadalje, klimu simuliramo u vremenskim trenucima s razmakom 1 minute. Za
svaki vremenski trenutak v svaku prostornu tocku moramo pamtiti 6 vrijednosti koje
opisuju stanje klime. Uzmimo da je svaka od njih realan broj koji se prikazuje s 4
byte-a. Onda je za pamcenje svih vrijednosti u jednom trenutku potrebno

6-4-5-10°~ 10" B=0.1TB
memorije.

Sitmulacija klime napreduje po vremenu, tj. klima wu sljedeéem trenutku se
racuna 1z stanja klime u nekoliko prethodnih trenutaka. Standardno se stanje klime
u odredenoj prostornoj tocki racuna iz stanja u nekoliko susjednih tocaka. Pret-
postavimo da nam za taj proracun treba samo 100 osnovnih aritmetickih operacija
(flopova) po svakoj tocki, sto ukupno daje 100-5-10° =5 10" flopova.

Jasno je da za predvidanje vremena za sljedeéu minutu ne smijemo potrositi
vise od 1 minute vremena rada racunala (inace je brie i jeftinije pogledati kroz
prozor). Dakle, racunalo mora imati brzinu od najmange

5 - 10" flopova/60 sekundi ~ 8 - 10° flopsa = 8 Gflopsa,
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tj. preko 8 milyjardy aritmetickih operacija u sekundi.

Ako zelimo dobiti globalnu prognozu vremena za samo 1 dan unaprijed, uz
dozvoljeno vrijeme racunangja od 2 sata (tako da ostane jos§ 22 sata vrijednosti te
prognoze), racunalo mora biti jo§ barem 12 puta brZe, tj. brzina mora biti barem
100 Gflopsa i 0.1 Tflopsa.
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2. Greske

2.1. Racunalo je izbacilo... Necée mi prihvatiti!

Koliko ste puta ove dvije recenice ¢uli na TV-u, u banci ili negdje drugdje? U
oba slucaja, racunalo je personificirano kao nadnaravno sposobna osoba, koja je u
prvom slucaju bezgresna, a u drugom odbija nesto uciniti!

Treba li takvim tuzbalicama vjerovati? I tko je krivac? Racunalo ili ljudi koji
su mu naredili da se upravo tako ponasa? Istina je da smo u 2001. godini, ali vase
racunalo nije (svojeglavi) HAL 9000 iz “2001. odiseje u svemiru” (a i njemu su ljudi
pomogli da postane ubojica).

Navedene dvije rec¢enice najcéesée su samo jadno pokri¢e necije nesposobnosti.
Sluzbeniku za Salterom u banci vjerojatno treba oprostiti, jer on samo izrazava svoju
bespomoc¢nost, a pravi krivac je negdje daleko.

Puno je opasnije kad ¢ujete “Racunalo je izbacilo...” od strane inzenjera i
znanstvenika kao glavno opravdanje buduc¢ih vaznih projekata. Tad nas hvata strah!
Zasto? Sama recenica pokazuje da dobivene rezultate nitko nije pogledao, nego da
im se slijepo vjeruje. A oni mogu biti pogresni iz razno-raznih razloga, a najceséi
krivac nije racunalo.

Iz osobnog iskustva znamo da je provjera dobivenih rezultata najbolnija tocka
nastave numerike, u koju je slusace najteze uvjeriti. Metode je manje-vise lako
nauciti. U praksi, brojevi uvijek imaju neko znacenje, izvora greSaka je puno —
javljaju se na svakom koraku, a analiza gresaka u rezultatima katkad je vrlo sofisti-
cirana. Slijepo vjerovanje rezultatima moze biti pogibeljno.

Izvori gresaka su:

e model, e ulazni podaci (mjerenja),

e metoda za rjeSavanje modela, e aritmetika racunala.

Sve cCetiri vrste gresaka lako je razumjeti. Medutim, za posljednju, vrlo je tesko
vjerovati da ona moze biti toliko znacajna — dominantna u odnosu na ostale, tako
da je rezultat zbog nje besmislen.
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No, ipak treba priznati da i racunala, iznimno rijetko, ali ipak grijese. Koliko
je nama poznato, u novija vremena poznata je samo greska dijeljenja u jednoj seriji
Pentium procesora (1994. godine).

2.2. Mjere za gresku

Prije detaljnijeg opisa pojedinih vrsta ili uzroka gresaka, moramo preciznije
reci Sto je greska i kako se ona uobicajeno mjeri.

Neka je z neki realni broj, kojeg smatramo “to¢nim”. Ako je & neka njegova
aproksimacija ili “priblizna vrijednost”, onda gresku te aproksimacije definiramo

kao
greska = F(z,%) = o — 7,

tako da je x = T + greska. Ovako definirana greska ima predznak i moze biti
negativna. U praksi nam, obi¢no, predznak nije bitan kad govorimo o tocnosti ove
aproksimacije. Najkorisnije mjere za toc¢nost ili greSku aproksimacije Z za x su:

e apsolutna greska
Eas(x,2) = |z — Z|,

koja mjeri stvarnu udaljenost (u smislu metrike na R) brojeva z i Z, i

e relativna greska, definirana za x # 0,

|z — 2|

Era(z, ) :=

|z

koja mjeri relativnu to¢nost obzirom na veli¢inu broja z, na primjer, u smislu
podudaranja “prednjih dijelova”, tj. odredenog broja vodeé¢ih znamenki bro-
jeva x i Z.

Ako aproksimaciju prikazemo u obliku & = z(1 + p), onda dobivamo ekvivalentnu
definiciju relativne greske u obliku

Era(z,Z) :== |p|.

Bas ovaj oblik se Cesto koristi u analizi gresaka aritmetike racunala. Ako zelimo da
relativna greska ima predznak, mozemo ispustiti apsolutne vrijednosti iz definicije.

Na isti nac¢in mozemo definirati i greske za kompleksne brojeve. Za teorijske
potrebe to bi bilo dovoljno. Medutim, kao sto ¢emo vidjeti, kompleksne brojeve u
racunalu prikazujemo kao par realnih brojeva, tj. kao vektor s dvije realne kompo-
nente. Za mjerenje greSaka u vektorima i matricama, umjesto apsolutne vrijednosti,
koristimo pojam norme, kojeg opisujemo u sljede¢em poglavlju.
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2.3. Greske modela

Najcesée greske modela nastaju zanemarivanjem utjecaja nekih sila (na pri-
mjer, zanemarivanje utjecaja otpora zraka). Jednako tako, da bi se dobilo nekakvo
rjesenje, barem priblizno, ¢esto se komplicirani model zamjenjuje jednostavnijim (na
primjer, sistemi nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi se lineariziraju).

Takoder, pogreske u modelu mogu nastati kod upotrebe modela u grani¢cnim
slucajevima. Na primjer, kod matematickog njihala se sinz aproksimira s x, Sto
vrijedi samo za male kuteve, a upotrebljava se, recimo, za kut od 15°.

Primjer 2.3.1. Medu prvim primjenama trenutno jednog od najbrzih racunala na
svigetu bilo je odredivanje trodimenzionalne strukture i elektronskog stanja ugljik-36
fulerena (engl. carbon-36 fullerene) — jednog od najmangih, ali i najstabilnijih cla-
nova iz redova jedne vrste spojeva (engl. buckminsterfullerene). Primjena tog spoja
moze biti visestruka, od supravodljivosti na visokim temperaturama do preciznog
doziranja lijekova u stanice raka.

Prijasnja istraZivanja kvantnih kemicara dala su dvije mogucée strukture tog
spoja. FEksperimentalna mjerenja pokazivala su da bi jedna struktura trebala biti
stabilnija, a teoreticart su tvrdili da bi to trebala biti druga struktura. Naravno, te
dvige strukture imaju razlicita kemijska svojstva. Prijasnja racunangja, zbog pojed-
nostavljivanja i interpolacije, kao odgovor davala su prednost “teoretskoj” strukturi.
Definitivan odgovor, koji je proveden racananjem bez pojednostavljivanja pokazao je
da je prva struktura stabilnija.

Svakako, treba istaknuti da su pogreske modela neuklonjive, ali zato je na
inzenjerima — korisnicima da procijene da li se primjenom danog modela dobivaju
ocekivani rezultati.

2.4. Greske u ulaznim podacima

Greske u ulaznim podacima javljaju se zbog nemoguénosti ili besmislenosti
toctnog mjerenja. Na primjer, tjelesna temperatura se obi¢no mjeri na desetinku

stupnja Celziusa toéno — pacijentu je jednako lose ako ima tjelesnu temperaturu
39.5° ili 39.513462°.

Naravno, kao sto ¢emo to kasnije vidjeti, osim tih malih pogresaka nastalih
mjerenjem, dodatne greske nastaju spremanjem tih brojeva u racunalo.

Vezano uz pogreske u ulaznim podacima, cesto se javlja pojam nestabilnog ili
lose uvjetovanog problema. U praksi se vrlo cesto javljaju takvi problemi kod kojih
mala perturbacija pocetnih podataka dovodi do velike promjene u rezultatu. Kao
ilustraciju mozemo uzeti sljedec¢i primjer.
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Primjer 2.4.1. Zadana su dva sistema linearnih jednadzbi

2z + 6.0001y = 8.0001, (2.4.1)
i
o . (2.4.2)

2z + 5.99999y = 8.00002.

Na prvi pogled, malom perturbacijom koeficijenata jednadzbe (2.4.1) dobivamo jed-
nadzbu (2.4.2). Takva perturbacija mogla bi nastupiti, na primgjer, malo pogresno
1zmgerenim pocetnim podacima ili greskom koja je nastala u racunu koeficijenata.

Sto ocekujemo? Ocekujemo da Ce i rjesenje drugog problema biti malo pertur-
birano rjesenje prvog problema. Ali nije tako! Rjesenje prvog problema je x = 1,
y=1, a drugog x = 10, y = —2! Zasto?

U analizi ée nam pomoci crtanje odgovarajucih pravaca i njihovih sjecista.

v

T ‘ LT
I

Ali na prethodnim slikama nacrtan je samo po jedan pravac! Pogresno! Ako
malo bolje pogledamo koeficijente u oba sistema jednadzbi, vidimo da se u oba slucaja
radi o dva pravea koja su gotovo jednaka! Sad nije niti ¢udo da mala perturbacija
koeficijenata pravca bitno udaljava presjeciste.

2.5. Greske metoda za rjesavanje problema

Greske metoda za rjeSavanje problema cesto nastaju kad se beskonaéni procesi
moraju zaustaviti u konacnosti. To vrijedi za sve objekte koji su definirani lime-
som — poput derivacija i integrala, i za sve postupke u kojima se “pravo” rjeSenje
dobiva na limesu — konvergencijom niza pribliznih rjeSenja prema pravom. Velik
broj numerickih metoda za aproksimaciju funkcija i rjeSavanje jednadzbi upravo je
tog oblika. Greske koja nastaju zamjenom beskonacnog ne¢im konacnim, obi¢no
dijelimo u dvije kategorije:

e greske diskretizacije (engl. discretization errors), koje nastaju zamjenom
kontinuuma konacnim diskretnim skupom tocaka, ili “beskona¢no” malu veli-
¢inu h ili € — 0 zamijenjujemo nekim “kona¢no” malim brojem;
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e greske odbacivanja (engl. truncation errors), koje nastaju “rezanjem” bes-
konacnog niza ili reda na konacni niz ili sumu, tj. odbacujemo ostatak niza ili
reda.

Grubo receno, diskretizacija je vezana za kontinuum, a odbacivanje za diskretnu
beskonac¢nost, poput razlike izmedu skupova R i N.

Pojam diskretizacije smo ve¢ susreli u problemu prognoze vremena. Jo$ jedno-
stavniji, tipiéni primjer greske diskretizacije je aproksimacija funkcije f na intervalu
(segmentu) [a, b], vrijednostima te funkcije na konaénom skupu tocaka (tzv. mrezi)
{z1,...,2,} C[a,b], 0 Cemu ¢e jos biti mnogo rijeci.

Drugi klasicni primjer je aproksimacija derivacije funkcije f u nekoj tocki x.
Po definiciji je

_ x+h)— f(x)
/ — 1 f(
fila) = lim Y
a za pribliznu vrijednost uzmemo neki dovoljno mali A # 0 i izracunamo kvocijent
Az h '
Postoje i bolje aproksimacije za f’(x), ali o tome kasnije. Uskoro ¢emo vidjeti

da s ovom vrstom aproksimacija limesa treba vrlo oprezno postupati u aritmetici
racunala.

)

Pogledajmo malo i greske odbacivanja. Na primjer, beskona¢na suma se mora
zamijeniti kona¢nom, da bi se uopée mogla izracunati u kona¢nom vremenu.

Primjer 2.5.1. Funkcije €® ¢ sinx imaju Taylorove redove oko tocke 0 koji kon-
vergiraju za proizvoljan x € R. Zbrajanjem dovoljno mnogo clanova tih redova,
mozemo, barem u principu, dobro aproksimirati vrijednosti funkcija e* 4 sinx.

Ako to napravimo racunalom, rezultat ée biti zanimljiv. Greska metode (1j.
greska odbacivanja) lako se racuna. Za dovoljno glatku funkciju f, Taylorov red

$100)

fla) =3

k=0

mozZemo aproksimirat, Taylorovim polinomom p

n_ (k) (n+1)
P =ple) + (@), plo) = 2 Lt Rty = S

Y

pri cemu je & meki broj izmedu O i x. TraZenit Taylorovi polinomi s istim brojem
¢lanova (ali ne istog stupnja) su

n )k 2k+1

n k
v S
6”,;)/?{:!’ s Z2k+1
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Nadimo gresku. Vrigeds
(e®)™) = e, (sin )™ = sin (x + 712_7r)7

pa su pripadne greske odbacivanja

& n+1 : (é“ + Mﬂ_)xQnJriS
etx sin
R, = ) Ry, = : ’
+@) = T 2n+3(2) (2n + 3)!
Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je x > 0. Iz £ < x dobivamo ocjene
emxn—I—l sin(f + 2n+3 7.(.)1,271—1—3 x2n+3
R, < , Ra, = . .
Bl < o R (@) (2 +3)! = |2n+3)!

Zbrojimo i clanove reda sve dok apsolutna vrijednost prvog odbacenog clana
ne padne ispod zadane tocnosti € > 0, napravili smo gresku odbacivanja manju li
jednaku

{e & e (2.5.1)

g, za sin .

Izracunagmo sin(157), €', sin(257) i ™ koristenjem Taylorovog reda oko

0 u najveéoj direktno podrianoj preciznosti (tzv. extended preciznosti). Primjer je
izabran tako da je sin(15m) = sin(256m) = 0, dok su druga dva broja vrlo velika.
Prema (2.5.1), greska metode za racunanje je u slucaju funkcije e* relativno mala,
a u slucaju funkcije sinx, mala po apsolutnoj vrijednosti.

Izaberemo li ¢ = 10717, dobivamo (napisano je samo prvih par znamenki re-
zultata)

Sin(157) punkeija = 9.3241-1071% exp(157) funkeija =  2.9218 - 10%°
Sin(157) zayior = —2.8980 - 107! exp(157) zayior = 2.9218 - 10%°
|greska odbacivanja) < 2.7310- 107" |greska odbacivanja| < 2.7600 - 10”
relativna greska = 3.1081 - 10'° relativna greska = 1.4238-107'8
|maksimalni ¢lan| = 1.6969 - 10" |maksimalni ¢lan| = 1.6969 - 10"
SIN(257) funkeijo = 1.6697 - 10717 exp(257) funkeija =  1.2865 - 10°*
Sin(257) zayior = 3.0613 - 10" exp(257) 7ayior = 1.2865 - 10**
|greska odbacivanja| < 5.8309-107"  |greska odbacivanja| < 2.3782-10'°
relativna greska = 1.8334 -10%° relativna greska = 7.0013-107%
|maksimalni ¢lan| =  5.7605 - 10 |maksimalni ¢lan| = 5.7943 - 102

Ako smo rezultat zbrajanja Taylorovog reda za sin(15m) spremni prihvatiti kao
priblizno tocan, sigurno nije istina da je sin(257) ~ 3 - 10'3. Sto se, zapravo,
dogodilo? Objasnjenge lezi u aritmetici racunala.
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2.6. Greske aritmetike racunala

U racunalu postoje dva bitno razli¢ita tipa brojeva: cijeli brojevi i realni bro-
jevi. Oba skupa su konaéni podskupovi odgovarajuc¢ih skupova Z i R u matema-
tici. Kao baza za prikaz oba tipa koristi se baza 2.

Cijeli se brojevi prikazaju koristenjem n bitova — binarnih znamenki, od kojih
jedna sluzi za predznak, a ostalih n — 1 za znamenke broja. Matematicki gledano,
aritmetika cijelih brojeva u racunalu je modularna aritmetika u prstenu ostataka
modulo 2", samo je sistem ostataka simetrican oko 0, t;j.

—on=t . —1,0,1,...,2" 1 — 1.

Brojeve izvan tog raspona uopée ne mozemo spremiti u racunalo.

Realni brojevi r prikazuju se koristenjem mantise m i eksponenta e u obliku
r=+m-2°

pri ¢emu je e cijeli broj u odredenom rasponu, a m racionalni broj za koji vrijedi
1/2 < m < 1 (tj. mantisa zapoéinje s 0.1...). Cesto se i ta vodec¢a jedinica ne pamti,
jer se zna da su brojevi normalizirani, pa se mantisa “umjetno” moze produljiti za
taj jedan bit. Taj bit se katkad zove “skriveni bit” (engl. hidden bit). Za r = 0,
mantisa je 0. U racunalu se eksponent prikazuje kao s-bitni cijeli broj, a za mantisu
pamti se prvih ¢ znamenki iza binarne tocke.

mantisa eksponent

(F [ralmal — [ne]  [E [eoleas] ]

Dakle, skup svih realnih brojeva prikazivih u racunalu je omeden, a mozemo ga
parametrizirati duljinom mantise i eksponenta i oznaciti s R(¢, s).

Primijetite da se ne moze svaki realni broj egzaktno spremiti u racunalo. Pret-
postavimo da je broj x € R unutar prikazivog raspona i

T = i< > b_k2‘k>25.
k=1

Ako mantisa broja ima vise od t znamenki, bit ¢e spremljena aproksimacija tog
broja fl(x) € R(t, s) koja se moze prikazati kao

fo(z) = i(;b*ka)Qe*.

Sliéno kao kod decimalne aritmetike (kad je prva odbacena znamenka < 4 zaokruzu-
jemo nadolje, inac¢e nagore), ako je prva odbacena znamenka 1, broj zaokruzujemo
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nagore, a ako je 0 nadolje. Time smo napravili apsolutnu gresku manju ili jednaku

2-t=1%¢ Gledajuéi relativno, greska je manja ili jednaka
‘1, _ ff(ZL‘) 2—t—1+e o
T —27b.ge TV

tj. imamo vrlo malu relativnu gresku. Velicinu 27¢ zovemo jedini¢na greska zaokru-
zivanja (engl. unit roundoff) i uobicajeno oznacavamo s u.

Dakle, ako je x € R unutar raspona brojeva prikazivih u racunalu, onda se
umjesto = sprema zaokruzeni broj fl(z) € R(t, s) i vrijedi

fllx)=(1+¢e)z, e <u, (2.6.1)
gdje je € relativna greska napravljena tim zaokruzivanjem.

Ovakav prikaz realnih brojeva u racunalu zove se prikaz s pomicnim zarezom
ili tockom (engl. floating point representation), a pripadna aritmetika je aritmetika
pomicnog zareza ili tocke (engl. floating point arithmetic).

Da bismo stekli osjecaj o velicinama o kojim govorimo, napisimo s it i veli¢ine
koje se iz njih izvode za standardne tipove realnih brojeva u racunalu:

single double extended
duljina 32 bita 64 bita 80 bitova
duljina mantise 23 4+ 1 bit 52 41 bit 64 bita
duljina eksponenta 8 bitova 11 bitova 15 bitova
jedini¢na greska zaokruzivanja 2724 2753 264
U R 5.96-107% | 1.11-1071¢ | 5.42.1072°
raspon prikazivih brojeva ~ 10%38 10%308 10%4932

Za sva tri tipa u ukupnoj duljini rezerviran je jos jedan bit za predznak. Kod
tipova single i double dodatni bit u duljini mantise je tzv. “sakriveni bit” (engl.
hidden bit), jer je prvi znak iza binarne tocke uvijek 1, pa se ne mora pamtiti. To je
dogovoreni IEEE standard u kojem je propisano, ne samo kako se brojevi prikazuju u
racunalu, nego i svojstva aritmetike. Budimo posteni, taj standard je nesto slozeniji
nego Sto smo to ovdje opisali. Medutim, ti dodatni detalji, poput posebnih prikaza
za +00 1 “rezultat nedozvoljene operacije” (engl. NaN, Not-a-Number), ili “zastitne
znamenke” (engl. guard digit) u aritmetici, nepotrebno zamagljuju bitno.

Osnovna pretpostavka ovog standarda je da za osnovne aritmeticke operacije
(o oznacava +, —, *, /) nad x,y € R(¢, s) vrijedi

flzoy) = (1+2) (woy), |l <u (26.2)
za sve x,y € R(t,s) za koje je x oy u dozvoljenom rasponu. Naravno, dobiveni
rezultat je tada prikaziv, tj. vrijedi fl(xoy) € R(t, s). U protivnom, postoje rezervi-

rani eksponenti koji oznac¢avaju “posebno stanje” (overflow, underflow, dijeljenje s
0 i nedozvoljenu operaciju kao sto su 0/0, v/—1).
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Oznaka fl( ) sad ima znacenje rezultata dobivenog ra¢unalom za operaciju
x oy. Ovaj model kaze da je izracunata vrijednost za = oy “jednako dobra” kao i
zaokruzen egzaktni rezultat, u smislu da je u oba slucaja jednaka ocjena relativne
greSke. Model, medutim, ne zahtijeva da za egzaktno prikazivi egzaktni rezultat
x oy € R(t, s) mora vrijediti da je greska e = 0, tj.

zoy €R(t,s) = fl(zoy)=zoy.

U tom smislu, koristenje oznake fl(x o y) za izracunati rezultat nije sasvim
korektno, jer to ne mora biti zaokruzeni egzaktni rezultat. Preciznije bi bilo uvesti
posebne oznake @, ©, ® i © za masinske aritmeticke operacije i analizirati njihova
svojstva. Takve analize postoje, ali su izuzetno komplicirane, jer ve¢ina standardnih
svojstava aritmetickih operacija, poput asocijativnosti zbrajanja ili distributivnosti
mnozenja prema zbrajanju, ne vrijedi za aritmetiku realnih brojeva u racunalu.
Moze se pokazati da vrijede neka bitno slozenija “zamjenska” svojstva. Medutim,
njih je nemoguce prakticno iskoristiti za analizu ukupnih gresaka racunanja u bilo
kojem algoritmu s iole ve¢im brojem aritmetickih operacija.

Upravo zbog toga, standard za aritmetiku racunala propisuje samo da mora
vrijediti relacija (2.6.2), a ne neka druga slozenija svojstva. Vidimo da greska svake
pojedine aritmeticke operacije i njena ocjena u (2.6.2) imaju isti oblik kao i greska
zaokruzivanja za prikaz brojeva u racunalu i njena ocjena iz (2.6.1). Zato obje vrste
gresaka (greske prikaza i greske aritmetike) zajednickim imenom zovemo greskama
zaokruzivanja (engl. rounding errors).

Objasnimo jos to¢no znacenje oznake f¢( ). Jednostavno, fl(izraz) oznacava
izracunatu vrijednost tog izraza u floating point aritmetici. U skladu s tim, ako
se izraz sastoji samo od jednog broja x, onda se “rac¢unanje” vrijednosti tog izraza
x svodi na zaokruzivanje i spremanje u floating point prikazu, a f¢(x) oznacava
spremljenu “izracunatu”, tj. zaokruzenu vrijednost. Analogno, f¢(zoy) sad korektno
oznacava izracunati rezultat operacije z o y. Takva interpretacija znatno olaksava
zapis u analizi greSaka zaokruzivanja.

2.7. Propagiranje gresaka u aritmetickim opera-
cijama

Desnu stranu relacije (2.6.2) mozemo interpretirati i kao egzaktno izvedenu

operaciju o na malo perturbiranim podacima. Koje su operacije opasne ako nam je

aritmetika egzaktna, a podaci malo perturbirani, tj. ako je |e,], |e,| < u? Ako je o
mnozenje, imamo

r(1+e)xy(l4+e) may(l+e,+e) =ay(l+e,), |e <2u.
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Ako imamo dijeljenje, vrijedi slicno

rz(l+4+e, T T
¥z —(14+e,)(1—¢y) ::§(1+5/), e/ < 2u.

y(l+e) y
Neka su z i y proizvoljnog predznaka. Za zbrajanje (oduzimanje) vrijedi:
TE4 + YE
r(l4+e)+y(l+e) =x+y+ae, +yg, = (x+y)<1+sz),
uz pretpostavku da = + y # 0. Definiramo
ey i— TEx +YEy T . Yy -
Tty Tty Tty
Ako su z i y brojevi istog predznaka, onda je
<, (2.7.1)
r+y r+y

pa je |ex| < 2u. U suprotnom, ako z i y imaju razlicite predznake, kvocijenti
u (2.7.1) mogu biti proizvoljno veliki kad je |z + y| < |z], |y|.

Mozemo zakljuciti da opasnost nastupa ako je rezultat zbrajanja brojeva
suprotnog predznaka broj koji je po apsolutnoj vrijednosti mnogo manji od polaznih
podataka. Dakle, cak i kad bi aritmetika racunala bila egzaktna, zbog pocetnog
zaokruzivanja, rezultat moze biti (i najcesée je) pogresan.

Pokazimo to na jednostavnom primjeru ra¢unala u bazi 10. Pretpostavimo da
je mantisa duga 4 dekadske znamenke, a eksponent dvije. Neka je

r = 0.88866 = 0.88866 - 10°, y = 0.88844 = 0.88844 - 10°.
Umyjesto brojeva x i y, spremili smo najblize prikazive, tj.
fl(z) = 0.8887-10°, fl(y) = 0.8884 - 10°

i napravili malu relativnu gresku. Budud¢i da su im eksponenti jednaki, mozemo
oduzeti znamenku po znamenku mantise, a zatim normalizirati i dobiti

fl(x) — fl(y) = 0.8887 - 10° — 0.8884 - 10° = 0.0003 - 10° = 0.3?77 - 1073,

pri ¢emu upitnici predstavljaju znamenke koje vise ne mozemo restaurirati, pa
racunalo na ta mjesta upisuje 0. Primijetimo da je pravi rezultat 0.22 - 1073, pa je
ve¢ prva znacajna znamenka pogresna, a relativna greska velika!

lako je sama operacija oduzimanja bila egzaktna za fl(z) i fl(y), rezultat je
pogresan. Na prvi pogled ¢ini nam se da znamo bar red velicine rezultata i da to nije
tako strasno. Prava katastrofa nastupa ako 0.37?7 - 1073 ude u naredna zbrajanja
i oduzimanja i ako se pritom “skrati” i ta trojka. Tada nemamo nikakve kontrole
nad rezultatom.
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Primjer 2.7.1. Objasnjenje pogresnih rezultata iz primjera 2.5.1. sad je sasvim
jednostavno. Pogledamo li po apsolutnoj vrijednosti najvece brojeve koji se javljaju
u racunu, ustanovljavamo da su oni golemi. Za sinx, rezultat je malen broj koji je
dobiven oduzimanjem wvelikih brojeva, pa je netocan. Nasuprot tome, kod funkcije
e”, uwvigek imamo zbrajange brojeva istog predznaka, pa je rezultat tocan.

Primjer 2.7.2. U algoritmima se cesto javlja potreba za izracunavanjem vrijedosti
y=+vr+0—+/r uzl|d| <z, x>0. Da bismo izbjegli katastrofalno kracenje, y se
nikad ne racuna po napisanoj formuli. Uvijek se pribjegava deracionalizacifi, tj.
Vr+od+yr )

Vr+d+/T Vr+d+x

Uocite da je opasno oduzimanje zamijenjeno benignim dijeljenjem i zbrajanjem.

y=Nr+6- )

Primjer 2.7.3. Zbrajanje brojeva racunalom nije asocijativno. Izracunajmo

10000 1 1
Si=Y -, So= > =
i=1 v i=10000

u tri tocnosti. Dobiventi rezultati su:

‘ single ‘ double ‘ extended
S1| 9.78761291503906250 | 9.78760603604434465 | 9.78760603604438230
Sa| 9.78760433197021484 | 9.78760603604438550 | 9.78760603604438227

Primijetite da nesto tocniji rezultat daje zbrajanje Ss. Objasnite.

Primjer 2.7.4. Niti poredak operacija ne mora biti beznacajan. Zadan je linearni

sustav

T+ 19 = 2.
Matrica sustava je reqularna, pa postoji jedinstveno rjesenje vy = 1.0001, z, =
0.9998. Rjesavamo li taj sustav racunalom koje ima 4 decimalne znamenke mantise

1 2 znamenke eksponenta, onda njegovo rjesenje ovisi o poretku jednadzbi. Sustav
zapisan u takvom racunalu pamti se kao

0.1000 - 1073 27 + 0.1000 - 10* 25 = 0.1000 - 10*

2.7.2
0.1000 - 10" 27 + 0.1000 - 10" 25 = 0.2000 - 10*. ( )

Prvo, rijesimo sustav (2.7.2) Gaussovim eliminacijama. MnoZenjem prve jed-
nadzbe s 10* i oduzimanjem od druge, dobivamo drugu jednadzbu oblika:

(0.1000 - 10" — 0.1000 - 10°) 5 = 0.2000 - 10' — 0.1000 - 10°. (2.7.3)
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Da bi racunalo moglo oduzeti odgovarajuce brojeve, mangi eksponent mora postati
jednak vecem, a mantisa se denormalizira. Dobivamo

0.1000 - 10" = 0.0100 - 10 = 0.0010 - 10* = 0.0001 - 10* = 0.0000|1 - 10°,

ali za zadnju jedinicu nema mjesta u mantisi, pa je mantisa postala 0. Slicno je i s
desnom stranom. Zbog toga jednadzba (2.7.3) postaje

—0.1000 - 10° 5 = —0.1000 - 10°,
pa joj je riesenje xo = 0.1000 - 10, Uvrstavanjem u prvu jednadzbu, dobivamo:
0.1000 - 1072 2, = —0.1000 - 10" - 0.1000 - 10' 4 0.1000 - 10' = 0.0000,

pa je x1 = 0, sto nije niti priblizno tocan rezultat.

Promijenimo li poredak jednadzbi v (2.7.2), dobivamo

0.1000 - 10" 7 + 0.1000 - 10" 25 = 0.2000 - 10"

o o e (2.7.4)
0.1000 - 1073 z; + 0.1000 - 10" 2, = 0.1000 - 10"

MnoZenjem prve jednadzbe s 10™* i oduzimanjem od druge, dobivamo drugu jed-
nadzbu oblika

(0.1000 - 10" — 0.1000 - 10~%) 25 = 0.1000 - 10" — 0.2000 - 10~ (2.7.5)

pa se (2.7.5) svede na 0.1000-10" zo = 0.1000-10%, #j. x5 = 0.1000-10 . Uvrstavanjem
u prou jednadzbu u (2.7.4) dobivamo

0.1000 - 10" z; = 0.2000 - 10* — 0.1000 - 10 - 0.1000 - 10! = 0.1000 - 10*,

pa je v1 = 0.1000 - 10}, sto tocéan rezultat korektno zaokruZen na cetiri decimalne
znamenke.

Primjer 2.7.5. Poznato je da studenti kad ne znaju izracunati limese, poseiu za
kalkulatorom 1 pokusavaju ih “heuristicki” izracunati, tako da se pribliZavaju granici.
Pretpostavimo da imaju program koji v extended tocnosti racuna sljedece limese:
l—cosz 1 x?

lim = —, lim ——— = 2.
2—0 12 2 z—0]1 — coszx

Moze li se unaprijed reci sto ée se dogadati s rezultatima ako stavljamo x-eve redom
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1071,1072,...,1071°2 Objasnite dobivene rezultate.

x prvi ‘‘limes’’ | drugi ‘‘limes’’
10791 0.4995834722 2.001667500
10792 0.4999958333 2.000016667
1079 0.4999999583 2.000000167
1079 0.4999999996 2.000000002
107% 0.5000000002 1.999999999
107% 0.4999999980 2.000000008
10797 0.5000015159 1.999993936
1079 0.4998172015 2.000731461
107% 0.4336808690 2.305843009
10710 0.0000000000

2.8. Primjeri iz Zivota

Primjeri koje smo naveli u prethodnom odjeljku su pravi, skolski. Nazalost,
postoje primjeri kad su zbog gresaka zaokruzivanja stradali ljudi ili je poc¢injena
velika materijalna steta.

Primjer 2.8.1. (Promasaj raketa Patriot.)

U Zaljevskom ratu, 25. veljace 1991. godine, Patriot rakete iznad Dhahrana
u Saudijskoj Arabiji nisu uspjele pronaci i oboriti iracku Scud raketu. Projektil je
(pukim slucajem) pao na americku vojnu bazu usmrtivsi 28 i ranivsi stotinjak ljudi.

Lzvjestay o katastrofi godinu dana poslije, rasvijetlio je okolnosti nesrece. U
racunalu koje je upravijalo Patriot raketama, vrijeme se brojilo u desetinkama se-
kunde proteklim od trenutka kad je racunalo upaljeno. Kad desetinku prikaZemo u
binarnom prikazu, dobivamo

0.110 = (0.00011),.

Realne brojeve u tom racunalu prikazivali su koristenjem nenormalizirane mantise
duljine 23 bita. Spremanjem 0.1 u registar Patriot racunala, napravijena je (apso-
lutna) greska priblizno jednaka 9.5 - 1078.

Zbog stalne opasnosti od napada Scud raketama, racunalo je bilo u pogonu
100 sati, sto je 100 - 60 - 60 - 10 desetinki sekunde. Ukupna greska nastala greskom
zaokruzivanja je
100-60-60-10-9.5-107% = 0.34s.
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Ako je poznato da Scud putuje brzinom 1676 m/s na predvidenoj visini susreta, onda
su ga rakete Patriot pokusale naci vise od pola kilometra daleko od njegovog stvarnog
poloZaja.

Koje je precizno objasnjenje uzroka ove katastrofe? Stvarni uzrok je nedovoljno
pazljivo, “mudro” ili “hackersko” pisanje programa. Patriot sustav prati cilj tako
da mgeri vrijeme potrebno radarskim signalima da se odbiju od cilja i vrate natrag.
Tocnost podataka o vremenu je, naravno, kljucna za precizno unistenje cilja.

Racunalo koje je upravijalo Patriot raketama bazirano je na konstrukciji iz
1970-ih godina i koristi 24-bitnu aritmetiku. Medutim, realizacija floating point
aritmetike u ta “davna” vremena bila je mnogo sporija od cjelobrojne, posebno za
mnozenje i dijeljenje. Zbog toga se u programima cesto koristila kombinacija cjelo-
brojne (tzv. fized point) aritmetike i floating point aritmetike, da se ubrzaju te dvije
operacije.

Tako je sistemski sat mjerio vrijeme u desetinkama sekunde, ali se vrijeme
spremalo kao cijeli broj desetinki proteklih od trenutka kad je racunalo upaljeno.
Za sve ostale proracune, vrijeme se racuna tako da se pommnozi broj desetinki n s
osnovnom jedinicom to = 0.1s u kvazi-cjelobrojnoj aritmetici, a zatim pretvori u
pravi 24-bitni floating point broj.

Kvazi-cjelobrojni ili fixed point prikaz realnog broja odgovara prikazu cijelih
brojeva, s tim da se uzima da je binarna tocka ispred prve prikazane znamenke.
Preciznije receno, ako imamo 24 bita za takav prikaz, realni broj se interpretira kao
visekratnik od 2723, a prikaz se dobiva zaokruzivanjem visekratnika na cijeli broj i to
odbacivanjem racionalnog dijela (u smjeru nule). Dakle, za realni broj r > 0 pamti
se cigeli broj |7 -223|, a za negativni v pamti se —| |r|-2%3|. Naravno, tako se mogu
prikazati samo realni brojevi iz [—1, 1), inace imamo premalo bitova.

Za analizu gresaka, ignorirajmo da se stvarno sprema cijeli broj, i pogleday-
mo kojoj aproksimaciji za r odgovara taj spremljeni broj. Neka fi(r) oznacava tu
aproksimaciju za r, v smislu da je spremljeni prikaz od r, zapravo, egzaktni prikaz
broja fi(r). Taj broj mozZemo jednostavno dobiti tako da spremljene bitove interpre-
tiramo kao prikaz s nenormaliziranom mantisom od 23 bita, jer se pamte redom zna-
menke iza binarne tocke, a eksponenta nema, tj. jednak je 0. Dakle, za r € [—1,1),
broj fi(r) ima toc¢no prva 23 bita od r iza binarne tocke, a ostatak zanemarujemo,
zbog zaokruzivanja odbacivanjem. Za apsolutnu gresku, ocito, vrijedi

@ = fi(z)] < 27%,

ali relativna greska moZze biti velika.

Kako to izgleda za osnovnu vremensku jedinicu to = 0.17 ZadrZavanjem prva
23 bita iza binarne tocke i odbacivanjem ostatka u

0.1 = (0.0001 1001 1001 1001 1001 100|1 1001 .. .)s.
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dobivamo
fi(0.1) = (0.0001 1001 1001 1001 1001 100)s.

Ucinjena (apsolutna) greska je

1
0.1—7i(0.1)=01-272= —— —9.5367431640625 - 10~°
| fi0-1)] 10485760 ’

dok je relativna greska toéno 2720, ili 10 puta veéa, §to uopée ne izgleda strasno.

Nakon n otkucaja sistemskog sata (u desetinkama), pravo vrijeme u sekundama
jet =n-ty. Umjesto toga, racuna sen-fi(ty). Pretpostavimo da se to mnoZenje izvodi
egzaktno, bez dodatnih gresaka zaokruzivanja (kao da smo u cjelobrojnoj aritmetici).

Izracunato vrijeme je t = n - fi(ty). Relativna greska ostaje ista
t—t
- —9 20’

jer se n skrati. Medutim, apsolutna greska je n puta veca
it —t] =n-]0.1 - fi(0.1)| ~n-(9.5-107%).

Nazalost, za tocno gadanje treba apsolutna, a ne relativna tocnost u vremenu. Za
dovoljno veliki n, a nakon 100 sati je n = 3600000, dobivenom t nema spasa, cak i
prije pretvaranja u floating point prikaz (Sto jos doprinosi ukupnoj pogresci).

Sto se moglo napraviti? Da su se ista 23 bita koristila za pravu mantisu u

floating point prikazu
0.1 = (0.11001100 1100 1100 11001100 1100. . )3 - 27,
bez obzira na vrstu zaokruZivanja, dobili bismo
££(0.1) = (0.1100 1100 1100 1100 1100 110)5 - 273,
uz toéno 2* = 16 puta manje greske. Na primjer, apsolutna greska je
0.1 — f£(0.1)] =0.1-27* ~ 5.96- 1077,

Cak i nakon 100 sati, posljedica ove greske je promasaj od oko 40m, 5to je (s visokom

vjerojatnoséu) jos uvijek dovoljno toc¢no za unistenje Scuda.

S druge strane, treba izbjegavati eksplicitno koristenje tzv. apsolutnog vremena
od trenutka ukljucenja. Puno bolje je brojac iznova postaviti na nulu u trenutku
prvog radarskog kontakta, ili zapamtiti stanje cjelobrojnog brojaca u tom trenutku, a
sva ostala vremena racunati prvo cjelobrojnim oduzimanjem stanja brojaca, pa tek
onda dobivenu razliku pretvoriti u sekunde (pommnoziti bitno mangi broj s ty). Scud
ipak leti malo krace od 100 sati!
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Zanimljivo je da je prva indikacija ove pogreske prijavijena punih 14 dana
ranije, 11. veljace. Na jednom sustavu Patriota uocen je pomak u tzv. “prostoru
udara” (engl. range gate) za punih 20% nakon neprekidnog rada od 8 sati. Ti podaci
pokazivali su da nakon 20 sati neprekidnog rada, sustav necée moci pratiti i pre-
sresti nadolazecéi Scud. Modificirani program koji kompenzira netoc¢no racunanje
vremena sluzbeno je izasao 16. veljace. Medutim, uw Dhahran je stigao tek 26. veljace,
dan nakon nesrece. Ipak, cudno je da posade sustava na terenu nisu dobile barem
obavijest o problemu — povremeni “restart” sustava bio bi sasvim dovoljan za prvo
vrijeme.

Primjer 2.8.2. (Eksplozija Ariane 5.)

Raketa Ariane 5 lansirana 4. lipnja 1995. godine iz Kouroua (Francuska Gua-
jana) nosila je u putanju oko Zemlje komunikacijske satelite vrijedne oko 500 mili-
guna USD. Samo 37 sekundi nakon lansiranja izvrsila je samounistenge.

Dua tjedna kasnige, struénjaci su objasnili dogadaj. Kontrolna varijabla (koja
je sluzZila samo informacije radi) u programu vodenja rakete mjerila je horizontalnu
brzinu rakete. Greska je nastupila kad je program pokusao pretvoriti preveliki 64-
bitni realni broj w 16-bitni cijeli broj. Racunalo je javilo gresku, Sto je izazvalo
samounistenje. Zanimljivo je da je taj isti program bio koristen u prijasnjoj sporijoj
verziji Ariane 4, pa do katastrofe nije doslo.

Primjer 2.8.3. (Potonuce naftne platforme Sleipner A.)

Naftna platforma Sleipner A potonula je prilikom sidrenja, 23. kolovoza 1991.
u blizint Stavangera. Baza platforme su 24 betonske éelije, od kojih su 4 produljene u
suplje stupove na kojima lezi paluba. Prilikom uronjavangja baze doslo je do pucanja.
Rusenje je izazvalo potres jacine 3.0 stupnja po Richterovoj ljestvici 1 Stetu od 700
milijuna USD.

Greska je nastala u projektiranju, primjenom standardnog paketa programa,
kad je upotrijebljena metoda konacnih elemenata s nedovoljnom tocénoséu (netko nije
provjerio rezultate programa). Proracun je dao naprezanja 47% manja od stvarnih.
Nakon detaljne analize s tocnijim konacnim elementima, izracunato je da su celije
morale popustiti na dubini od 62 metra. Stvarna dubina pucanja bila je 65 metara!

Primjer 2.8.4. (Izabran je pogresan predsjednik.)

Mozda je najbizarniji primjer da greska zaokruZivanja moZe poremetiti izbore
za predsjednika SAD. U americkom sustavu izbora predsjednika, svaka od saveznih
drzava ima odreden broj predstavnika (ljudi) u tijelu koje se zove Electoral College i
koje formalno bira predsjednika. Broj predstavnika svake pojedine drZave u tom tijelu
proporcionalan je broju stanovnika te driave u odnosu na ukupan broj stanovnika.
Pretpostavimo da u Electoral College-u ima a predstavnika, populacija SAD je p
stanovnika, a drZava i ima p; stanovnika. Broj predstavnika drZave i u FElectoral
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College-u trebao bi biti
Pi
=—-a

p

Ali, predstavnici su ljudi, pa bi a; morao biti cijeli broj. Zbog toga se a; mora
zaokruziti na cijeli broj a; po nekom pravilu. Naravno, na kraju mora biti >, a; = a.
Razumno i prirodno pravilo je:

Q;

e a; mora biti jedan od dva cijela broja koji su najblizi a; (tzv. “wvjet kvote”).

Naime, pravilno zaokruzivanje (kao kod prikaza brojeva) je mozda najpravednije, ali
ne mora dati Y, a; = a, pa se mora upotrijebiti slabije pravilo.

Medutim, broj stanovnika p; se vremenom mijenja (a time i p). Isto tako,
ukupni broj predstavnika a u tijelu se mozZe promijeniti od jednih do drugih izbora.
Zbog toga se dodaju jo§ dva prirodna “politicka” pravila:

o Ako se poveca ukupan broj predstavnika a, a svi ostali podaci se ne promijene,
a; ne smije opasti (tzv. “monotonost predstavnickog tijela”).

o Ako je broj stanovnika drzave p; porastao, a ostali podaci su nepromijenjeni,
a; ne smije opasti (tzv. “monotonost populacije”).

Svrha je jasna, jer ljudi vole usporedivati prosle © nove “kvote”. NaZalost, ne postoji
metoda za odredivanje broja predstavnika koja bi zadovoljavala sva tri kriterija.

U americkoj povijesti zaista postoji slucay da je izabran “pogresan” predsjednik.
Samuel J. Tilden izqubio je izbore 1876. godine u korist Rutherforda B. Hayesa,
samo zbog nacina dodjele elektorskih glasova u toj prilici. Da stvar bude jos za-
nimljivija, ta metoda dodjele glasova nije bila ona koju je propisivao zakon iz tog
vremena.

Matematicki gledano, problem izbornih sustava i raznih pravila za ra¢unanje
broja predstavnika u predstavnickim tijelima, poput Sabora, nije trivijalan, a oz-
biljno se proucava ve¢ stotinjak godina.

Uzmimo najjednostavniji “izborni sustav” u kojem vrijedi samo “uvjet kvote” i
pretpostavimo da se on primjenjuje za svake izbore posebno (tj. vremenski lokalno),
uz poznate podatke o broju stanovnika p; u svim “izbornim jedinicama”. Kako biste
sto pravednije izracunali brojeve a; predstavnika svake jedinice?



