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3. Rjesavanje linearnih sustava

3.1. Koji se sustavi rjesavaju u praksi

Zadani su matrica A € C™*™ i vektor b € C™. Teorem Kronecker—Capelli daje
odgovor na pitanje kad linearni sustav

Az =b (3.1.1)

ima rjesenje x € C" i kad je ono jedinstveno.

U praksi se najcesée rjesavaju linearni sustavi kad je matrica sustava A kva-
dratna i nesingularna. Tada znamo da sustav ima jedinstveno rjesenje.

Kako bi se moglo izracunati rjesenje takvog sustava? Na primjer, mogao bi se
izratunati inverz A~!, pa mnoZzenjem relacije (3.1.1) slijeva s A~! dobivamo

x=A"1D.

Time nam je odmah dana i jedna metoda za rjeSavanje linearnog sustava (3.1.1)
koja je sasvim neprakticna, jer smo rjesavanje linearnog sustava preveli u racunanje
inverza, Sto je tezi problem. Naime, j-ti stupac inverza je rjeSenje sustava Az = e;.

Druga metoda, koja se ¢esto spominje u linearnoj algebri je Cramerovo pravilo.
Prisjetimo se, j-ta komponenta rjesenja sustava je

= detAj
I det A

pri ¢emu je matrica A; jednaka matrici A, osim Sto je j-ti stupac u A; zamijenjen
desnom stranom b. Slozenost ovog nacina rjeSavanja je eksponencijalna (dokazite
to!) i nikad se ne koristi kao metoda numerickog rjesavanja.

Najjednostavnija metoda za rjesavanje linearnog sustava (3.1.1) je njegovo svo-
denje na trokutastu formu Rz = y, gdje je R trokutasta matrica (recimo, gornja),
iz koje se lako, tzv. povratnom supstitucijom, nalazi rjesenje.

Gaussove eliminacije su metoda direktnog transformiranja linearnog sustava
Ax = b, zajedno s desnom stranom, na trokutastu formu. Gaussove eliminacije
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mozemo implementirati i tako da se desna strana ne transformira istovremeno kad
i matrica A. Tada se formiraju dvije matrice L i R (R je trokutasta matrica iz
Gaussovih eliminacija) i koriste¢i njih lako se dobije rjesenje trazenog sustava. Kad
se Gaussove eliminacije tako implementiraju, metoda se obi¢no zove LR (neki to
zovu LU) faktorizacija matrice A. Ovaj pristup je posebno zgodan kad imamo vise
linearnih sustava s istom matricom A, a desne strane se razlikuju.

Mnogi sustavi linearnih jednadzbi imaju specijalna svojstva i specijalnu struk-
turu. U nekim od tih slucajeva, koji su za praksu jako bitni, mogu se primijeniti i
iterativne metode, koje daju rjesenje linearnog sustava (3.1.1) na zadovoljavajucu
tocnost mnogo brze nego LR faktorizacija.

3.2. Gaussove eliminacije

Elementarne transformacije su one koje ne mijenjaju rjeSenje linearnog sus-
tava. Takve transformacije su: mnozenje jednadzbe konstantom razlicitom od 0,
dodavanje jednadzbe (ili linearne kombinacije jednadzbi) drugim jednadzbama i za-
mjena poretka jednadzbi. Koristenjem elementarnih transformacija, svaki se linearni
sustav s kvadratnom nesingularnom matricom moze svesti na trokutasti oblik.

Oznacéimo A1 := A, bV := b. U skrac¢enoj notaciji, bez pisanja nepoznanica
x;, linearni sustav (3.1.1) mozemo zapisati prosirenom matricom, kao

o o
1 1 1 1
a(21) a(22) a’(2n) : bé)
. . I
|
W

Pocnimo sa svodenjem matrice na trokutastu formu. Za prvi stupac to znaci da
u tom stupcu moramo ponistiti sve elemente, osim prvog. Ako je element aﬁ’ # 0,
onda redom, mozemo od i-te jednadzbe oduzeti prvu jednadzbu pomnozenu s
m
A =2, ,n

1
agl)

)

mi =

Prva jednadzba se ne mijenja. Time smo dobili ekvivalentni linearni sustav

1 1 ) a1
a(n) a(m) a'(ln) : bg)
oA e
|
|
|
o W |
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Postupak ponistavanja mozemo nastaviti s drugim stupcem matrice A®, od dija-
gonale nadolje. Ako je ag) # 0, biramo faktore

My = —5y i:3,...,n,

tako da ponistimo sve elemente drugog stupca ispod dijagonale. I tako redom.

Ny (i) S - - : )
Konacno, akosusvi a;;; # 0,zai=1,...,n—1, zavrsni linearni sustav, ekvivalentan
polaznom, je

1 1 ) L
Wl )
N

|

|

|
I

Uz pretpostavku da je al® # 0, ovaj se linearni sustav lako rjesava povratnom
supstitucijom

b
Tn = =3,
a
BN MR SN0 11
Ay j=i+1

Prvo pitanje koje se namece je moraju li svi ag? biti razliciti od nule, ako je
A regularna i kvadratna. Jasno je da ne moraju. Na primjer, matrica linearnog
sustava .
0 111

|
1 011
je regularna (det A = —1), sustav ima jedinstveno rjesenje x; = xo = 1, a ipak ga

ne mozemo rijesiti Gaussovim eliminacijama ako ne mijenjamo poredak jednadzbi.

Zamjena bilo koje dvije jednadzbe nece promijeniti rjesenje sustava. Dakle,
ako je a;; = 0, prije eliminacije elemenata prvog stupca, moramo izabrati ne-nula
element u prvom stupcu, zovimo ga a,1, a zatim zamijeniti prvu i r-tu jednadzbu.

Ponovno, nismo sigurni je li to uvijek moguce. No, ako u prvom stupcu ne
postoji ne-nula element, matrica A ima nul-stupac za prvi stupac, pa ne moze biti
regularna. Pokazite da isti argument vrijedi za svaku od matrica u procesu elimi-
nacije, tj. ako su u k-tom koraku eliminacije svi elementi matrice A® na ili ispod
glavne dijagonale u k-tom stupcu jednaki 0, onda je matrica A singularna.

Dakle, ako je A nesingularna, onda u svakom koraku k& (k = 1,...,n — 1)
eliminacije, u matrici A®) mozemo naéi element ag;;) # 0, uz r > k, kojeg zamjenom
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jednadzbi r i k dovodimo na dijagonalu, tako da je a,ﬁ’;’ # 0, a zatim racunamo ma-
tricu A®*Y . Takve ne-nula elemente koje dovodimo na dijagonalu zovemo pivotnim
elementima.

Drugo je pitanje, da li je dovoljno dobro birati pivotne elemente samo tako
da budu ne-nula, sto je, u principu, dovoljno da provedemo postupak eliminacije.
Primjer 2.7.4 pokazuje da biranje veli¢ine pivotnog elementa nije beznacajno.

Uobicajeno parcijalno pivotiranje kao pivotni element bira element koji je
po apsolutnoj vrijednosti najvec¢i u ostatku tog stupca — na glavnoj dijagonali ili
ispod nje. Drugim rije¢ima, ako je u k-tom koraku
(k) _ (k)
|apy, | = ,gggjaik E
onda ¢emo zamijeniti r-ti i k-ti redak i poceti korak eliminacije elemenata k-tog
stupca.

Motivacija za takvo biranje pivotnih elemenata je jednostavna. Elementi “os-
tatka” linearnog sustava koje treba izracunati u matrici A®*Y u k-tom koraku
transformacije su

0 2l g O ) 821)
za i,j = k+1,...,n, a multiplikatori m;, su
(9
My = -2 j=k+1,...,n. (3.2.2)
)
Kk

Ako je multiplikator m; velik, u aritmetici pomicnog zareza moze doci do kracenja
najmanje znacajnih znamenki agf), tako da izracunati az(fﬂ) moze imati veliku rela-
tivnu gresku. Nazalost, to kracenje moze biti ekvivalentno relativno velikoj pertur-
baciji u originalnoj matrici A.

Na primjer, neka je

el
A_ll 1], e <u.

e . - .. . (2) .
Eliminacija elementa as; u aritmetici pomicnog zareza, umjesto elementa ayy , daje

feay =e(1-2) = -, (3.2.3)
€ €

zbog 1 <« 1/e. Kad bismo u originalnoj matrici A promijenili ag s 1 u 0, dobili

bismo isti rezultat za f@(a%)), s tim da je on sad i egzaktan. Drugim rijecima, greska

zaokruzivanja napravljena u (3.2.3) ekvivalentna je velikoj relativnoj perturbaciji

u originalnoj matrici A. Pogledajte da li bi se isto dogodilo da smo zamijenili

jednadzbe prije pocetka eliminacije.
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Sasvim opcenito, ideja pivotiranja je minimizirati korekcije elemenata u (3.2.1)
pri prijelazu s A® na A®+D Dakle, multiplikatori u (3.2.2) trebaju biti §to manji.
To se postize izborom §to je moguée veceg nazivnika (po apsolutnoj vrijednosti),
a to je upravo pivotni element. Primijetite da za multiplikatore kod parcijalnog
pivotiranja vrijedi

mi] <1, i=k+1,... n.

U praksi, parcijalno pivotiranje funkcionira izvrsno, ali matematicari su kon-
struirali primjere kad ono “nije savrseno”. Sto to tocno znagci, bit ¢e re¢eno u jednom
od sljede¢ih poglavlja.

Osim parcijalnog pivotiranja, moze se provoditi i potpuno pivotiranje. U
k-tom koraku, bira se maksimalni element u cijelom “ostatku” matrice A®) a ne
samo u k-tom stupcu. Ako je u k-tom koraku

ol = max |ai]’]
onda ¢emo zamijeniti r-ti i k-ti redak, s-ti i k-ti stupac i poceti korak eliminacije
elemenata k-tog stupca. Ipak, trebamo biti malo oprezni. Zamjenom s-tog i k-tog
stupca zamijenili smo ulogu varijabli x4 i z;. Sve takve promjene treba pamtiti u
vektoru permutacije varijabli. Osim toga, u usporedbi s parcijalnim pivotiranjem,
imamo mnogo vise pretrazivanja u svakom koraku ((n — k + 1)? elemenata, prema
ranijih n — k 4+ 1), 8to usporava proces. Ipak, koristenjem potpunog pivotiranja
mogu se izvesti bolje ocjene greske nego kod parcijalnog pivotiranja.

Ovo nisu jedine mogucnosti pivotiranja kod rjeSavanja linearnih sustava. Ru-
tishauser je pocetkom sedamdesetih godina opisao relativno parcijalno pivotiranje,
ali algoritam nije usao u Siroku upotrebu.

Napisimo sad algoritam koji koristenjem Gaussovih eliminacija rjesava linearni
sustav Ax = b. Sve transformacije provodimo u istim poljima A i b koja na pocetku
sadrze ulazne podatke.

Algoritam 3.2.1. (Gaussove eliminacije s parcijalnim pivotiranjem)

{Trokutasta redukcija}
for k:==1ton—-1do
begin
{Nadi maksimalni element u ostatku stupca}
maz_elt == 0.0;
nd_maz = k;
for : .=k ton do
if abs(A[i, k]) > max_elt then
begin
maz_elt = abs(A[i, k]);
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md_maz = 1,
end;
if maz_elt > 0.0 then
begin
if ind_maz <> k then
{Zamijeni k-ti i ind_mar-ti redak}
begin
for j .=k ton do
begin
temp = Alind_max, j;
Alind_maz, j| == Alk, j];
Alk, j| := temp;
end;
temp = blind_maz];
blind_max] := b[k];

b[k] := temp;

end;
fori:=k+1tondo

begin

mult = Ali, k|/A[k, kl;
Ali, k] :==0.0; {Ne treba, ne koristi se kasnije}
for j:=k+1tondo
Ali, 7] :== Ali, j] — mult = Ak, j];
bi] := b[i] — mult * b[k];
end;
end
else
{Matrica je singularna, stani s algoritmom}
begin
error 1= true;
exit;
end;
end;
{Povratna supstitucija, rjeSenje x ostavi u b}
b[n] := b[n|/A[n,n];
for i :=n — 1 downto 1 do
begin
sum := bli];
for j:=i+1tondo
sum = sum — Ali, j] = b[j];
bli] := sum/Ali,;
end;
error := false;
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Zadatak 3.2.1. PokuSajte samostalno napisati algoritam koji koristi potpuno pi-
votiranje. Posebnu paznju obratite na efikasno pamdcenje zamjena varijabli koje su
posljedica zamjena stupaca. MoZe li se isti princip efikasno primijeniti i za pamdcenje
zamjena redaka, tako da se potpuno izbjegnu eksplicitne zamgjene elemenata v matrici
A i vektoru b?

Prebrojimo sve aritmeticke operacije ovog algoritma da bismo dobili jedno-
stavnu mjeru slozenosti Gaussovih eliminacija. U prvom koraku trokutaste redukcije
obavlja se:

e n — 1 dijeljenje — racunanje mult,

e n(n—1) mnozenje — za svaki od n — 1 redaka po n — 1 mnozenje za ra¢unanje
elemenata matrice A i jedno mnozenje za racunanje elementa vektora b,

e n(n — 1) oduzimanje — javlja se u istoj naredbi gdje i prethodna mnozenja.
Na slican nacin zakljucujemo da se u k-tom koraku obavlja:
e n — k dijeljenja,
e (n—k+1)(n—k) mnozenjai (n — k+ 1) (n — k) oduzimanja.
Ukupno, u k-tom koraku imamo
n—k+2m—k+1)(n—k)=2n—k)?*+3(n—k)

aritmetickih operacija.
Broj koraka k varira od 1 do n — 1, pa je ukupan broj operacija potrebnih za

svodenje na trokutastu formu jednak

1 2(n —k)? +3(n—k)] = S (2k* + 3k) = %(4713 + 3n* — Tn).

1 k=1

3
I

i

Druga suma u prosloj jednakosti dobije se iz prve zamjenom indeksa n — k — k.

Potpuno istim zakljuc¢ivanjem dobivamo da u povratnoj supstituciji ima:
e (n—1)n/2 mnozenja i (n — 1) n/2 zbrajanja,
e 1 dijeljenja,
Sto je zajedno tocno n? operacija.
Dakle, ukupan broj operacija u Gaussovim eliminacijama je

1
OP(n) = 6(4n3 +9n? — 7n),

Sto je priblizno 2n3/3, za malo veée n.
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Ovaj broj je najjednostavnija mjera efikasnosti ili slozenosti Gaussovih elimina-
cija. Uocimo da ova mjera ignorira pivotiranje, jer tamo nema vidljivih aritmetickih
operacija. Medutim, usporedivanje dva realna broja u floating point aritmetici se
obi¢no radi oduzimanjem ta dva broja i usporedbom rezultata s nulom. U tom
smislu, sve takve usporedbe bi, takoder, trebalo brojati. Nadite njihov broj za
parcijalno i potpuno pivotiranje.

Ako se u Gaussovim eliminacijama ponistavaju ne samo elementi ispod di-
jagonale, nego i iznad nje, dobivamo tzv. Gauss—Jordanovu metodu, koja linearni
sustav svodi na ekvivalentni dijagonalni sustav. Gauss—Jordanove eliminacije se
danas rijetko koriste u praksi, jer zahtijevaju previse racunskih operacija.

Zadatak 3.2.2. Napisite taj algoritam @ pokazite da je broj racunskih operacija, ne
brojeci usporedivanja, u tom slucaju jednak

OP(n) = n® +n® —n.

To je skoro 50% wvise racunskih operacija nego u obicnim Gaussovim eliminacijama.

3.3. LR faktorizacija

U praksi se linearni sustavi najcesce rjesavaju koristenjem LR faktorizacije.
Pretpostavimo da smo dobili matricu A faktoriziranu u obliku

A=LR, (3.3.1)

pri cemu je L donjetrokutasta matrica s jedinicama na dijagonali, a R gornjetroku-
tasta. Matrica L je regularna i vrijedi det L = 1, pa regularnost matrice A povlaci
i regularnost matrice R, jer iz (3.3.1) slijedi

det A =det L - det R = det R.

Rjesenje linearnog sustava (3.1.1) sad se svodi samo na dva rjesavanja trokutastih
sustava. Kako? Polazni sustav u faktoriziranoj formi ima oblik

LRx =b.
Oznacimo li y = Rz, dobivamo dva sustava
Ly=0, Rx=y.
Oba sustava lako se rjeSavaju: prvi — supstitucijom unaprijed

y1 = by

i—1
yi:bi—zfz‘jyj, 1=2,...,n,
j=1
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a drugi — povratnom supstitucijom

Yn
Ty = —
T'nn
1 n
xi:—(yi—anxj), 2277,—1,...,1.
T'ii j=it+1

Zasto je takva faktorizacija korisna? Na primjer, ako se rjesavaju linearni
sustavi kojima se mijenjaju samo desne strane, onda je dovoljno imati A spremlje-
nu u faktoriziranom obliku, a zatim rijesiti ve¢ navedena dva trokutasta sustava.
Naravno, prvo treba naéi LR faktorizaciju matrice A.

Relacije za elemente ¢;; i r;; matrica L i R dobivamo ako iskoristimo njihovu
poznatu strukturu i ¢injenicu da njihov produkt daje A. Onda je

min{%,j5}

Ajj = Z Cir. 11y,
k=1

s tim da je ¢; = 1. Iz ovih relacija racunamo redom one elemente koje mozemo
izraziti preko poznatih velicina. Tako dobivamo rekurziju za elemente matrica L i

R

1y = Gy, .7:17"'7”7
ai1
) M
gjl— y 3—2,...,71,
11
zat=2,...,n:
i—1
Tl-j:aij—z&krkj, j:’i,...,n,
k=1
1 i—1
Eji:—<aji—26jkrki>, j:Z—f-]_,...,TL.
Tii k=1

U zadnjem koraku, za ¢ = n, racunamo samo 7,,. Jedini problem u provedbi ovog
algoritma je osigurati da je r; # 0. Ako znamo da to vrijedi, onda prethodne relacije
daju egzistenciju i jedinstvenost matrica L i R. Sljedeci teorem daje potrebni kriterij
u terminima polazne matrice A.

Teorem 3.3.1. Postoji jedinstvena LR faktorizacija matrice A ako i samo ako su
vodeée glavne podmatrice Ay := A(1 : k,1: k), k=1,...,n—1, reqularne. Ako je
Ay singularna za neki k, faktorizacija moZe postojati, ali nije jedinstvena.

Dokaz:

Dokaz se provodi indukcijom po dimenziji matrice. Pretpostavimo da su sve
matrice Ay regularne. Za k = 1, postoji jedinstvena LR faktorizacija

A1 = [1] [an].
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Pretpostavimo da Aj_; ima jedinstvenu faktorizaciju
A1 = Ly Ry

Trazimo faktorizaciju matrice Ay, gdje je

o Ak;—l b . Lk_l() Rk—l T L
Ak—[ CT afkk;] —[ ET 1‘| [ 0 ik = LkRk

Da bi jednadzbe bile zadovoljene, mora vrijediti
Lk_ﬂ’ = b, R%Llf = C, Akl = ETT + Tkk-
Matrice Ly_1 i Ry_1 su regularne, pa postoji jedinstveno rjesenje r, ¢, pa onda i

jedinstveni ryy.

Pokazimo obrat, uz pretpostavku da je A nesingularna i da postoji LR fak-
torizacija od A. Tada je Ay = Ly Rg, za k = 1,...,n. Bududi da je A regularna,
vrijedi

det A=det R =ry1 191, # 0.

Odatle slijedi
det Ay = riyrog -1 # 0,

tj. sve matrice Ay su regularne.

Primjer koji ilustrira da LR faktorizacija moze postojati u sluc¢aju singularne
matrice A, ali da nije jedinstvena, je faktorizacija nul-matrice

vo) =19 [oo)

[0

nema LR faktorizaciju, iako je regularna. [ |

S druge strane, matrica

Pokazimo da je matrica R dobivena LR faktorizacijom jednaka gornjetroku-
tastoj matrici R dobivenoj Gaussovim eliminacijama. Pretpostavimo da je A%
matrica dobivena u k-tom koraku Gaussovih eliminacija. Njezina blok forma ima

oblik -
Ak — Al Al
0 AW

pri cemu je Aﬁ) trokutasta matrica reda k — 1 (tj. dosad sredena matrica), dok
su preostale dvije matrice, generalno, pune. U matri¢noj notaciji, sljede¢i korak
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eliminacija mozemo izraziti u obliku produkta

ARFD — pp AK) .= : ’ A,

| —Mpk 1

gdje su my, multiplikatori iz relacije (3.2.2). Matricu M} mozemo i kompaktno
napisati kao
M, k= I— mkez,

gdje je ey, k-ti vektor kanonske baze, a m;, vektor s n komponenti,

Primijetite da je
MY =T+ mye},

T

jerjee;mp=0zai < k.

Prema tome je

Mn—l Mn_g tee M1 A= A(n) = E

S druge strane, mozemo dobiti i sam A

A= M7 My e M R = (I mgel) (I mgel) - (14 myie?_) R

Tl -
1 mop 1
i=1 . . .
LMn1 Mp2 = Mpn-1 1 J

Iz jedinstvenosti LR faktorizacije slijedi da je R=R.

Teorem 3.3.1. i ¢injenica da je R iz LR faktorizacije jednak onom iz Gaussovih
eliminacija, upuéuju nas da pivotiranje vr§imo na isti nacin kao i kod Gaussovih
eliminacija.
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Ako vrsimo parcijalno pivotiranje, onda se LR faktorizacija tako dobivene
matrice (permutiranih redaka) moze zapisati kao

PA=LR,

pri ¢emu je P matrica permutacije — u svakom retku i stupcu ima to¢no jednu
jedinicu, a ostalo su nule. Ako znamo “permutiranu” faktorizaciju, kako ¢emo rijesiti
linearni sustav Az = b? Najjednostavnije je lijevu i desnu stranu (slijeva) pomnoziti
s P (P je uvijek regularna — pokazite to), pa dobivamo

PAx = LRz = Pb.

Ako vrsimo potpuno pivotiranje, na kraju dobivamo LR faktorizaciju matrice
koja ima permutirane retke i stupce obzirom na A, tj.

PAQ = LR,

gdje su P i () matrice permutacije. U ovom je slucaju rjesavanje linearnog sustava
malo kompliciranije (skicirajte kako).

3.4. Teorija perturbacije linearnih sustava

U ovom odjeljku prezentirat ¢emo rezultate klasi¢ne teorije perturbacije po
normi linearnih sustava. Pitanje na koje odgovaraju takve teorije perturbacije je
koliko se (po normi) rjesenje linearnog sustava (3.1.1) promijeni ako se po normi/po
komponentama malo promijene A, b ili oba.

Postoje razne vrste normi (pogledajte Osnovni udzbenik za detalje), ali ¢e
nama biti dovoljno da za normu vektora = (s n komponenti) uzmemo tzv. 2-normu,
koja se vrlo Cesto oznacava i kao ||z||2

n
el = | >l
=1

a za normu matrice A s m redaka i n stupaca tzv. Frobeniusovu ili euklidsku normu

Al = | > > lai]*
i=1 j=1

Pretpostavimo da, umjesto sustava (3.1.1), egzaktno rjeSsavamo sustav

(A+ AA)(z + Az) = b, (3.4.1)
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tj. samo je matrica sustava malo perturbirana. Mozemo pretpostaviti da je norma
perturbacije mala prema normi polazne matrice

IAA] < el All.

Zbog toga, umjesto x, dobili smo rjesenje x + Ax.

Raspisimo (3.4.1) i iskoristimo (3.1.1). Izlazi
AAx + AA(x + Ax) = 0.
MnozZenjem slijeva s A~! i sredivanjem dobivamo
Ar = —ATPAA(z + Ax).
Uzimanjem norme lijeve i desne strane, a zatim ocjenjivanjem odozgo, dobivamo

1Az]] < AT NAA] e + Az|| < e [ATH |A]] [l2 + Az]
< e r(A) (=l + [ Az])),

pri ¢emu je r(A) = || A]| ||[A7!|| standardna oznaka za uvjetovanost matrice A. Pre-
mjestanjem na lijevu stranu svih pribrojnika koji sadrze Az dobivamo

(1 = ew(A)) [[Az]| < e r(A) [l].

Ako je e k(A) < 1, a to znaci i ||[AA]||A7']| < 1, onda je

[Az]] < ———== |l=[, (3.4.2)

ek(A)
1 —¢er(A)

Sto pokazuje da je pogreska u rjeSenju priblizno proporcionalna uvjetovanosti ma-
trice A.

Pretpostavimo sad da, umjesto sustava (3.1.1), egzaktno rjesavamo sustav
A(x + Ax) = b+ Ab, (3.4.3)

tj. samo je desna strana sustava malo perturbirana. Mozemo pretpostaviti da je
norma perturbacije mala prema normi vektora b

1Ab]| < ef[b]]-

Zbog te pertutrbacije, umjesto =, dobili smo rjesenje x + Ax.

Raspisimo (3.4.3) i iskoristimo (3.1.1). Izlazi

A Az = Ab.
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Mnozenjem slijeva s A~! dobivamo
Az = A~ Ab.
Uzimanjem norme lijeve i desne strane, a zatim ocjenjivanjem odozgo, dobivamo

1Az]| < AT 1Ab] < e [ATH I < e [ A [|Az]
< e [|ATIAN )l < e s(A) [l

Sto pokazuje da je pogreska u rjesenju, ponovno, proporcionalna uvjetovanosti ma-
trice A.

Neke matrice koje izgledaju dosta “nevino” imaju vrlo visoku uvjetovanost
cak i za ne preveliku dimenziju. Najpoznatije takve matrice su Hilbertove matrice,
koje se ¢esto javljaju u praksi.

Primjer 3.4.1. Rijesite linearni sustav H,x = b,, gdje je H, Hilbertova matrica
reda n,

_ 1 1 -
1 - -
2 n
1 1 1
H, = 2 3 n+1 ’
1 1 1
L n n+1 2n —1 |
a vektor b, je jednak
- 1 -
1+24 4=
n
Jr1 1
b, — 3 n+1 ’
1+ 1 P 1
Ln n+1 2n —1 |

tako da je rjesenje sustava uvijek vektor x kojemu su komponente jedinice.



3. RJESAVANJE LINEARNIH SUSTAVA LINEARNI SUSTAVI - 37

Uvjetovanost Hilbertovih matrica je vrlo visoka:

n | Ko(Hy) n Ko(H,y,)
2 | 1.93-10! 10 | 1.60- 103
3| 5.24-10° 11 | 5.23-10™
4 | 1.56-10% 12 | 1.71-10%6
5 | 4.66-10° 13 | 5.63-10'7
6 | 1.50-107 14 | 1.85-10%
7| 4.75-10% 15 | 6.12-10%
8 | 1.53-10% 16 | 2.02-10%
9 | 4.93-10"

Ovdje je napisana uvjetovanost u tzv. 2-normi (vidjeti Osnovni udzbenik), a uvjeto-
vanost u Frobeniusovoj normi je samo vecal!

Kao rezultat rjesavanja sustava, umjesto x koji ima sve jedinice, ako racunamo
u extended tocnosti, dobivamo

Hilbertova matrica reda 2 - izracunato rjesenje sustava

x( 1) = 1.0000000000000000 x( 2) = 1.0000000000000000
Hilbertova matrica reda 5 - izracunato rjesenje sustava

x( 1) = 1.0000000000000000 x( 4) = 0.9999999999999990
x( 2) = 0.9999999999999999 x( B) = 1.0000000000000005
x( 3) = 1.0000000000000007

Hilbertova matrica reda 10 - izracunato rjesenje sustava

x( 1) = 1.0000000000003436 x( 6) = 0.9999999294831902
x(2) = 0.9999999999710395 x(7) = 1.0000001151701616
x( 3) = 1.0000000006068386 x( 8) = 0.9999998890931838
x( 4) = 0.9999999945453735 x(9) = 1.0000000580638087

x( 5) 1.0000000258066880 x(10) 0.9999999872591526
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Hilbertova matrica reda 15 - izracunato rjesenje sustava

x( 1) = 1.0000000005406387 x(9) = 1.0952919444304200
x( 2) = 0.9999999069805858 x(10) = 0.8797820363884070
x( 3) = 1.0000039790948573 x(11) = 1.0994671444236333
x( 4) = 0.9999257525660447 x(12) = 0.9508102511158300
x( B) = 1.0007543452271621 x(13) = 1.0106027108940050
x( 6) = 0.9953234190795597 x(14) = 1.0012346841153261
x(7) = 1.0188643674562383 x(15) = 0.9992252029377023
x( 8) = 0.9487142544341838

Hilbertova matrica reda 20 - izracunato rjesenje sustava

x( 1) = 1.0000000486333029 x(11) = 231.3608002738048500
x( 2) = 0.9999865995557111 x(12) = -60.5143391625873562
x( 3) = 1.0008720556363132 x(13) = -57.6674972682886125
x( 4) = 0.9760210562677670 x(14) = 5.1760567992057506
x( B) = 1.3512820600312678 x(15) = 8.7242780841976215
x( 6) = -2.0883247796748707 x(16) = 210.1722288687690970
x(7) = 18.4001541798146106 x(17) = -413.9544667202651170
x( 8) = -63.8982130462650081 x(18) =  349.7671855031355400
x( 9) = 161.8392478869777220 x(19) = -142.9134532513063250

x(10) = -254.7902985140752950 x(20) 25.05684794423327874



