1.3. RjeSavanje nelinearnih jednadzbi

Rjesavanje nelinearnih jednadzbi sastoji se od dva bitna koraka:

e nalazenja intervala u kojem se nalazi nultocka (analizom toka), sto je tezi dio
posla,

e nalazenja nultocke na trazenu tocnost.

Kod trazenja nultocke na zadanu toc¢nost, u ocjenama gresaka pojavljuju se
simboli M} i my, pri ¢emu oni oznacavaju

My, = max [f®(x)], my, = min |f®(z)],
z€[a,b] z€la,b]

gdje je f*®) oznaka za k-tu derivaciju funkcije f.
Gdje se mogu nalaziti My i my:
e u bilo kojem lokalnom ekstremu funkcije f*) (¢ak i u lokalnom minimumu),

pri cemu ne treba pokazivati da se radi o lokalnom ekstremu (ne treba pro-
vjeravati vise derivacije),

e u rubovima intervala,
e my, moze biti i u nultocki f*).
Na primjer, za zadane grafove funkcije f*)

A A

myg

Mk Mk

oznaceni su minimumi i maksimumi apsolutne vrijednosti.

Nadalje, treba uociti da se uvijek umjesto M moze koristiti Mk, M, > M.,
a umjesto my broj my takav da vrijedi 0 < my < myg. Ako umjesto My i my
iskoristimo veli¢ine s tildama, onda ¢emo imati samo malo vise iteracija, tj. dobit
¢emo samo nesto tocniji rezultat.

Zasto posebna napomena o My i m;? Katkad su derivacije funkcije vrlo kom-
plicirane i tesko im je naéi maksimum/minimum, ali ga je lako ocijeniti.
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Zadatak 1.6 Ako je
f®(z) = xsin®x + x?cosa®, =z €[1,2],

nadite ili ocijenite M.

Rjesenje: Deriviranjem funkcije f*), dobili bismo jos kompliciraniju funkciju,
kojoj je tesko naci nultocku.

Stoga ocijenimo My, tj. nadimo M, koristenjem poznatih relacija koje vrijede
za apsolutne vrijednosti

[z -yl =l - lyl,
|z 4+ y| < |z| +|y|, (relacija trokuta).

(Posljednja relacija, zapravo, kaze da je zbroj duljina dvije stranice trokuta uvijek
vedi od trece).

Imamo

M, = max |z sin? 2 + 2% cos 2%| < (relacija trokuta)
ze|l,

= m[%(}(\x sin® z| 4 |2? cos #%|) = (upotrijebimo |z - y| = |2 - |y])
xe|l,

= max (|z||sin® 2| + |2?|| cos 2*|) = max (|z|| sin® z| + |z|?| cos 2°)
z€[1,2] z€[1,2]

<2-1+4-1=6.

Prema tome, M, = 6. O

1.3.1. Metoda bisekcije (raspolavljanja)

Metoda bisekcije je najjednostavnija metoda za nalazenje nultocaka. Ona ce
sigurno konvergirati prema nultocki «, ako je funkcija f kojoj trazimo nultocku
neprekidna na [a, b] i vrijedi

fla)- f(b) <O.

Kako se radi metoda bisekcije? Nalazi se srednja tocka xy pocetnog intervala
lag, bo] = [a,b], a zatim se nastavlja raditi na onom od intervala [ag, zo] ili [z, bo]
u kojem je ostala nultocka. Da bismo nasli gdje je ostala nultocka, dovoljno je
provjeriti predznak f(ag) - f(zo). Ako je on negativan, nultocka je u [ag, 2o, a ako
je pozitivan, nultocka je u [zg, by]. Ako je predznak nula, to znaci da je xo nultocka.
Postupak ponavljamo s intervalom koji je dvostruko kra¢i od pocetnog. Njegovu
srednju tocku oznac¢imo s xy ...
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Postupak zaustavljamo ili kad je duljina intervala dovoljno mala (ispod zadane
tocnosti ¢), tj. ako vrijedi

1
lav — | gﬁ(b—a)ga

ili ako funkcija ima neprekidnu prvu derivaciju i slu¢ajno smo pogodili blizu nultocke,
tj. ako vrijedi
| (zn)]

ma

la — x| < <e.

Iz prethodne dvije ocjene mogu se dobiti kriteriji zaustavljanja. Zaustavljamo se ili
kad smo obavili n raspolavljanja,

S log(b—a) —loge

o 2 1, n cijeli broj

ili ako se u nekoj iteraciji dogodilo da je
| ()| < mae.

Zadatak 1.7 Metodom bisekcije (raspolavijanja) rijesite jednadzbu
*—15=0

s toénoséu e = 1073,

Rjesenje: Ocito je da trazimo v/1.5. Da bismo izolirali nultocku skicirajmo graf
funkcije f(z) = 23 —1.5. Graf ¢emo skicirati (slika 1.1) tako da prvo nacrtamo graf
funkcije #® (na slici oznacen crtkano), a onda ga za 1.5 translatiramo nadolje duz
osi y (puni crveni graf).

Iz slike je odmah vidljivo da funkcija f sijece os x izmedu 1 i 2.

Buducdi da se radi o polinomu, on je neprekidna funkcija, koja ima sve derivacije
neprekidne, mozemo upotrijebiti obje ocjene greske.

Nadalje, nultocka « je jedina nultocka funkcije f, jer funkcija f strogo raste
na (—oo,0) (gdje je svugdje manja od 0) i (—o0,0).

Pokazimo da je [1, 2] dobar startni interval:

WIET e

Ocijenimo gresku, tj. prvo nadimo potreban broj raspolavljanja (a =1, b = 2,
e=1073%):

1) -3
Zlog(Q 1) —log 10 _1q 3

= — 1~ 8.96578
log 2 log 2 ’
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Slika 1.1: Grafovi funkcija 23 i 2° — 1.5.

pa je
n>9,

jer mora biti cijeli broj. Nadimo sad i dinamicku ocjenu greske. Za to nam treba
minimum apsolutne vrijednosti prve derivacije funkcije f:

f'(z) = 32°.

Prvo, uo¢imo da je f'(x) > 0 za x € [1, 2], tj. funkcija ne mijenja predznak na [1, 2].
Nadalje, funkcija f’ strogo raste na [1, 2], sto se pokazuje deriviranjem, jer je

f"(x) =6x>0zax€|[l,2].

Zbog toga sto funkcija ne mijenja predznak i strogo raste, minimum apsolutne vri-
jednosti te funkcije moze biti samo u jednom od rubova (u ovom slucaju zato sto je
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pozitivna, u lijevom, tj. u 1)

my = min} |32%| =

z€[1,2

pa dinamicka ocjena glasi

| f(z,)] <3-1077.

Sad mozemo formirati tablicu

z€[1,2]

min 3z° = f'(1) = 3,

n an bn, T f(xn) flan) - f(zn)
0  1.00000000  2.00000000  1.50000000 1.87500000 <0
1 1.00000000  1.50000000  1.25000000 0.45312500 <0
2 1.00000000  1.25000000  1.12500000 —0.07617187 >0
3 1.12500000  1.25000000  1.18750000 0.17456055 <0
4 1.12500000  1.18750000  1.15625000 0.04580688 <0
5 1.12500000 1.15625000 1.14062500 —0.01601791 > 0
6 1.14062500 1.15625000  1.14843750 0.01468420 <0
7 1.14062500  1.14843750 1.14453125 —0.00071925 >0

Dalje nije potrebno racunati jer je
|f(z7)] = 0.00071925 = 7.1925-10"* < 3- 1073,

Aproksimacija nultocke je x7 = 1.14453125. Upotrebom kalkulatora, lako je vidjeti
da je o = v/1.5 = 1.1444714242, pa je prava greska

a — z7 = 0.000182992 < 2 - 1074,

Sto znaci da smo u raspolavljanju slucajno pogodili vrlo blizu nultocke. O

Zadatak 1.8 Metodom bisekcije (raspolavijanja) rijesite jednadzbu
e’ —24+2x=0

s tocnoséu e = 1072,

RjeSenje: Za izolaciju nultocke, ponovno skicirajmo graf funkcije f(z) = e™* —

2 4 x. Taj graf je dosta kompliciran da bi se odmah nacrtao. Umjesto toga, bolje
je funkciju zapisati u formi

r=2—¢e",
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zatim nacrtati grafove funkcija z 1 2 — e™*. Ovaj posljednji nacrtat ¢emo tako da

prvo nacrtamo e~ ¥, zatim napravimo njegovu osnu simetriju oko osi x, da dobijemo

—e~ " i, konacno, translatiramo ga za 2 jedinice nagore duz osi y da dobijemo 2—e™".

Gdje se grafovi funkcija x i 2 — e™* sijeku, dobili smo nultocku funkcije f.

Nadalje, funkcija f je neprekidna na R i ima neprekidne derivacije. Na slici 1.2
isprekidanim crtama nacrtan je graf e™, a trazeni grafovi nacrtani su crveno i
punom crtom.

\\ 2..

1 2
_1..
_2..

Slika 1.2: Grafovi funkcija z 12 —e™™.

Prava skica funkcije prikazana je na slici 1.3.

Odmah zakljuc¢ujemo da jednadzba ima dva rjesenja. Jedno od njih je pozi-
tivno, u intervalu [1, 2]

F(1) ~ —0.63212
F(2) ~ 0.13533,

Drugo je negativno i nalazi se u intervalu [—2, —1]

1)- f(2) <0.

Q

F(=1)~ 3.38906

f(—2) ~ —0.28172 f(=1)- f(=2) <0.

Ocijenimo potreban broj koraka za nalazenje nultocke u intervalu [1, 2]

1) -2
Zlog(Q 1) —log 10 _1q 2

= — 1~ 5.64386
log 2 log 2 ’
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9 A\K_l‘/z

Slika 1.3: Graf funkcije f(z) =e ™ — 2+ z.

pa je
n > 6.

Primijetite da ta ocjena vrijedi i za nultocku u intervalu [—2, —1], jer jedino $to je
moze biti “razli¢ito” je b—a (duljina intervala). Ako startamo s intervalima jednake
duljine (ovdje duljine 1), a tocnost ne mijenjamo, uvijek dobijemo isti broj koraka
n, tj. on uopce ne ovisi o funkciji f.

Nadimo i dinamicku ocjenu u oba slucaja. Za to nam je potrebna derivacija
funkcije
fllx)y=—€"4+1=1—¢"".

Tvrdimo da ta funkcija strogo raste. To se lako pokazuje deriviranjem, jer je
f"x)y=e*>0

za svaki x € R. Dakle, minimum mora biti u jednom od rubova intervala.

Ako je x € [1,2], onda je f'(x) > 0, tj. funkcija f’ raste i pozitivna je, pa joj
je minimum u lijevom rubu

my = min |1 —e ¥ = min (1 —e™) = f/(1) =1 —e ! = 0.632120559.

Dakle, na intervalu [1, 2], dinamicka ocjena greske je

|f(z,)] < 0.632120559 - 102 = 0.00632120559.

Ako je x € [-2,—1], onda je f'(x) < 0, tj. funkcija f’ raste i negativna je, pa
joj je minimum u desnom rubu

my= min |[1—e®= min (e*—1)=—f/(-1)=¢' -1~ 1.718281828.
z€[—2,—1] z€[—2,—1]
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Dakle, na intervalu [—2, —1], dinamicka ocjena greske je

|f(z,)] < 1.718281828 - 1072 = 0.01718281828.

Sad jos treba napisati samo tablice

n Qn bn Tn f(xn) flan) - f(z,)
0 1.000000 2.000000 1.500000 —0.27686984 >0
1 1.500000 2.000000 1.750000 —0.07622606 >0
2 1.750000 2.000000  1.875000 0.02835497 <0
3 1.750000 1.875000 1.812500  —0.02425449 >0
4 1.812500 1.875000 1.843750 0.00197298 <0

Dakle, rjesenje je x4 = 1.84375 jer je | f(x4)| =~ 0.00197298 < 0.00632120559.

Za manju nultocku imamo

n an by Tn f(xn) flan) - f(@n)
0 —2.000000 —1.000000 —1.500000 0.98168907 > 0
1 —1.500000 —1.000000 —1.250000 0.24034296 > 0
2 —1.250000 —1.000000 —1.125000 —0.04478315 <0
3 —1.250000 —1.125000 —1.187500 0.09137377 >0
4 —1.187500 —1.125000 —1.156250 0.02174343 > 0
5 —1.156250 —1.125000 —1.140625 —0.01190179 <0
Rjesenje je x5 = —1.140625 jer je | f(x5)| ~ 0.01190179 < 0.01718281828. O

1.3.2. Newtonova metoda (metoda tangente)

Kod Newtonove metode, funkciju f aproksimiramo njenom tangentom (u nekoj
odabranoj tocki (xg, f(x0))), pa nultocka tangente x; aproksimira nultocku funkcije.
Postupak ponavljamo s tockom (x1, f(z1)).

Bitna razlika obzirom na metodu raspolavljanja je da Newtonova metoda ne
mora konvergirati prema nultocki funkcije, ali kad konvergira prema jednostrukoj
nultocki, konvergirat ¢e brze nego metoda raspolavljanja (kvadraticno).

Pretpostavimo da funkcije f na [a,b] je neprekidna, ima neprekidnu prvu i
drugu derivaciju (druga derivacija potrebna nam je za ocjenu pogreske), ili jednos-
tavnije to se kaze da je f € C?[a,b] (klase C? na [a,b]). Ako je ispunjeno i

fla)- f(b) <0
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to znac¢i da f ima nultocku u [a,b]. Newtonova metoda formira niz aproksimacija
(Xps1,n € Np) oblika

n

Ocjena pogreske je oblika

M,
< —=
_2m1

(x, — xn_1)2.

lav — x|
Zelimo li da je pogreska u izra¢unatoj aproksimaciji nultocke manja ili jednaka e,
dovoljno je zatraziti da je desna strana prethodne nejednakosti manja ili jednaka e,
odakle izlazi dinamicka ocjena pogreske

U nekim ¢e slucajevima Newtonova metoda sigurno konvergirati. Uvjeti
koji moraju biti ispunjeni da Newtonova metoda sigurno konvergira su:

e f'1i f” ne promijene predznak na [a,b] (¢etiri moguca slucaja),

e startamo sa strmijeg kraja intervala, tj. s onog ruba u kojem je ispunjeno
f(@o) - f"(x0) > 0.

Graficki te ¢etiri moguénosti su prikazane na slici 1.4, s tim da je krugom (crvenim)
oznacane startna tocka.

]

b:b“\ia\

Slika 1.4: Slucajevi sigurne konvergencije Newtonove metode.

——-18

\

Katkad uvjete za sigurnu konvergenciju nije moguce ispuniti. Na primjer
funkcije f(z) = 2% ima nultocku u 0, a u toj tocki druga derivacija mijenja predznak.

Zadatak 1.9 Newtonovom metodom nadite realne korijene jednadzbe
P’ +rx+1=0
s toénoséu e = 1074,
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Rjesenje: Prvo, zadan je polinom koji je neprekidna funkcija i ima sve derivacije
neprekidne. Nadalje, njegova je derivacija

fl(x) =52 +1>0

za svaki x, tj. polinom f(z) = 2° + = + 1 je strogo rastu¢a funkcija, pa ima samo
jednu realnu nultocku.

Pokusajmo locirati tu nultocku. Zbog f(0) = 1 (i strogog rasta), ne postoje
pozitivne nultocke. Nadalje f(—1) = —1, pa je nultocka sigurno u intervalu [—1, 0].

Buduéi da prva derivacija ne mijenja predznak na [—1, 0], pogledajmo $to se
dogada s drugom derivacijom:
f"(z) = 2023,
Druga je derivacija na [—1,0] ima negativan predznak, osim u tocki 0. Zbog toga,
interval [—1,0] treba suziti, tako da dobijemo interval gdje druga derivacija nece
promijeniti predznak. Ispitajmo je li nultocka ostala u intervalu [—1,—0.5]. Vrijedi

f(=05)=-05"—-05+1>0, f(-1)-f(-0.5)<0.

Dakle, na intervalu [—1, —0.5] osigurali smo da druga derivacija ne mijenja predznak.
Sad jos samo treba odrediti strmiji kraj za start. Buduéi da je f”(z) < 0 na
[—1,—0.5], onda treba startati iz onog ruba intervala gdje je funkcijska vrijednost,
takoder negativna, da bi vrijedilo f(zo) - f"(x¢) > 0, tj. treba startati iz zp = —1.

Time smo osigurali konvergenciju. Preostaje samo napraviti dinamicku ocjenu
pogreske i na¢i nultocku na zadanu toc¢nost.

[zracunajmo

= i "(z)] = i 5z + 1
my= min [fi@)] = min (67 +1)

= (zbog f"(z) < 0 na [-1,—0.5] f" pada,
ali je pozitivna, pa je min u desnom rubu)

— f'(—0.5) = 1.3125

Mo = e @] = x| 12057] = _max,  (=2027)
= (zbog (—202%) = —602* < 0 na [—1, —0.5],
(—2023) pada i pozitivna je pa je max u lijevom rubu)
= —f"(~1) = 20.

Dakle, dinamicka ocjena greske glasi

2 2.625 - 10—
T — Tn1| < 4/ ]\”}15 = [ F 5 = 0.003622844,
2
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Prema tome, niz iteracija dobivamo iz

a2+ x, +1

— 1
Set+1 o

Tp1 = Ty —

Niz aproksimacija glasi

2o = —1.000000000000000
—1.00000e+00

— 2o — — _0.833333333333333 _ 20| = 1.66666667¢—01
1= 0 T T 00000e+00 o= ol €
—9.35211e—01
Ty =T — o 0.764382115660107, |z — 1| = 6.89512177e—02
3.41127e+00
—9.53293¢—02
— oy — — —0.755024867231838 — 2| = 9.35724843¢—03
T T S 1 0692e-+00 o fws = ] ¢
_3.86288¢—04
Ty = Ty — o _0.7548TTTOITT0128,  |a4 — o3| = 1.47165462¢—04,

2.62486e+-00

pa mozemo stati jer je |r4 — x3] manje od trazene dinamicke ocjene pogreske.
Aproksimacija nultocke je x4 = —0.754877701770128. Napomena: u razlomcima
u prethodnoj tablici nisu ispisane sve decimale. O

Zadatak 1.10 Metodom tangente nadite pozitivni korijen jednadzbe
z—sinz —0.25 =0
s toénoséu e = 1073,
Rjesenje: Skicirajmo grafove funkcija sinx i  — 0.25 da bismo priblizno odredili

gdje se nalazi najmanja pozitivna nultocka (vidjeti sliku 1.5).

Vidimo da jednadzba ima samo jedno rjesenje o na cijelom R i to a € [1, g}

f(1) = —0.091470985
f(%) 0320706327, D (g) <0

Za ocjenu greske potrebne su nam derivacije:

Q

f'(x)=1—cosz >0 na [1, g}

f"(z) =sinz >0 na [1, g],
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Slika 1.5: Grafovi funkcija sinz i x — 0.25.

; . .. . .. LT
pa ¢e metoda sigurno konvergirati ako krenemo iz strmijeg ruba, a to je 5o Jer je

/3)-r(3)o

Ocjene derivacija:

mi = min /(@) = min f()
= (zbog f"(x) > 0 na [1, 7] f’ raste i pozitivna je, pa je min u lijevom rubu)

= f'(1) = 1 — cosx &~ 0.459697694

M, = " _ I _ )
= max |f"(@) = max f(x) = max sine

7] i pozitivna je, pa je max u desnom rubu)

= (jer sinx raste na [1, 3

" ™
= — =1
r(3)
Dinamicka ocjena greske glasi

2miE _ ) 030321533,

|xn - xnfl‘ S
2

Prema tome, niz iteracija dobivamo iz

r, —sinz, — 0.25

/s
T e x0:§.

1—cosz,
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Niz aproksimacija glasi

xo = 1.570796326794897

3.20796e—01
— 3y — 2T 950000000000000 _ 20| = 3.20796327¢—01
1= 40 7 1700000e+00 ] ¢
5.10154e—02
_opy = 20R0%CTUE Y 0e4800971 — 2| = 7.45100728¢—02
my =y — 75480927167936, |1s — 21| = 7.451007286—0
2.61131e—03
_opy = 22000 1719432644671 — 2| = 4.24666270c—
vy =y — S T1243264467176,  |a5 — | 666270e—03,

pa mozemo stati jer je |z3 — 3] manje od trazene dinamicke ocjene pogreske.
Aproksimacija nultocke je 3 = 1.171243264467176. Napomena: u razlomcima u
prethodnoj tablici nisu ispisane sve decimale. O
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