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4. Rjesavanje
nelinearnih jednadzbi

4.1. Opcenito o iterativnim metodama

Racunanje nultocaka nelinearnih funkcija jedan je od najces¢ih zadataka pri-
mijenjene matematike. Opcenito, neka je zadana funkcija

f:I—R,
gdje je I neki interval. Trazimo sve one x € I za koje je
f@) =0,

Takve tocke x zovu se rjeSenja, korijeni pripadne jednadzbe ili nultocke funkcije f.

U pravilu, pretpostavljamo da je f neprekidna na [ i da su joj nultocke
izolirane. U protivhom postojao bi problem konvergencije.

Trazenje nultocki na zadanu toc¢nost sastoji se od dvije faze.
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1. Izolacije jedne ili viSe nultocki, tj. nalazenje intervala I unutar kojeg se nalazi
bar jedna nultocka. Ovo je tezi dio posla i obavlja se na temelju analize toka
funkcije.

2. Iterativno nalazenje nultocke na trazenu tocnost.

Postoji mnogo metoda za nalazenje nultocaka nelinearnih funkcija na zadanu
tocnost. Omne se bitno razlikuju po tome hoce li uvijek konvergirati, tj. imamo li
sigurnu konvergenciju ili ne i po brzini konvergencije. Uobicajen je slucaj da brze
metode nemaju sigurnu konvergenciju, dok je sporije metode imaju.

Brzina konvergencije se definira pomocu reda konvergencije metode.

Definicija 4.1.1. Niz iteracija (z,,n € Ny) konvergira prema tocki a s redom kon-
vergencije p, p > 1 ako vrijedi

oo — x| < clao—zp,1|P, meN (4.1.1)

za neki ¢ > 0. Ako je p = 1, kaZemo da niz konvergira linearno prema «. U tom
sluc¢aju je nuzno da je ¢ < 1 1 obicno se ¢ naziva faktor linearne konvergencije.

Relacija (4.1.1) katkad nije zgodna za linearne iterativne algoritme. Ako za
slucaj p=11c < 1u (4.1.1), upotrijebimo indukciju po n, onda dobivamo da je

o — x| < oo — 20|, n €N (4.1.2)

Katkad ¢e biti mnogo lakse pokazati (4.1.2) nego (4.1.1). I u slucaju (4.1.2), reéi
¢emo da niz iteracija konvergira linearno s faktorom c.

4.2. Metoda raspolavljanja (bisekcije)

Najjednostavnija metoda nalazenja nultocaka funkcije je metoda raspolavlja-
nja. Ona funkcionira za neprekidne funkcije, ali zbog toga ima i najlosiju ocjenu
pogreske.

Osnovna pretpostavka za primjenu algoritma raspolavljanja je neprekidnost
funkcije f na intervalu [a, b] i uvjet

f(a)- f(b) <0.
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Prethodna relacija znaci da funkcija f ima na intervalu [a, b] barem jednu nultocku.

]

1/

S druge strane, ako je

fla)- f(b) >0,
to ne mora znaciti da f nema unutar [a, b| nultocku. Na primjer, moglo se dogoditi
da smo lose separirali nultocke i da f ima unutar [a,b] paran broj (brojeéi ih s
viSestrukostima) nultocaka, ili nultoc¢ku parnog reda.

NS ; >

Dok je za prvi primjer s prethodne slike boljom separacijom nultocki lako
posti¢i f(a) - f(b) < 0, za drugi je primjer to nemoguée! Dakle, nultocke parnog
reda nemoguce je na¢i metodom bisekcije.

Ako vrijede polazne pretpostavke, metoda raspolavljanja (bez dodatnih uvje-
ta) konvergirat ¢e prema nekoj nultocki iz intervala [a, b].

Algoritam raspolavljanja je vrlo jednostavan. Oznacimo s « pravu nultocku
funkcije, a zatim s ag := a, by := b i xy poloviste [ay, bol, tj.
ap + bo
—

Neka je n > 1. U n-tom koraku algoritma konstruiramo interval [a,, b,] kojemu je
duljina polovina duljine prethodnog intervala, ali tako da je nultocka ostala unutar

intervala [a,, by,].

o =
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Konstrukeija intervala [a,, b,] sastoji se u raspolavljanju intervala [a, 1, b,_1]
tockom x,,_1 i to tako da je

ap = Tp_1, by =01 akoje f(an_1)- f(zn_1) >0,
ap = Qp_1, by =x,1 akoje f(an_1)- f(xy_1) <O.

Zasto je dovoljno ispitati samo predznak f(a,_1) - f(z,—1), a nije potrebno gledati
f(zn_1) - f(bp_1)? Ako je u intervalu [a,_1,b, 1] bila nultocka (uz pretpostavku
neprekidnosti funkcije), onda je vrijedilo

flan-1) - f(ba-1) <O.
Tvrdimo da je
flan-1) - f2(xn—1) [ (bp-1) <0,
jer je f3(xn_1) > 0. Ako je f(x,_1) = 0, onda smo zadovoljni, jer je z,_; nultocka,
pa iteracije prekidamo. Dakle, zanimljiv je jedino slucaj f?(x,_;) > 0. Tada
prethodnu nejednakost mozemo pisati kao

[f(a'n—l) : f(l'n—l)] : [f(xn—l) : f(bn—l)] < 0.
Buduc¢i da produkt dva broja moze biti manji od nule samo ako su razlicitih predz-
naka, to znac¢i da ako je f(a,—1) - f(xn—1) > 0, onda je f(x,—1) f(bp_1) < 0 i
obratno.

Postupak zaustavljamo kad je
la — z,| <e.

Kako ¢emo znati da je prethodna relacija ispunjena ako ne znamo «? Jednostavno,
bududi da je x, poloviste intervala [a,,b,], a a € [a,, b,], onda je

|Oé - :L‘n| S bn — T,
pa je dovoljno postaviti zahtjev
b, —x, <e.

Graficki, metoda raspolavljanja izgleda ovako

Y

|
|
|
|
|
|
/Zqu bt
|

Napisimo algoritam za metodu raspolavljanja.
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Algoritam 4.2.1. (Metoda raspolavljanja)

x = (a+b)/2;
while b —z > ¢ do
begin;
if f(z)* f(b) < 0.0 then
a:=z
else
b= x;
z:= (a+b)/2;
end;
{ Na kraju je z ~ «. }

Iz konstrukcije metode lako se izvodi pogreska n-te aproksimacije nultocke.

Vrijedi

1 1 1
|Oé - xn‘ <b,—w,= 5 (bn - an) = ? (bnfl - anfl) == ont1 (b - a’)' (421)
Primijetite da je
b—a b
=b—=x
92 0

pa bismo relaciju (4.2.1) mogli pisati kao
1
la —x,| < o (b — xo).
Ova relacija podsjeca na (4.1.2), ali zdesna se nigdje ne pojavljuje | — xg|. Ipak

desna strana daje nam naslutiti da ¢e konvergencija biti dosta spora.

Relacija (4.2.1) omogucava da unaprijed odredimo koliko je koraka raspolav-
ljanja potrebno da bismo postigli tocnost e. Da bismo postigli da je |o — z,| < ¢,
dovoljno je zahtijevati

1
! (b—a) <e.
Zadnja nejednakost je ekvivalentna s
b —a < 2n+1
c — Y

a zatim logaritmiranjem nejednakosti dobivamo log(b — a) —loge < (n + 1) log2,

odnosno loa(b |
- og(b—a) — oge

y nENO

- log 2

Ako je funkcija f jos i klase C'[a, b], tj. ako f ima i neprekidnu prvu derivaciju,
moze se dobiti dinamicka ocjena za udaljenost aproksimacije nultocke od prave
nultocke.
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Ako funkciju f razvijemo u okolini tocke a u Taylorov red do konstantnog
¢lana (ili kraée po Teoremu srednje vrijednosti), imamo

f@n) = f(a) + f1(&)(zn — a),

pri ¢emu je & izmedu x,, i a. Prvo iskoristimo da je a nultocka, tj. f(a) = 0, a zatim
uzmemo apsolutne vrijednosti obje strane. Dobivamo

[f (@)l = [F(E)] | = aal,

odakle slijedi

o — x| = M (4.2.2)

RG]

Znamo da je « u intervalu [a,, b,]. Pretpostavimo da mozemo ocijeniti

1f'(€)] =my, my = min |f'(x)].

z€la,b]

Ako je my > 0, uvrstavanjem prethodne ocjene u (4.2.2), izlazi

<o

Drugim rije¢ima, ako zelimo da je |a — z,,| < e, dovoljno je zahtijevati

ma
odnosno
|f ()| < mae.

4.3. Metoda tangente (Newtonova metoda)

Ako graf funkcije f aproksimiramo tangentom, dobili smo metodu tangente
ili Newtonovu metodu. Time smo izgubili svojstvo sigurne konvergencije, ali se
nadamo da ¢e metoda brzo konvergirati.

Pretpostavimo da je zadana pocetna tocka xy. Ideja metode je povuéi tangentu
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u tocki (zg, f(xo)) 1 definirati novu aproksimaciju zy u tocki gdje ona sijece os z.

Geometrijski izvod je jednostavan. U tocki x, napiSe se jednadzba tangente i
pogleda se gdje sijece os x. Jednadzba tangente je

Yy — f(xn) = f/(ZL‘n)(l' - {L‘n),
odakle izlazi da je nova aproksimacija x, 1 :=

n

Ako umjesto derivacije f'(x,) uzmemo njenu aproksimaciju

Flan) e 1) = @a).

Tn — Tp—1

dobili smo metodu sekante, koja moze biti korisna kad se derivacija funkcije tesko
racuna.

Do Newtonove metode moze se do¢i i na drugaciji nacin. Pretpostavimo li da
je funkcija f dva puta neprekidno derivabilna (na nekom podrucju oko «), onda je
mozemo razviti u Taylorov red oko z,, do ukljuc¢ivo prvog ¢lana. Dobivamo

1) = flaa) + P =) + 2 0y

pri ¢emu je &, izmedu z i x,,. Uvrstavanjem x = «, dobivamo

f"(&n)

0= f(a) = flwn) + ['(wn) (@ = 20) + 7

(a0 —x,)%
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Premjestanjem, uz pretpostavku f'(z,) # 0, izlazi

) 1)
" f'(zn) " 2f"(xn)

Primijetite da prva dva ¢lana zdesna daju z,.1, pa dobivamo

a— Ty = —(a—z,)° &) (4.3.1)

2f"(wn)
Iz (4.3.1), odmah ¢itamo da je Newtonova metoda, kad konvergira kvadrati¢no kon-
vergentna. Ipak, treba biti oprezan, jer takav zakljucak vrijedi samo ako f'(z,)
ne tezi k nuli tijeku cijelog procesa, tj. ako je f'(a) # 0, dakle ako je nultocka
jednostruka.

Za Newtonovu metodu moze se dokazati sljede¢i teorem o konvergenciji (dokaz
mozete pronaéi u Osnovnom udzbeniku).

Teorem 4.3.1. Neka su f, f' i f" neprekidne za sve x u nekom intervalu koji
sadrzi jednostruku nultocku a. Ako je pocetna aproksimacija xy izabrana dovoljno
blizu nultocke «, niz iteracija x, konvergirat ée prema « s redom konvergencije
p =2. Cak stovise, vrijedi

liy 2=t __ S0)
e (a—an)? o 2f'(@)

Jednostavnim rije¢ima, prethodni teorem daje dovoljne uvjete za tzv. lokalnu
konvergenciju Newtonove metode prema jednostrukoj nultocki. Lokalnost se odnosi
na to da pocetna aproksimacija mora biti dovoljno blizu nultocke

la — x| <e.

Pretpostavimo da smo locirali nultocku funkcije f u segmentu [a, b] i znamo

da je f klase C? na tom segmentu. Neka je
My = max |f"(x)|, mi= min |f'(z)].
z€[a,b] z€[a,b]

Funkcija f je strogo monotona na [a,b] onda i samo onda ako je m; > 0. Naime,
funkcija f’ je neprekidna na segmentu [a,b], pa f’ poprima svoj minimum i mak-
simum u nekoj tocki segmenta. Ako je f monotono rastuca (padajuca), tada je
f'(x) >0 (f'(x) <0) za sve x iz segmenta [a,b], pa je m; > 0. Obratno, m; > 0
povla¢i monotonost funkcije f. Stoga, ako je m; > 0, f ima jedinstvenu jednostruku
nultocku « u [a, b].

Velicine M, i m; daju i lokalne ocjene greske iteracija u Newtonovoj metodi,
uz uvjet da su sve iteracije u segmentu [a, b]. Iz ranije relacije (4.3.1)
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gdje je &,_1 izmedu « i x,_1, odmah slijedi
2 2
o — x| < — (@ —xp_1)".
le
Ova ocjena nije narocito korisna za praksu, jer o ne znamo.

Da bismo izveli za praksu pogodniju ocjenu greske, iskoristit ¢emo Taylorov
teorem. Za dvije susjedne iteracije u Newtonovoj metodi vrijedi

F) = ) 7 ) = ) + 2 =,

pri cemu je &, ;1 izmedu z, 1 i x,. Po definiciji iteracija u Newtonovoj metodi
vrijedi i
f(l‘n—l) + f/(xn—l)(xn - xn—l) = 07
pa je
f”(fnfl)

fzn) = T(xn - xn71>2'

Koristeé¢i pretpostavku z,_1, x, € [a, b], dobivamo

M.
F(ea)] < %52 e = 0
Kao i kod metode bisekcije, ako je m; > 0, iz (4.2.2) slijedi ocjena

|/ ()]

o — 2| < :
my
Kombinacijom ovih ocjena dobivamo
M.
|O[ - :L‘n| S 2—777,21(1‘” - xn—1)2a

Sto se moze iskoristiti u praksi. Ako je £ gornja ograda za apsolutnu gresku (uobi-
¢ajeno se to kaze samo trazena tocnost), onda test

My

2m1 (xn - xn—1)2 S €

ili napisan u formi u kojoj se uobic¢ajeno koristi

2m1€
M

‘xn - .I'n,ﬂ S

garantira da je |o — x,| < e. Jasno, s obzirom da racunamo na racunalu, zadnja
nejednakost ¢e vrijediti do na greske zaokruzivanja. Uoc¢imo da mozemo koristiti i

raniji test
|f ()]

my

<e.
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U prethodnim ocjenama greske koristili smo pretpostavku da je f strogo mono-
tona na [a, b], ili ekvivalentno, da prva derivacija ima isti predznak na cijelom inter-
valu. Ako jos i druga derivacija ima fiksni predznak na tom intervalu, onda mozemo
dobiti i globalnu konvergenciju Newtonove metode.

Teorem 4.3.2. Neka je f € C?[a,b], f(a)- f(b) <0 ineka f' i f" nemaju nultocke
u [a,b], (tj. f' i f" imaju fiksni predznak na |a,b]). Ako polazna iteracija zq iz
intervala [a,b] zadovoljava uvjet

f(xo) - f"(w0) >0,

onda niz iteracija dobiven Newtonovom metodom konvergira prema (jedinstvenoj
jednostrukoj) nultocki o« funkcije f.

Uvjet f(xg)- f"(x¢) > 0 na izbor startne tocke u prethodnom teoremu ima vrlo
jednostavnu geometrijsku interpretaciju. Ako pogledamo graf funkcije f na [a, ],
startnu tocku z( treba odabrati na “strmijoj” strani funkcije.

Prethodni teoremi daju samo dovoljne uvjete konvergencije pojedinih itera-
tivnih metoda. U prakticnom racunanju ¢esto imamo samo interval [a, b] u kojem
smo locirali nultocku funkcije f, a nemamo dodatne informacije o funkciji f iz
kojih bismo mogli izvuéi zakljucak o konvergenciji brzih iterativnih metoda. Zbog
toga se ove metode katkad kombiniraju s metodom bisekcije na sljede¢i nacin. Prvo
izracunamo novu iteraciju po brzoj metodi i ako ona ostaje u trenutnom intervalu,
onda ju prihva¢amo i s njom nastavljamo iteracije i skra¢ujemo interval. U pro-
tivnom, radimo korak bisekcije za smanjivanje intervala.

Primijetite da smo sve teoreme u ovom poglavlju iskazivali samo za jednostruke
nultocke. Kao sto ¢e se u primjerima vidjeti, Newtonova metoda za viSestruke
nultocke konvergira linearno. Ipak, Newtonova metoda se moze modificirati tako
da konvergira kvadraticno i za visestruke nultocke (pogledati za detalje Osnovni

udzbenik).

Ako tocno znate visestrukost nultocke, recimo neka je ona k, onda se moze
koristiti metoda s “produljenom” korekcijom

Tpi1l = Ty — k-

Ako ne znamo visestrukost nultocke, moze se raditi na sljede¢i na¢in. Formalno
napisimo funkciju f koja ima nultocku « reda k, k£ > 1 (k ne znamo)

fla) = (z = a)*h(z), h(a)#0.
Tvrdimo da derivacija f’ ima u « nultocku reda k — 1

fl(z) = k(z — a)" 'h(z) + (z — o)W (2) = (x — &)Y kh(z) + (z — a)/(z)).
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Ocito je vrijednost (kh(z) 4+ (z — a)h/(z)) u « jednaka
(kh(a) + (0 — a)'(a)) = kh(a) £0,

pa zakljucujemo da funkcija f’ ima (k — 1)-struku nultocku u a. Sada je ocito da
funkcija
/()

1=

ima jednostruku nultocku u «, pa ¢e Newtonova metoda, ako konvergira, konvergi-
rati kvadrati¢no prema «. Drugim rijecima, Newtonovu metodu trebamo primijeniti
na funkciju g.

4.4. Primjeri

Primjer 4.4.1. Usporedimo brzinu metoda za izracunavanje v/1.5.

Taj problem moZemo interpretirati 1 kao traZenje realne pozitivne nultocke
funkcije f(z) = x® — 1.5.

Zatrazimo li pogresku manju od 1078, metodi bisekcije bit ée potrebno 27 ras-
polavljanja, a priblizna nultocka bit ¢e xor = 1.144714239984751.

METODA BISEKCIJE

-0.50000000000
6.50000000000

f(
f(

1.00)
2.00)

trazena tocnost racunanja = 1.00000E-0008

n a b X f(x) f(a)*f(x)
0 1.00000000000 2.00000000000 1.50000000000 1.87500000000 <0
1 1.00000000000 1.50000000000 1.25000000000 0.45312500000 <0
2 1.00000000000 1.25000000000 1.12500000000 -0.07617187500 >0
3 1.12500000000 1.25000000000 1.18750000000 0.17456054688 <0
4 1.12500000000 1.18750000000 1.15625000000 0.04580688477 <0
5 1.12500000000 1.15625000000 1.14062500000 -0.01601791382 >0
6 1.14062500000 1.15625000000 1.14843750000 0.01468420029 <0
7 1.14062500000 1.14843750000 1.14453125000 -0.00071924925 >0
8 1.14453125000 1.14843750000 1.14648437500 0.00696935505 <0
9 1.14453125000 1.14648437500 1.14550781250 0.00312177557 <0
10 1.14453125000 1.14550781250 1.14501953125 0.00120044418 <0
11 1.14453125000 1.14501953125 1.14477539063 0.00024039276 <0
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12 1.14453125000
13 1.14465332031
14 1.14465332031
15 1.14468383789
16 1.14469909668
17 1.14470672607
18 1.14471054077
19 1.14471244812
20 1.14471340179
21 1.14471387863
22 1.14471411705
23 1.14471423626
24 1.14471423626
256 1.14471423626
26 1.14471423626
27 1.14471423626
RJESENJE : x(27)

1.144714242553332.

NEWTONOVA METODA

trazena tocnost racunanja =

.14477539063
.14477539063
.14471435547
.14471435547
.14471435547
.14471435547
.14471435547
.14471435547
.14471435547
.14471435547
.14471435547
.14471435547
.14471429586
.14471426606
.14471425116
.14471424371

N = = S S N e

[ = S N N e el

.14465332031
.14471435547
.14468383789
.14469909668
.14470672607
.14471054077
.14471244812
.14471340179
.14471387863
.14471411705
. 14471423626
.14471429586
.14471426606
.14471425116
. 14471424371
.14471423998

1.144714239984751

1.00000E-0015

.00023947941
0.00000044388
.00011952096
.00005953934
.00002954793
.00001455207
.00000705411
.00000330512
.00000143062
.00000049337
.00000002474
0.00000020957
0.00000009241
0.00000003384
0.00000000455
.00000001010

korekcija

.541666666666667
.251009070294785
.059419284771986
.003181874908824
.000008860735819
.000000000068587
.000000000000000

n X f(x)

0 2.000000000000000 6.500000000000000 0
1 1.458333333333333 1.601490162037037 O
2 1.207324263038549 0.259834330619978 0
3  1.147904978266562 0.012578134527712 O
4 1.144723103357739 0.000034833084971 0
5 1.144714242621919 0.000000000269625 0
6 1.144714242553332 0.000000000000000 O
7 1.144714242553332 0.000000000000000
RJESENJE : =x( 7) = 1.144714242553332

Primjer 4.4.2. Nadite nultocku funkcije
f(x) = 2* — 5.562° + 9.1389z — 4.68999

koristenjem Newtonove metode, tako da greska bude manja od 10717,

AN AN ANV VV V V V V V V AV
O O O O O OO OO OO OO oo

Za gresku manju od 1071° Newtonova metoda trebat ée samo 7 iteracija i x7 =
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NEWTONOVA METODA

dvostruka nultocka x = 1.23

trazena tocnost racunanja = 1.00000E-0015

n X f(x) korekcija
0 1.500000000000000 -0.116640000000000 0.147440273037543
1 1.352559726962457 -0.026248102309329 0.063506947954921
2 1.289052779007536 -0.006315190760541 0.030015778457640
3 1.259037000549896 -0.001552203168203 0.014633908572506
4 1.244403091977390 -0.000384941831542 0.007229603981965
5  1.237173487995426 -0.000095859059122  0.003593663348690
6 1.233579824646736 -0.000023918444247 0.001791630511788
7 1.231788194134948 -0.000005973865556  0.000894525173287
8 1.230893668961661 -0.000001492750955 0.000446941328040
9  1.230446727633621 -0.000000373098481  0.000223390506264
10 1.230223337127356 -0.000000093263474 0.000111675233252
11 1.230111661894104 -0.000000023314476 0.000055832614098
12 1.230055829280006 -0.000000005828445 0.000027915056720
13 1.230027914223287 -0.000000001457089 0.000013957215816
14 1.230013957007471 -0.000000000364270 0.000006978529777
15 1.230006978477694 -0.000000000091067  0.000003489245354
16 1.230003489232340 -0.000000000022767  0.000001744617791
17 1.230001744614549 -0.000000000005692  0.000000872307704
18  1.230000872306845 -0.000000000001423  0.000000436153629
19 1.230000436153216 -0.000000000000356  0.000000218076376
20 1.230000218076841 -0.000000000000089  0.000000109038186
21 1.230000109038655 -0.000000000000022  0.000000054517907
22 1.230000054520748 -0.000000000000006  0.000000027259838
23  1.230000027260910 -0.000000000000001  0.000000013624333
24 1.230000013636577 -0.000000000000000  0.000000006828241
25 1.230000006808336 -0.000000000000000  0.000000003389306
26 1.230000003419030 -0.000000000000000  0.000000001729681
27  1.230000001689349 -0.000000000000000  0.000000000823684
28 1.230000000865665 -0.000000000000000  0.000000000401855
29  1.230000000463810  0.000000000000000 -0.000000000000000
30 1.230000000463810  0.000000000000000
RJESENJE : x(30) = 1.230000000463810

Poucent prethodnim primjerom ocekujemo desetak iteracija. Umgesto toga,
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bilo nam je potrebno 30 iteracija za traZenu tocnost, sy = 1.230000000463810, sto
je signaliziralo da smo ili loSe derwvirali, ili funkcija ima visestruku nultocku.

Nije tesko pokazati da je 1.23 dvostruka nultocka zadane funkcije, pa Newto-
nova metoda konvergira samo linearno. Modificiramo li Newtonovu metodu tako da
korekciju pomnozimo s visestrukoséu nultocke, za istu tocnost bilo nam je potrebno
samo T iteracija, x7 = 1.229999999995655, a konvergencija je bila kvadraticna.

NEWTONOVA METODA ZA VISESTRUKE NULTOCKE

dvostruka nultocka x = 1.23
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trazena tocnost racunanja =

n bq f(x) korekcija
0 1.500000000000000 -0.116640000000000 0.294880546075085
1 1.205119453924915 -0.001173009833879 -0.024718265674538
2 1.229837719599453 -0.000000049250590 -0.000162273360038
3 1.229999992959491 -0.000000000000000 -0.000000007049176
4 1.230000000008667 0.000000000000000 -0.000000026758865
5 1.230000026767532 -0.000000000000001  0.000000026771877
6 1.229999999995655 0.000000000000000 0.000000000000000
7 1.229999999995655 0.000000000000000
RJESENJE : x( 7) = 1.229999999995655

Primjer 4.4.3. Nultocka funkcije

f(x) = arctg(x)

je x = 0, ali Newtonova metoda nece konvergirati iz svake startne tocke xy. Naci
cemo tocku B za koju vrijedi

|zo| < |B] Newtonova metoda sa startom xo konvergira,
|zo| > |B] Newtonova metoda sa startom xq divergira,
|zo| = |B] Newtonova metoda sa startom xq ciklira.

Kako éemo naci tocku “cikliranja”? Funkcija f(x) = arctgx je meparna, pa da
bismo dobili cikliranje, dovoljno je da tangenta na funkciju u tocki 3 presijece os x
u tocki —(. Jednadzba tangente na arctg u tocki (3 je

y —arctg 3 = (z = p),

1+ 32
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pa ¢e tangenta sijeci os x u —f3, ako je

26

arctgﬁ = ?52,

¢ime smo dobili nelinearnu jednadzbu po (3. Ocito, postoje dva rjesenja, suprotnih
predznaka, 1 nije th tesko izracunati metodom bisekcije

B = £1.39174520027073489.

PokazZimo kako se numericki ponasa Newtonova metoda i nacrtajmo odgovarajuce
grafove za sve tri mogucénosti za xg, recimo za ro = (3, ro =1 1 g = 1.5.
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NEWTONOVA METODA

x_0 = beta
trazena tocnost racunanja = 1.00000E-0010
n bq f(x) korekcija
0 1.391745200270735 0.947747133516990  2.783490400541470
1 -1.391745200270735 -0.947747133516990 -2.783490400541470
2 1.391745200270735 0.947747133516990  2.783490400541469
3 -1.391745200270734 -0.947747133516990 -2.783490400541468
4  1.391745200270734  0.947747133516990  2.783490400541466
5 -1.391745200270732 -0.947747133516989 -2.783490400541459
6 1.391745200270727  0.947747133516988  2.783490400541440
7 -1.391745200270713 -0.947747133516983 -2.783490400541391
8  1.391745200270678  0.947747133516971  2.783490400541262
9 -1.391745200270584 -0.947747133516939 -2.783490400540922
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10 1.391745200270337 0.947747133516939

RJESENJE : x(10) = 1.391745200270337

Trazena tocnost nije postignuta u 10 iteracija !
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NEWTONOVA METODA

x_.0=1.0
trazena tocnost racunanja = 1.00000E-0010
n X f(x) korekcija
0 1.000000000000000  0.785398163397448 1.570796326794897
1 -0.570796326794897 -0.518669369255017 -0.687656230793810
2 0.116859903998913 0.116332265113896 0.117920926115958
3 -0.001061022117045 -0.001061021718890 -0.001061022913354
4 0.000000000796310  0.000000000796310  0.000000000796310
5 -0.000000000000000 -0.000000000000000 -0.000000000000000
6 0.000000000000000 -0.000000000000000
RJESENJE : x( 6) = 0.000000000000000
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NEWTONOVA METODA

1.50000000000
.69407960056
2.32112696144
.11408783678
3.22956839142E+0001
.57531695082E+0003
3.89497600776E+0006
.38302889736E+0013
8.92028016112E+0026
.24990459937E+0054
10  2.45399463750E+0108
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.9827937232473
.0375463591379
.1640020424220
.3776945287028
.5398423269080
.5701615339901
.5707960700539
.5707963267949
.5707963267949
.5707963267949
.5707963267949

3.19407960056

.01520656199

7.43521479822

.74097717510E+0001
1.60761263474E+0003
.89655132471E+0006
2.38302928685E+0013
.92028016112E+0026
1.24990459937E+0054
.45399463750E+0108

RJESENJE : x(10) =

Trazena tocnost nije postignuta u

2.45399463749843944E+0108

10 iteracija !



