1.4. Aproksimacija i interpolacija

Najcesc¢i praktiéni problem je izracunavanje vrijednosti neke funkcije koja je
zadana samo na diskretnom skupu tocaka (zy, fx), k = 0,...,n, a priblizne vrijed-
nosti zlimo naci u nekim tockama koje nisu iz zadanog skupa.

Ako aproksimacijska funkcija ¢ (koja ovisi o nekim parametrima) ima svojstvo

onda kazemo da ¢ interpolira zadane podatke.

Ako imamo zadan n + 1 podatak, onda prema teoremu s predavanja postoji
toc¢no jedan polinom stupnja manjeg ili jednakog n koji interpolira taj skup podataka
(uz uvjet da zadane tocke imaju razlicite z-koordinate).

Taj interpolacijski polinom mozemo naci na viSe nacina. U teoretske svrhe
obic¢no se koristi Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma, a puno prakti¢niji je
Newtonov oblik.

Nemojte zaboraviti, u praksi je zabranjeno koristiti interpolacijske polinome
stupnja vec¢eg od 3, jer mogu imati vrlo velike greske. U tim sluc¢ajevima koristimo
se splajnovima ili metodom najmanjih kvadrata.

1.4.1. Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Interpolacijski polinom p, u Lagrangeovom obliku koji interpolira tocke baze
(g, fx), k=0,...,n glasi

pn(z) = Zi: feli (),

pri ¢cemu je

 @—ze) (@ m) (£ — ) (7 — )
o) = o) o —me) (o —wnrn) - @n— )

Ako funkcija f koju interpoliramo ima (n + 1)-u neprekidnu derivaciju, onda smo
interpolacijom napravili gresku

jw(z)| - (n+1)
‘f(l') _pn(x)‘ < m MnJrla Mn+1 T zrg[%,}li} ‘f (l‘)‘,

pri cemu je
n

w(z) =[] (z — =)

k=0

Ova ocjena greske vrijedi i za Newtonov oblik interpolacijskog polinoma.
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Zadatak 1.11 Nadite interpolacijski polinom koji funkciju

f(z) = sin(mx)

interpolira w tockama s x-koordinatama xy = 0, 1 = % I Ty = 3 Ocijenite
gresku tako dobivene interpolacije. Nadalje, izracunajte vrijednost dobivenog inter-
polacijskog polinoma u tocki x = 0.4, ocijenite gresku interpolacije u toj tocki, te
nadite pravu gresku.

Rjesenje: Zadane tocke interpolacije su

.’L'k‘

fr |

— N

0
0

N[ O] =

pa zbog 3 podatka mozemo naci interpolacijski polinom py koji ima stupanj manji
ili jednak 2.

Formirajmo Lagrangeovu bazu:

0 — (2 —2)(z —22) (z—3)(xz—13) _ (@—Y@-1)
’ (ro — x1)(w0 — 2) (0—%)(0—73) L
—12( —% 1—12):123: —8r+1,
oo romllem)  (@-Owop sle—y)
(z1 — o) (21 —22) (2 -0)(E-1) —I
= —18(x2— %x) — —1827 + 9z,
o @ole—a) (@05 z—3)
(ra — o) (22 —21) (3 -0)3-1) T

= 6<ZL‘2 — éx) = 622 — 1.

Interpolacijski polinom glasi

p2(z) = folo(x) + filr(z) + fola(x)

1 7
:0-(12x2—8x+1)+§-(—18x2+9x)+1-(6x2—x):—3x2+§x.

Primijetite da ¢, nismo trebali racunati jer je fo = 0!

Za ocjenu greske treba nam w(z)

w(z) = (z —x0)(z — x1) (2 — 29) = (x—O)(x— %) (x - é) =2 — %xz + %x
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i tre¢a derivacija funkcije f:

f(z) = sin(mz) f'(x) = 7 cos(mx)
f"(x) = —m*sin(7x) f"(z) = —m* cos(mx).
Tada imamo
M; = max |f®(z)] = max | — 7° cos(nz)| = ©° max | cos(mx)| = ™,

z€[0,3] z€[0,1] z€[0,3]

1
jer je 0 € {0, 5] i cos0 = 1. Prema tome ocjena greske za proizvoljnu tocku iz

. 1 .
intervala {O, 5] glasi

3
™ 4 2 4 1
|f($)—p2($)|§§$ —3T Y

[zracunajmo jos interpolaciju u zadanoj tocki

7
p2(0.4) = =3 (0.4)* + 5 04=092

1
Ocjena greske daje (bududi da je 0.4 € [0, ﬂ

3

2 1
1£(0.4) — py(0.4)] < % (04)° = 5 (04)* + 5 - 0.4‘ = 0.04823198604.

3

Prava greska je
f(0.4) — p2(0.4) = sin(mw - 0.4) — 0.92 = 0.0310565164,

i ona je, naravno po apsolutnoj vrijednosti manja ili jednaka ocjeni greske. O

Zadatak 1.12 Nadite interpolacijski polinom za podatke

0,1), (—1,2), (1,3).

Rjesenje: Primijetite da sada ne mozemo ocjenjivati gresku, jer nije zadana
funkcija iz koje su uzeti ti podaci.

Ponovno, zbog tri podatka, imamo interpolacijski polinom stupnja 2.
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Formiramo Lagrangeovu bazu:

(x—m)(z—22) (z+1)(z—1) 2
b= o Ta) @) 0+ L Th
po e mm) 0= 1, 1
(ZL‘l—ZL‘Q)(fL’l—ZL‘Q) ( 1—0)(—1—1) 2 2 ’
@-r)e—r) (-0t 1, 1
= T m ) . A—oax1) 2° T

Interpolacijski polinom tada je

1 1 1 1 3 1
pg(x):1~(—x2+1)+2~<§ >—|—3 <2x —|——x):—x2+—x+1.

2 2 2 2
O
1.4.2. Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
Polinom stupnja najvise n koji interpolira podatke (zg, fx), & = 0,...,n u

Newtonovom obliku glasi

pn(x) = flzo] + flro, z1)(x—20)+ - -+ flxo, 21, . . 2] (x—20) (X —21) - - - (T — (1),

pri ¢emu su f[zo, ..., x,] podijeljene razlike. Podijeljene razlike razlike rac¢unaju se
rekurzivno formulom

f[l'o, o 71'71] _ f[l'l, ce ,l‘,;]n—_fiio, ce 7xn71],

sa startom flzg] := fr, k=0,...,n

Obicno se formira tablica podijeljenih razlika

T, flzy] flew, zial  flow opp, T2 o flro, @)
Zo o]

f[l‘o, 171]
Z1 fld] flwo, o1, 2]

f[xla x?]

: flzo, .., xn]
f[xnf% xnfl]
Tp—1 f[l‘n—l] f[*rn—Za Tn—1, xn]
f[l‘n—la xn]

To | flon]

i od nje trebamo samo prvi “vrsni redak” da bismo napisali interpolacijski polinom.
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Zadatak 1.13 Funkcija /x zadana je tablicno na 3 decimale

w | 100 11 13 15 16
fi | 1000 1.032 1.091 1145 1170

Nadite vrijednost v/1.15 i ocijenite gresku. Nadite i pravu gresku.

Rjesenje: Formiramo tablicu podijeljenih razlika

e | flew]  flew oen]  floe T Tege]  flons o Tras] flTr, - Trgl
1.0 | 1.000
0.320
1.1 | 1.032 —0.083
0.295 0.042
1.3 | 1.091 —0.063 —0.083
0.270 —0.008
1.5 | 1.145 —0.067
0.250
1.6 | 1.170

Budu¢i da imamo 5 podataka, interpolacijski je polinom stupnja 4 i glasi

pa(2) = 1.000 + 0.320(z — 1) — 0.083(z — 1)(z — 1.1)
+0.042(z — 1)(z — 1.1)(x — 1.3)
—0.083(z — 1)(z — 1.1)(z — 1.3)(z — 1.5).

Njegova vrijednost za z = 1.15 je

pa(1.15) = 1.000 + 0.320(1.15 — 1) — 0.083(1.15 — 1)(1.15 — 1.1)
+0.042(1.15 — 1)(1.15 — 1.1)(1.15 — 1.3)
—0.083(1.15 — 1)(1.15 — 1.1)(1.15 — 1.3)(1.15 — 1.5)
— 1.047295313,

odnosno py(1.15) = 1.047 ako zaokruzujemo na to¢nost podataka.

Za ocjenu pogreske treba nam 5-ta derivacija:

1

f(l') = xl/B’ f/(l') = gxf2/3’ f”(l‘) = —§$75/3,
10 _ 80 _ 880 _
f”/(l’) _ §ZL’ 8/37 f(4)(17) _ _yl, 11/3’ f(5)(17) _ ?"L‘ 14/3.
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Nadalje,

w(1.15) = (1.15—1.0)(1.15—1.1)(1.15—1.3)(1.15—1.5)(1.15—1.6) = —1.771875-10*.

Nadimo jos i Ms:

880 880 1

- (5) - o0 143 200

Ms = o o)l = ey Oy T
. . . o . . , 880

= (broj je najveéi ako mu je nazivnik najmanji, a to jeu 1) = =

Ocjena greske u 1.15 je
1.15 —1.771875-10~* 880
|f(1.15) — py(1.15)] < wMg, = 120 ke 5.347222213 - 1075,

[zracunajmo jos pravu gresku
f(1.15) — py(1.15) = V/1.15 — 1.047689553 = 0.000394240.

No, pogledajmo sto smo dobili! Prava greska je ve¢a od ocjene, pa smo ili lose
racunali, ili je nesto drugo u pitanju! Sto? Posli smo od podataka zaokruznih
na 3 decimale, a ne od tocnih vrijednosti za /zy. Dakle, zaokruzivanje pocetnih
podataka dovelo je od zaokruzivanja u p4(1.15). Buduéi da su podaci bili zaokruzeni
na 3 znamenke, vise ne mozemo ocekivati niti od rezultata. Prava greska bi bila
manja od ocjene greske da smo umjesto sa tri znamenke radili s vise od 6 (barem
7-8, jer je ocjena greske reda velicine 107°). O

Zadatak 1.14 Nadite interpolacijski polinom koji interpolira funkciju

f(z) =loggx

u tockama s x-koordinatama 1, 10, 100, 1000. Nadite vrijednost log,, 500, ocijenite
gresku 1 nadite pravu gresku.

Rjesenje: Formiramo tablicu podijeljenih razlika

Tk fler]  flewszea]  floe, Tesr, Toao]  flog, -, Thys)]
1 0
1
9
10 1 — L
. 990 .
90 L 999000
100 2 . 799000
900
1000 3
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Sada odmah slijedi da je

p3(z) =0+ l(x —-1)— L(:10 —1)(x — 10)

— (z—1)(x — 10)(z — 100
9 990 * 999000 % ~ V(@ — 10)(= )
pa je
1 1
p3(500) = = - 499 — —— - 499 - 490 + - 499 - 490 - 400 = —93.63345.
9 990 999000

Najprije, uoc¢imo da aproksimacija nije ni priblizno jednaka log,,(500), jer je
2 < log,,(500) < 3.
Dakle, ili

e smo krivo racunali,

e ili interpolacijski polinom lose interpolira funkciju, tj. greske izmedu ¢vorova
su velike.

Pokazimo da se dogada ovo drugo. Na slici 1.6 skicirana je funkcija f i interpolacijski
polinom ps.

10 100 00

Slika 1.6: Grafovi funkcija log,q x i ps3(z).

Ostaje jos nadi i ocjenu greske, za koju nam treba maksimum cetvrte derivacije
funkcije

1 2
f(z) =logyy 7, f’(m) = - logy, €, f”(x) = 2 logy, e,

2
" _ 6
f (l‘) T3 108;10 €, f(4)(x) = _F loglo e.
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Nadalje,
6

6
M, = @ (z)| = ——1 =1 —
1= gmax [[U(2)] = max |- Tlogge| =loge max -5

= (najvecu vrijednost dobivamo ako je nazivnik najmanji) = 6log, e.
Da bismo dobili ocjenu greske treba nam jos i

w(z) = (z —1)(x — 10)(z — 100)(xz — 1000),

_610g106
- 4l DY

- b%%ﬂ(x —1)(z — 10)(x — 100)(x — 1000)|,

|(z — 1)(z — 10)(x — 100)(z — 1000)]

i ona vrijedi za svaki z € [1,1000].

Za x = 500, ocjena daje

log,, e

1£(500) — ps(500)| < <22

|499 - 490 - 400 - (—500)| = 5.309 - 10,
dok je prava greska
£(500) — p3(500) = 2.698970004 — (—93.63345) = 96.33242.

Dakle ocjena greske je vrlo pesimisticna obzirom na pravu gresku. O

1.4.3. Diskretna metoda najmanjih kvadrata

Ako znamo oblik ponasanje pojave, odnosno mjerenih podataka, uvijek ga
treba iskoristiti. Pretpostavljamo da imamo dovoljno mjerenih tocka (xy, fx), k =
0,...,n, koje zelimo aproksimirati nekom funkcijom oblika

o(z,ag, ..., an),

koja osim o varijabli x ovisi i 0 m + 1, m < n nepoznatih parametara koje trebamo
odrediti.

Ako je funkcija ¢ linearna, tj. ako vrijedi

o(x) = agpo(r) + arp1(x) + -+ + ampm (),

onda metodu najmanjih kvadrata provodimo direktno, tj. trazimo da

S = S(ag,...,am) = Zn:(fk — ¢(x4))? — min.

k=0
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Nuzni uvjeti postojanja minimuma funkcije vise varijabli su

oS

—— =0, k=0,...,n
aak ) ) y TV

To su i dovoljni uvjeti zbog oblika funkcije, tj. ne treba posebno provjeravati je li to
globalni ekstrem.

Ako funkcija ¢ nije linearna, nastojimo je svesti na linearnu, jer samo linearne
funkcije vode na linearne sustave jednadzbi (vidjeti predavanje).

Na kraju, ako je zadan uvjet da ¢ treba zadovoljavati neka svojstva (na primjer
prolaziti odredenom tockom ili da njezine derivacija prolazi nekom tockom isl.) uvi-
jek prvo treba iskoristiti taj uvjet i smanjiti broj parametara, pa tek onda napraviti
metodu najmanjih kvadrata.

Zadatak 1.15 Za odredenu pojavu izmjereni su sljedeci podaci:

| 0 1 2 3 4
fr| 38 37 40 39 43

Nadite aproksimaciju pravcem po metodi najmangih kvadrata za taj skup podataka.

Rjesenje: Aproksimacijska funkcija je

o(x) = ax + b,
a minimizirati treba
4 4
S =3 (fe — e(z))* = > _(fr — ax, — b)* — min
k=0 k=0

Uvjeti minimuma daju

oS 1

—_— = —2 — _— =
a kgzo(fk axy b) T 0
oS

4
=2 =9 —az, —b) = 0.

Preuredivanjem obje jednadzbe, tako da sve sume koje sadrze nepoznanice pre-
bacimo na lijevu stranu, a sve one koje ih ne sadrze na desnu stranu, dobivamo
sustav

1 1 1
a) wp+by m =) [y
k=0 k=0 k=0
1 1
k=0 k=0
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Pritom smo upotrijebili svojstvo da a i b ne ovise o indeksu sumacije, pa mogu
ispred sume. Sada jo$ samo treba izra¢unati sume i rijesiti linearni sustav. Sume
obi¢no pisemo u tablicu:

Ly Ji xp Sy
0 3.8 0 0.0
1 3.7 1 3.7
2 4.0 4 8.0
3 3.9 9 11.7
4 4.3 16 172

> 10 19.7 30 40.6
Uvrstavanjem, dobivamo linearni sustav

30a + 10b = 40.6
10a + 5b =19.7.

Mnozenjem druge jednadzbe s —2 i dodavanjem prvoj, izlazi
10a =40.6 —2-19.7=1.2 — a = 0.12.
Mnozenjem druge jednadzbe s —3 i dodavanjem prvoj, izlazi
—5b=40.6 —3-19.7= —18.5 == b=3.7.
Dakle, aproksimacijska funkcija je
o(x) =0.12z 4 3.7.

Pogledajmo koliko, zapravo dobro, ova funkcija aproksimaira dobivene podatke. Na
primjer, u tocki 3.5 je

©(3.5) = 0.12-3.5+ 3.7 = 4.12,

sto, gledajuci podatke, vidimo da ima smisla. O

Zadatak 1.16 Odredite funkciju oblika
p(x) = be™
koja aproksimira podatke

|1 2 3 4
fo|l7 11 1m 27

metodom nagmangih kvadrata.
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Rjesenje: Najprije uocavamo da ¢ nije linearna funkcija, pa je treba linearizirati,
u ovom slucaju logaritmiranjem:

Y(x) =Inp(r) =In(be®) =Inb+ ax = Az + B,

gdje je A=a, B=Inb.

Kad se linearizira funkcija, moraju se istom funkcijom linearizirati i podaci,
pa uz oznaku hy = In f; tablica glasi

w |1 p 3 4
he | 194591 239790 2.83321  3.20584

Minimiziramo

3 3

S = Z(hk - 77[)(17,19))2 = Z(hk - A?L’k - B)2 — min.

k=0 k=0

Uvjeti minimuma daju

oS 3

a—A:—ka::O(hk—Al’k—B)lL‘k:O
95 _ o An— B0
oB ~ T/t T

Preuredivanjem obje jednadzbe, tako da sve sume koje sadrze nepoznanice pre-
bacimo na lijevu stranu, a sve one koje ih ne sadrze na desnu stranu, dobivamo
sustav

3 3 3
AY zp 4+ BY m, =Y hay
k=0 k=0 k=0

3 3
A z,+4B=> h,.
k=0 k=0

Tablica:
Ly hy, 3 hyay,
1.94591 1 1.94591
2.39790 4 4.79579
3 2.83321 9 8.49964

3.29584 16  13.18335
> 10 1047286 30 28.42469

Uvrstavanjem, dobivamo linearni sustav

30A + 10B = 28.42469
10A+ 4B = 10.47286,
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kojemu je rjesenje
A =0.44851, B = 1.49694.

Odatle odmah imamo da je
a=A=044851, b=eP =4.46799,
pa je aproksimacijska funkcija
o(7) = 4.46799¢0448517

O

Zadatak 1.17 Zadan je skup toc¢aka (zg, fx), fr >0, k=0,...,n. Taj skup tocaka
treba aproksimirati funkcijom oblika

¢(x) = (asinz + b)?

metodom nagmangih kvadrata. Postavite linearizaciju i sustav za koeficijente.

Rjesenje: Linearizacija je oCito

Y(x) =\/o(x) =asinx +b, hp= \/JT
Minimiziramo
S = Zn:(hk —(z1))* = zn:(hk — asinxy, — b)? — min.

k=0 k=0

Uvjeti minimuma daju

05 = -2 (hy —asinzy, — b)sinzy, =0
da k=0
oS

= —2> (hx —asinz, — b) = 0.
k=0

b

Sredivanjem dobivamo
n n n
aZsinzxk +b2xk = thsinxk
k=0 k=0 k=0

a) sinag+ (n+1)B=> h.

k=0 k=0

41



Zadatak 1.18 Zadan je skup tocaka (g, fx), kK = 0,...,n. Metodom najmangjih
kvadrata nadite pravac koji prolazi tocékom (0,1) i aproksimira zadane podatke.

Rjesenje: Aproksimacijska funkcija glasi
o(x) = ax +b.
Iskoristimo uvjet da ¢ mora prolaziti zadanom tockom. Imamo
1=¢(0)=a-0+0b,
odakle slijedi da mora biti b = 1, pa aproksimacijska dunkcija glasi
o(r) = ar + 1.

Minimiziramo
n

S = zn:(fk — gO(l'k))z = Z(fk — axry — 1)2 — min.

k=0 k=0

Uvjet minimuma je
08 -
=2 (fi —axp — Dy = 0.

Oa P

Sredivanjem dobivamo
n

ay wp=> (fi =y,
k=0

k=0

odakle izlazi .

> (fu — Dy,

o=k __
>
k=0
Oprez, u prethodnom se rezultatu niste ne moze pokratiti! O
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