1.5. Numericka intergracija

Rac¢unanje odredenih integrala vrlo cesto nije moguce napraviti analiticki.
Zbog toga se koriste integracijske formule. Ideja integracijskih formula je odredeni
integral

1= | sty

zamijeniti vrijednoséu funkcije f u odredenim tockama, tako da aproksimacija oblika
La(f) = 3w (")
k=0

integrira redom polinome sve viseg i viseg stupnja. Na predavanjima je pokazano da
je takav oblik numericke integracije ekvivalentan tome da integriramo interpolacijske
polinome sve visih i visih stupnjeva, Sto nije dobro.

Zbog toga, umjesto integracije polinoma vrlo visokih stupnjeva odlu¢ujemo se
zan =112, zatzv. trapeznu i Simpsonovu formulu, samo ¢emo podrucje intergacije
podijeliti na n dijelova. Tada dobivamo tzv. produljene formule.

1.5.1. Produljena trapezna formula

Opéenito, produljenu trapeznu formulu dobivamo tako da cijeli interval [a, b]
podijelimo na n podintervala oblika [x;_1, 2], takvih da je 2 — x4 = h za
k=1,...,n (tj. podijelimo na n jednakih podintervala), i na svakom od njih upotri-
jebimo obi¢nu trapeznu formulu. Duljinu podintervala o¢ito mozemo izracunati kao

b—a
h = .

n

Tada je aproksimacija produljenom trapeznom formulom

b
[ 1@ de=n(3h+ St et fui 3 0) + B

pri cemu je ET(f) greska produljene formule, pri ¢emu za gresku vrijedi

(b — a)hZM (b—a)?

L ()] < S, =

My, M, = "(z)].
Sl My, My = max | (2)

Zelimo li da je |EX(f)| < e, onda je dovoljno traziti da bude

b—a)3M.
n > %, n cijeli broj.
€
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Zadatak 1.19 Produljenom trapeznom formulom izracunajte vrijednost integrala
/1 dx
1+=x
0

s 10 podintervala, te ocijenite gresku i nadite pravu gresku. Nadite broj podintervala
potreban da se istom formulom postigne toc¢nost 1072,

Rjesenje: Ovdje je f(x) =

Cvorovi integracije xy i funkcijske vrijednosti (napisane na 5 decimala) su u njima
su

ko xy Tk

0 0.0 1.00000
1 0.1 0.90909
2 0.2 0.83333
3 0.3 0.76923
4 0.4 0.71429
5 0.5 0.66667
6 0.6 0.62500
7 0.7 0.58824
8 0.8 0.55556
9 0.9 0.52632

10 1.0 0.50000

Uvrstimo te vrijednosti u trapeznu formulu
1 9
hm:h<§Ub+fm%+§:ﬁJ::01-6%W71:06%W7L
k=1

Ocijenimo gresku, uvrstavanjem poznatih vrijednosti u formulu za Er,

(b— a)h2M2 _ (b—a)?

M.
12 1202 2

|, (f)] <

Ocito je da prvo moramo pronaé¢i Ms. Nadimo drugu derivaciju funkcije f:




pa je
2 2

(I+2) | eeon (I +a)

= (razlomak je vedi §to mu je nazivnik manji) = 2.

M = " =
R

Uvrstavanjem u ocjenu dobivamo

1-0.12

IET(f)] < 2 = 0.00167

(zaokruzeno na 5 znamenki). Egzaktna vrijednost integrala je

Fode 1
[(f):/1+x = In(z+ 1) | =In2 = 0.69315
0

(zaokruzeno na 5 znamenki). Prava pogreska je
I(f)— I7 = 0.69315 — 0.69377 = —0.00062,

tj. prava je greska priblizno dva i pol puta bolja no sto to kaze ocjena greske.

Na kraju, za ¢ = 10~% mora biti

b— a)*M. 1-0)3-2
nz\/( @) 2:\/( 0°-2 _ 400,
12¢ 12104

tj. n > 41. O

Zadatak 1.20 Produljenom trapeznom formulom izracunajte vrijednost integrala

0.9

/shxdm

0.7

tako da greska bude manja ili jednaka 1074,

Rjesenje: Prvo nadimo drugu derivaciju funkcije f:
f(z) =shx, f'(z)=chz, ["(z)=shz.

Buduéi da je sh rastuca funkcija i pozitivna na (0, oo), onda ona ima maksimum u
desnom rubu,

My = max |f"(z)]= max |shz|= max shz =sh(0.9) = 1.02651673.
2€[0.7,0.9] €(0.7,0.9] 2€[0.7,0.9]
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Zbog toga, potrebno nam je

b—a3M2 \/09 0.7)% - 1.02651673
,/ — 261
TR 61599,

tj. n = 3. Tablica

Tk Jr
0.7000000000  0.7585837018
0.7666666667  0.8440099990
0.8333333333  0.9331888412
3 0.9000000000  1.0265167257

N~ O

h = 0.2/3 i aproksimacija integrala je

Iy = ( (fo+ f3) + Z fk) = 0.1779832703.

k=1

Primijetite da smo ovdje racunali s neSto vise znamenki, jer se trazila ve¢a tocnost.
O

1.5.2. Produljena Simpsonova formula

Na slican se nacin izvodi i produljena Simpsonova formula. Primijetite, os-
novna Simpsonova formula ima 3 tocke, tj. 2 podintervala, pa produljena for-
mula mora imati, takoder, paran broj podintervala. Na svakom od podintervala
[og—2, T2k, duljine 2k, primijenimo obi¢nu Simpsonovu formulu, za k = 1,...,n/2,
pa zbrajanjem izlazi

b
[ 5@y dr =5 (ot 4fi 420 4 Afs 2k 4 Afus S )+ BSCP),

pri cemu je ES(f) greska produljene formule. Greska se moze ocijeniti s

(b—a)h4M (b—a)®

S —
B < Cd M, =

_ (4)
18ont M Ma= JQ%V (@)l

Zelimo li da je |ES(f)| < ¢, onda je dovoljno traziti da bude

b—a)>M.
n > Y %, n paran cijeli broj.
€

Zadatak 1.21 Produljenom Simpsonovom formulom izracunajte vrijednost inte-
grala

[ de

0/ 1+
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s 10 podintervala, te ocijenite gresku i nadite pravu gresku. Nadite broj podintervala
potreban da se istom formulom postigne toc¢nost 1078,

Rjesenje: Imamo f(x) ,a=0,b=11in = 10 je paran broj. Tablica

1 +x
vrijednosti je identicna onoj u zadatku s trapeznom formulom, pa je ne prepisujemo.

Oznacimo s S; vrijednosti fj onih koje se mnoze s 4, a s Sy onih koji se mnoze s 2.
Konkretno, ovdje je

S1=fi+ fa+ f5s+ fr+ fo =3.45954
Sy = fo+ fa+ fo+ fs = 2.72817.

Tada je aproksimacija po Simpsonovoj formuli

h 0.1
Is = g(fo + fio + 451 +2S5) = — (1.5 +4 - 3.45954 + 2 - 2.72817) = 0.69315,

odnosno, da smo racunali s vise znamenki, bilo bi Ig = 0.6931471805. Prava greska
je
I(f) — Is = 0 (ako smo racunali s 5 znamenki)

= —3.0505 - 107° (ako smo rac¢unali s 10 znamenki).

Za ocjenu greske potrebna nam je cetvrta derivacija funkcije. Iskoristimo da smo
drugu derivaciju ve¢ izracunali

5 6 24
. _ " _ 4) =
pa imamo
24 24
M, — (4) = — |= 1L )5
1= o |7 (@)] = max (T a) | aclon) (T + o)

= (razlomak je veéi $to mu je nazivnik manji) = 24.
Uvrstavanjem u ocjenu dobivamo

1-0.1%

|ES(f)] < 24 = 1.33333-107°.

Da bismo postigli toénost ¢ = 1078 potrebno je

Jf (b — a)> M, (4/(1 —0)5-24
> _ — 60.4275
"= \/ 180e 180 - 10-8

tj. n > 62 (mora biti paran!). O
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Zadatak 1.22 Produljenom Simpsonovom formulom izracunagjte vrijednost inte-

grala
0.9

sh z dx
0.7

tako da greska bude manja ili jednaka 1074,

Rjesenje: Prvo nadimo ¢etvrtu derivaciju funkcije f, (znajuéi drugu iz zadatka o
trapeznoj formuli)

f'(x) =shz, f"(z)=chz, [fO(z)=shz.

Budu¢i da je druga derivacija jednaka cetvrtoj, onda je My = My = 1.02651673.
Zbog toga, potrebno nam je

_ 5 5.
(b—a) M, \/09 0.7) 102651673_0.36755’

180 180104

tj. n = 2. Tablica

k Ty, Tk
0 0.7000000000  0.7585837018
1
2

0.8000000000  0.8881059822
0.9000000000  1.0265167257

h =0.2/2 = 0.1 i aproksimacija integrala je

h
Is = g(fo +4f1 + f2) = 0.1779174785.

O

Pokazimo jos jedan zadatak u kojem ocjenjujemo My i gdje nije lako nac¢i pravu
vrijednost integrala (za kontrolu).

Zadatak 1.23 Produljenom Simpsonovom formulom izracunagjte vrijednost inte-

grala
1
/ sin e* dx
0

tako da greska bude manja ili jednaka 1073,
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Rjesenje:

()
f'(x) = e"cose”
f"(x) = e"cose® — e
f"(z) = e cose” — e**

= e" cose”

—3e*sine” — e

fW(x) = e®cose” — e*

= ¢” cose”

— Te* gin e®

Sada je lako ocijeniti My:

sin e — 2¢?

sin e® — 6e®

2% gin e®

3x

cose”

sin e — 3¢3

Prvo moramo naci odgovarajuce derivacije

Tgine® — €3 cos e”

— 6% cos e” + e** sin e”.

T cos et — 3e3

cos € + e** sin e*

My = max |f%(z)| = max le® cos e” — Te* sine® — 63 cos e” + €' sin e”

z€[0,1] z€(0,1

< max (le® cose”| + |7€2x sin e”| + |6 cos €| + |e** sin e”|)
S

= ax (Je”| | cose”| + 7|e*| | sine”| + 6|e®*| | cose”| + |e**] | sine”])
x€|0,

= Inax ("] cos e”| + Te**| sine”| + 6e™| cos e”| + ¢**| sin e”|)
x€|0,

el 147?146 1+e*-1=229.55304600.

Uvrstavanjem gornje ocjene za My u formulu za broj podintervala, dobivamo (samo
malo vise podintervala, nego da smo uspjeli izrac¢unati tocan Ms)

(b—a) 5M4 \/ (1 —0)%-229.55304609
180 180 - 103

= 5.97589,

tj. n = 6. Tablica glasi

Tk

Jr

S U = W N = O

0.0000000000
0.1666666667
0.3333333333
0.5000000000
0.6666666667
0.8333333333
1.0000000000

pa je h =1/6, a aproksimacija integrala

h
Is = 5 (fo+ fo+ 451 +25,) = 0.8749802881.
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0.8414709848
0.9251233717
0.9846945035
0.9969653876
0.9297961439
0.7450546445
0.4107812905



1.6. Inicijalni problem za obi¢ne diferencijalne
jednadzbe

Promatrat ¢emo obicnu diferencijalnu jednadzbu

d
ﬁ - f(ya £L‘), y(flf()) = Yo,

pri ¢emu pretpostavljamo da je funkcija f(y, z) neprekidna na vremenskom intervalu
ro<x<biza—00<y<o0.

Najjednostavnije metode rjesavanja te diferencijalne jednadzbe su jednokorac-
ne Runge-Kutta metode, od kojih smo spomenuli one reda 1, RK-1 (poznata jos i
kao Eulerova metoda),

ynJrl:yn_'_hf(xnayn)a 77,:0,1,...,

reda 2, tzv. RK-2
1
yn+1:yn+§(l€1+k2)a n:0a172a"'7

gdje je
ki = hnf(xnayn>
kQ - hnf(17n + hna Yn + ]{31),

i reda 4, tzv. RK-4
1
yn—l—l:yn+6(k1+2k2+2k3+k4)7 TL:O,l,Q,...,
gdje je
kl = hnf(xna yn)

1 1
k2 = hnf(xn + _hnayn + _k1>

2 2
1 1

Ako umjesto jedne jednadzbe zelimo rjesavati sustav jednadzbi, onda treba
upamtiti da velicine y,,, k, i f(x,,y,) postaju vektori, dok h,, i z,, ostaju skalari.

Ako zelite rijesiti diferencijalnu jednadzbu viseg reda, prvo je treba svesti na
sustav prvog reda.

Diferencijalna jednadzba je kruta ako mala perturbacija pocetnih vodi na ve-
liku perturbaciju u rjesenju.
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Zadatak 1.24 Fulerovom metodom s korakom h = 0.5 nadite rjesenje diferenci-

jalne jedandzbe

dy 2
— = 0) =0.25.
=y +z y0)

u tocki x = 0.5.

Rjesenje: Primijetite da nam je potreban samo jedan korak, jer startamo iz tocke
xo = 0 u kojoj je yg = 0.25. U sljede¢em koraku smo u x; = zo + h = 0.5. Funkcija
je

fla,y)=y" +u,

pa dobivamo

y1 = yo + hf (20, yo) = 0.25+ 0.5 - £(0,0.25) = 0.25+ 0.5 - (0.252 + 0)
= 0.25 + 0.5 - 0.625 = 0.28125.

Prema tome, priblizno rjesenje ove diferencijalne jednadzbe u 0.5 je 0.28125. O

Zadatak 1.25 Rijesite diferencijalnu jednadzbu iz prethodnog zadatka koristenjem
RK-2 i RK-4 metoda.

Rjesenje: Ponovno, potreban je samo jedan korak, o = 0, yg = 0.25. Za RK-2
prvo moramo izracunati ki ko

k1 = hnf(Zn,yn) = 0.5£(0,0.25) = 0.5 - (0.25* + 0) = 0.03125,
ky = hof(Tn + hyyyn + k1) = 0.5f(0 +0.5,0.25 + 0.03125) = 0.5£(0.5,0.28125)
=0.5-(0.28125% + 0.5) = 0.28955078.

Nadalje,

1 1
y1 = yo + 5 (k1 + ko) = 0.25 4 - (0.03125 +0.28955078) = 0.41040039.

Za RK-4 imamo

ki = hnf(2n,yn) = 0.5f(0,0.25) = (ovo smo ve¢ izracunali) = 0.03125,

ky = o f(2n + %hn, Un + %kl) = 0.5£(0+0.5-0.5,0.25 + 0.5 - 0.03125)
= 0.5(0.25,0.265625) = 0.5 - (0.265625% 4- 0.25) = 0.16027832

ks = o f (20 + %hn, Un + %/@) = 0.5/(0.25,0.25 + 0.5 - 0.16027832)

= 0.5£(0.25,0.33013916) = 0.5 - (0.33013916% + 0.25) = 0.17949593
ky = hypf(xn + hn, yn + k3) = 0.5f(0 + 0.5,0.25 4 0.17949593)
= 0.5(0.5,0.42949593) = 0.5 - (0.42949593% 4 0.5) = 0.34223338.
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Nadalje

Y1 =" + = (kl + 2ky + 2ks + ky)

6
1
= 6(0.03125 +2-0.16027832 + 2 - 0.17949593 + 0.34223338) = 0.42550531.

Zadatak 1.26 Za sustav diferencijalnih jednadzbi

/

y1= ti+y2 vi(0)=0,
Yy =—y1+y2 y2(0) =1,

nadite aproksimaciju rjesenja v x = 0.2 RK-2 metodom s korakom h = 0.1.

Rjesenje: Prvo treba pravilno napisati sustav, imenujuéi neke funkcije vektorima
vi y1(0) 0 Y1+ o
= s = O = = s x’ = .
o= 2] =0 =20 =[] sen=| T

Najprije, vidimo da su nam potrebna 2 koraka duljine 0.1 da bismo stigli u
0.2. Za RK-2 prvo moramo naci ky i k2 koji su vektori. Da bismo razlikovali k-ove
u raznim koracima, indeksirajmo ih josi gornjim indeksom, tako da, na primjer, k§”
znaci vektor k; u i-tom koraku.

Dakle,

kY = hf(z0,90) = 0.1f (o, [?D —0.1 [ 8:] [ 1 _ lg”

KD = hf (o + hyyo + KDY = 0.1f <o+0.1, M + lg”) —0.1f <o1 H”)
0.1+1.1 1.2 0.12
=0l l—0.1+ 1.1] =01 [1.0] a [0.10] '
Nadalje, (ovdje y; oznacava sljedeéu iteraciju, a ne varijablu)
1 0 1/(]10.1 0.12 0 0.11 0.11
_ e ACNTAC N - _ _
=gtz k) = [1] T3 QO.J + lO.lOD - [1] + l 0.1 ] - [1.10] '

Dakle, u 0.1 su aproksimacije rjesenja y;(0.1) ~ 0.11 i y2(0.1) =~ 1.10.
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Sada treba napraviti jos jedan korak
2) _ _ 0111\ 0.11+1.10
i _hﬂ“W”_olf@lw1ﬂJ>_Oll4nl+1m
1.21 0.121
=0l [0.99] N [0.0991

@ @\ 0.11 0.121

B 02317\ 0.231+1.199]  [1.430] [0.1430
17 (o2 [P2]) <o ENEE

1.199 —0.231 4+ 1.199 0.968

Nadalje, (ovdje y; i yo oznacavaju iteracije, a ne varijable)
B 1, @ @, |0.11 1/10.121 0.1430
=yt om k) =10 T3 0009 | | 0.0068
1011 n 0.132 | |0.2420
| 1.10 0.0979 | | 1.1979 |~
Zmajuci da je pravo rjesenje ovog sustava

y1(z) = e*sinx

ya(x) = e® cosx
nije tesko poakazati da su prava rjesenja u 0.2

y1(0.2) = 0.24265527
y2(0.2) = 1.19705602,

pa smo dobili dobre aproksimacije rjesenja.
Zadatak 1.27 Diferencijalnu jednadzbu
YW+ @+ 1)y +y+a+1=0

napisite u obliku sustava diferencijalnih jednadzbi prvog reda.

Rjesenje: Redom zamjenjujemo derivacije y-a novim varijablama:

y =z
'+ (r+1)z+y+ax+1=0.

Vidimo da u drugoj jednadzbi imamo tre¢u derivaciju. Ponovimo zamjenu

y ==z
7 =u

W+ @+ Dz+y+r+1=0.
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Ocito nam treba jos jedna zamjena

y ==z
7 =u
u =0

V+(x+1)z+y+r+1=0,

pa sustav uobicajeno pisemo

[
SEEE N

y/
Z/
u/
V=—(z+1)z—y—x—1.

Ako zadamo i pocetne uvjete (u kojima na isti na¢in supstituiramo varijable), onda
mozemo takvu diferencijalnu jednadzbu rijesiti proizvoljnom RK-metodom. U vek-
toru rjesenja su komponente redom y(z,), ' (x,), ¥"(xn), v"(z,). O

Zadatak 1.28 Poznato je opce rjesenje neke diferencijalne jednadzbe koje glasi
y(z) = cre™ " + 2% — 1.

Zadan je pocetni uwvjet y(—1) = 2. Je li ta diferencijalna jednadzba kruta ako napre-
dujemo po x? Objasnite!

Rjesenje: Za krute diferencijalne jednadzbe vrijedi da mala perturbacija pocetnog
uvjeta bitno mijenja partikularno rjesenje.

U ovoj diferencijalnoj jednadzbi, zbog pocetnog uvjeta y(—1) = 2, odredujemo
c1 i dobivamo da mora vrijediti

2 = y(—1) = cre D 4 (—1)2 - (~1),

tj.
2 =ce® +2,
paje c; = 0.

Dakle, partikularno rjesenje te diferencijalne jednadzbe je

y(z) = 2* — 2.

Sada malo perturbirajmo pocetni uvjet. Neka je y(—1) = 2 4 ¢, || < 1.
Uvrstyavanjem tog pocetnog uvjeta dobivamo:

24e=y(—1)=ce Y 4 (=1)2 — (-1),
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tj.
24+ ¢e=ce®+2,

pa je
Cl1 = —&5¢.

Tada je partikularno rjesenje

y(z) = —ze P 4 2% — 2.

Usporedimo sad oba partikularna rjeSenja. Pitanje je samo hoce li ¢lan

€ —25x
25 €
e

dominirati nad 2% — z. Jasno je da neée, jer funkcija e 2°* brzo pada kad z raste,

pa diferencijalna jednadzba nije kruta. O

Zadatak 1.29 Poznato je opée rjesenje neke diferencijalne jednadzbe koje glasi
y(z) = c®" + 2 — 1.

Zadan je pocetni uvjet y(—1) = 2. Je li ta diferencijalna jednadzba kruta ako napre-
dujemo po x? Objasnite!
Rjesenje: Iz pocetnog uvjeta y(—1) = 2, odredujemo ¢; i dobivamo
2=y(—1) =¥V 4+ (=1)> — (-1),
tj.
2= 616725 —+ 2,

paje c; = 0.

Dakle, partikularno rjesenje te diferencijalne jednadzbe je

Sada malo perturbirajmo pocetni uvjet. Neka je y(—1) = 2+ ¢, |¢] < 1.
Uvrstyavanjem tog pocetnog uvjeta dobivamo:

2+e=y(—1)=c®Y 4 (=1)2 — (-1),

tj.
24e=ce®+2,
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pa je

Tada je partikularno rjesenje
y(r) = (e€®) - e® 4 2% — 1.
Usporedimo sad oba partikularna rjesenja. Pitanje je samo hoce li ¢lan
(ceB) . B0

dominirati nad 2% — z. Jasno je da hoce, jer funkcija e?* brzo raste kad x raste, pa

¢e 22 — x vrlo brzo postati malo prema doti¢nom ¢lanu. Zakljuéujemo diferencijalna
jednadzba je kruta. O
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