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6. Poopcenja
Newton—Leibnizove formule

6.1. Jos neki vazni operatori

Doasad smo naucili operator V ili grad, koji od skalarnog polja radi vektorsko
polje:
ou oU oU
VU =gradU =V -U(z,y,2) = | —, —, — | -
& (z,9.2) <8x dy 8,2)
Sada ¢emo upoznati jos dva operatora: rot i div. Operator rot od vektorskog polja
pravi drugo vektorsko polje:

T7 k
- - o 0 0 oF, O0F, 0F, OF. 0F, O0F,
ol =Vx k= dr dy 0z _<8y 0z 0z  Ox Ox 8y>'
P, F, F,

Rotacija mjeri vrtloznost polja F.
Primjer 6.1.1. [zracunajte rot F ako je F = (z + 2y + 2%, 2% — 2,42 + 2).
Vrrijeds
= oF, O0F, OF, OF, 0F, OF,
rot [’ = - = — ,—2 —
dy 0z 0z Ox ~ Ox y

>:(2y+1,22—0,2x—2).

Divergencija od vektorskog polja pravi skalarno polje i definira se kao:

9 9 9
Ox’ Jy’ Oz

OF, OF, OF
(F,. F, F,) = - Y =,
) (Fo, Fy, ) ox + Ay 0z

divﬁ:v-ﬁ:<

Divergencija mjeri ima li polje F igvor.
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Primjer 6.1.2. Izracunajte div F ako je F = (z + 2y + 22, 2% — 2,42 + 2).

Vrigedsi

- 0F, O0OF, OF.
divF = —= Y “=1+0+1=2.
v Ox + oy + 0z o

6.2. Stokesov teorem

1-dimenzionalni slucaj

Prisjetimo se, ako imamo konzervativno polje, onda se F moze napisati kao
gradijent nekog skalarnog polja U, a integral vektorskog polja F' od tocke A do tocke
B takve funkcije uopce ne ovisi o putu.

A
k
B

Oznacimo s k krivulju od A do B, a s 0k rub krivulje £, tj. krajnje tocke
krivulje k. Onda imamo:

B
=U
A

/VU-df:/dU:U .
ok
k k

Sto mjeri VU? Brzinu rasta (pazite brzina je vektor, a ne broj!) polja U.

2-dimenzionalni slucaj — Stokesov teorem

Stokesov teorem omoguc¢ava nam da umjesto po plohi P integriramo po rubu
plohe P (krivulji!), u oznaci 9P i obratno.

Neka je definirano vektorsko polje F iV xF na plohi P. Orijentirajmo
zatvorenu krivulju P tako da je orijentacija suprotna od kazaljke na satu. Jednako
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tako, u svakoj tocki plohe, kad pogledamo s vrha dﬁ, prema krivulji, krivulja mora
biti pozitivno orijentirana (obrnuto od kazaljke na satu). Tada vrijedi

//(Vxﬁ)dﬁ://rotﬁdﬁ:j{ﬁ-dﬁ
P P opP

Sto mjeri rot F=VxFE? Mjeri rotaciju, odnosno vrtloznost polja F.

Ako je P mala povrsina na koju je 7 jedniniéni vektor normale i ako rub od
P oznacimo s 0P,

S

oP

onda imamo

F - dF (Vx F)dP (VxF)-ii [[dP
ip 4/}3 ~ Pé] = (Vx F)-.

Priblizna jednakost vrijedi zato Sto je ploha mala, pa se niti 7, niti F ne mijenja
puno.

Drugim rije¢ima, zakljucili smo da je

N B =
(VXF)-TL—]IDIEI}OFj{F-dT.
ap

Limes s desne strane predstavlja rotaciju polja F.

Imamo tri moguce situacije.

7{13~d7?>0

sl

(VX F)-i>0
+ vrtlog
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j{ﬁ-df<0

el

(Vx F)- <0
— vrtlog

%ﬁwﬁzO
(VxF)-ii=0
protok

Tl

Ako je V x F=0nu svakoj tocki nekog dijela prostora, onda je polje F
bezvrtlozno u tom dijelu prostora.

Pokazimo sad da su potencijalna (konzervativna) polja bezvrtlozna. Zbog
potencijalnosti imamo F' = VU, pa je

I
=

V x VU =

SD‘% SRS

v
9 9
or 0Oy
o au
or Oy
Posljednja nula na desnoj strani slijedi zbog toga sto kad funkcije imaju dovoljno
neprekidnih derivacija, poredak deriviranja po razli¢itim varijablama nije bitan.

Potencijalna (konzervativna) polja su bezvrtlozna. Vrijedi i obrat, bez-
vrtlozna polja su potencijalna (konzervativna).

Primjer 6.2.1. Ispitajte je li polje
F = (y?cosx+ 2%, 2ysinz — 4, 322> + 2)

konzervativno, potencijalno, bezvrtlozno polje.

Prema veé zakljucenom, ta tri pitanja predstavljaju isto pitanje, pa mozZemo
dokazati bilo sto od toga.
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Konzervativnost polja

Ovo je vjerojatno najteze direktno dokazati, jer treba vidjeti da za svaki par tocaka
A, B i svaku krivulju k koja ih spaja vrijedi

fﬁwW:O
k

Potencijalnost polja

Treba naci skalarno polje U, takvo da vrijedi

F=VU.

Dakle, imamo:

— =y cosxr + 27,

Ox

ou

— = 2ysinx — 4,

dy

ou

5 = 3.1'22 + 2.

Iz posljednje jednadzbe izlazi da je

Ulz,y,z) = /(3x22 +2)dz = 22° + 22 + g(z,y).

Deriwviranjem po y imamo

ou  9g(z,y)
dy Iy
a s druge strane mora biti
ou )
— = 2ysinz — 4,
Ay
sto zajedno daje
0
9(z,y) = 2ysinx — 4,
dy

odnosno
g(z,y) =y’ sinz — 4y + h(z).

Uvrstimo Ui to uw U(x,y, z), dobivamo:
Ulx,y, z) = 12° + 2z + y?*sinx — 4y + h(x).
Konacno, moramo odrediti jos funkciju h, deriviranjem U po x. Vrijedi:

8_U =23 4 y2 cosx + dh(z)

ox dr '
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— =y“cosxr + 2z,
Ox
Sto zagedno daje da je
dh(z) 0
de
odnosno da je
h(z) =c

Prema tome,
Uz,y,2) = x2° + 2z +y*sinz — 4y + c.

Zakljucujemo da je polje potencijalno.
Bezvrtloznost polja

Treba provjeriti je li uvijek rot F=0.

7k
Fovxi-| L 9 2
robE =V X R = oy 0z
F, F, F

7 7 k

_ 9 9 9

B ox Oy 0z

y?cosx + 22 2uysinx —4  3z22+2

= (g(?)acz2 +2)

0 : ~
o 5 (2ysinx — 4)) 7

z

— <2(3xz2 +2) —

0
P (y? cos = + 23)> 7

Dz
+ <%(2ysinx —4) — gy(y2 cosx + 23)> k
= (0—0)7— (322 — 32%)J+ (2y cos x — 2y cos z)k = 0.

Zakljucujemo da je polje bezvrtlozZno.

Primjer 6.2.2. [zracunajmo

N‘Ke\
BT
Q.
=
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ako je k zatvorena krivulja (dijelovi pravaca) koji spajaju tocke (1,2,0), (0,0,0) i
(0,0,1),

a F vektorsko polje

Fz,y,2) = (2 + 2°,22° + 27,227 + o).

Ovaj primjer moZemo rijesiti direktno i primjenom Stokesovog teorema.
Direktno rjesenje
Da bismo direktno dobili rjesenje, moramo parametrizirati sve tri duZine. Pruo,
parametriziragmo duZinu od (1,2,0) do (0,0,0). Pravac koji prolazi zadanim tocka-

ma je:
r—0 y—-0 =z-0

=0 2-0 o0-0 "
odnosno
T =1,
y =2t
z=0.

Pritom se parametar t krece od 1 do 0.
Odmah vidimo da je
F(r(t) = (2- (26)* + 02,2 0% + 12, 2t* + (2t)%) = (8%, 1%, 6t%),

dr Gﬁ)
dt

Integral od (1,2,0) do (0,0,0) jednak je:

= (1,2,0).

0 0
10 ,1© 10
I = /(8t2,t2,6t2) (1,2,0)dt = /10752 dt = §t3 =3
1
1 1

Sada parametrizirajmo duzinu od (0,0,0) do (0,0,1). Odmah vidimo da je
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parametar t se krece od 0 do 1.

Sada je
F(F(t)) = (2 (0)* + 3,22+ 0%,2- 0> + (0)%) = (%, 2*,0),
dr() B

Integral od (0,0,0) do (0,0,1) jednak je:

1 1
1= [(22,0)-(0,0,1)dt = [0dt =0,
0 0

Konacno, treba jos parametrizirati duzinu od (0,0,1) do (1,2,0). Jednadzba
pravea kroz te dvije tocke je:

- 2 o1 °
0dnosno
T =1,
y = 2t,
z=—t+1.

Pritom se t kreée od 0 do 1.
Sada je
F(7(t)) = (2 (20) 4+ (=t + 1)%,2 - (=t + 1)% + 12,2t + (2t)?)
= (9t — 2t +1,3t* — 4t + 2,61%),
dr(1)
dt
Integral od (0,0,1) do (1,2,0) jednak je:

= (1,2,-1).

Iy = [ (9t — 2t + 1,3t — 4t + 2,6t%) - (1,2, —1) dt

1
(9t — 10t +5)dt = (3t> —5t* +5t) | =3 -5+ 5= 3.
0

o O~ _

Prema tome, nas integral jednak je

10 1
]:]14—[24—[3:—?-}-04—3:—5.
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Rjesenje pomocu Stokesovog teorema

Za racunanje pomocu Stokesovog teorema treba nam

ﬁ
=4

|

I

<

X

|

I

Plo ~
Sl =
83|Q3 B!

22 + 22 222422 2% 442
= (2y — 42)7— (4z — 22)]+ (2z — 4y)k.

Sada s integrala po stranicama trokuta prelazimo na integral po trokutu.

Prvo moramo znati parametrizirati dio ravnine kojoj pripada zadani trokut.
Toj ravnini pripadaju tocka (0,0,0), a razapeta je vektorima (0,0,1) i (1,2,0). Nor-
mala te ravnine je

77k
i=1001|=(-21,0).
120

Primigetite da je normala te ravnine dobro orijentirana obzirom na orijenataciju
trokuta. Jednadzba te ravnine je

—2rx+y=0.

Parametrizaciju mozZemo napisati kao

T =u,
y = 2u,
Z=".

Tada na$ trokut w w,v ravnini izgleda ovako:

v
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Zadani trokut tma parametrizaciju:

r=u, 0<u<l
=v, 0<v<1—u.

Po definiciji nam jos samo treba

= = (1,2
TU au ( J 70)
. 0r(u,v)

— — 1
T’U av (0’ 07 )’

1 Ty X Ty, no to smo vec izracunali kad smo racunali 1. Osim toga, ustanovili smo da
moramo napraviti vektorski produkt u drugom smjeru da normala “gleda na pravu
stranu”.

Konacno, u 'V x F' treba uvrstiti izabranu parametrizaciju:
(Vx F)u,v)=(2-2u—4-v,2-0v—4-u,2-u—4-(2u)) = (4u — 4v, 20 — 4u, —6u).

Sada je

//(Vxﬁ)al]5

u

(du — 4v,2v — 4u, —6u) - (—2,1,0) dvdu

u

1
(—8u—|—8v—|—2v—4u)dvdu:/
0

u

(—12u+ 10v) dv du

ST °~—~T
o7

(—12uv + 507)

:)u du = /(—12u(1 —u) 4+ 5(1 — u)?) du

S O O~ o~ _

1
(—12u 4+ 12u% + 5 — 10u + 5u?) du = /(17u2 — 22u + 5) du
0

1 17 1
=——1145] = ——.
0 ( + ) 3

/ﬁ-df
k

17
= (?ﬁ —11u? + 5u)

Primjer 6.2.3. [zracunajmo

ako je k dio Arhimedove spirale

7(t) = (acost,asint, bt),
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pri cemu su a, b # 0 neke konstante, za 0 < t < 2,

a F vektorsko polje
ﬁ(l‘, Y, Z) = (x2 - yzayz — Xz, 22 - :cy)

Ponovno, zadatak se moZe rijesiti direktno, ali i koristenjem cinjenice da je
polje F' konzervativno.

Direktno rjesenje
Parametrizacija krivulje k veé je zadana, pa treba jos izracunati

F(7(t)) = (a* cos®t — abtsint, a® sin®t — abt cost, b*t* — a*sint cost),

—

dr(t
255) = (—asint,acost,b),
dr(t
F(r(t)) - :Z(t ) = —a’sintcos®t + a*bt sin®t + a®sin®t cost

— a®btcos®t + b3t? — a’bsint cost.
Samo racunanje integrala kojemu posljednja funkcija podintegralna, postaje prilicno
dugotrajan posao (obavite ga za vjezbu,).
Rjesenje koristenjem konzervativnosti polja

PokazZimo da je zadano polje bezvrtlozno, pa onda i konzervativno:

7 7 k

(Fovxio| 2 9 9

ot = Vo= ox oy 0z
2?2 —yzr yr—wz P —ay

= (~x+2)T— (~y +y)J+ (—= + )k = 0.

Kod konzervativnih polja, integral ne ovisi o putu, nego samo o krajnjim toc-
kama puta. Prema tome, moZemo odabrati neki jednostavniji put, kao Sto je dio
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pravea od tocke (a,0,0) do tocke (a,0,2br) (plava spojnica). Parametrizacija tog
dijela pravca je

= a’
y =0,
z =1,
pri cemu se t krece od 0 do 2br.
Sada je
F(r(t)) = (a* —at®,1%),
dr()
— = (0,0,1),
= dr(?&) 2
t)) - t
() 2 =,
i
I / F-dr 7752 R
— . r = = — = .
k 0 3 lo 3

Primjer 6.2.4. Zadano je vektorsko polje

F = 0].
<x2+y2’x2+y2’ )

Pokazite, da 1ako je V x F= 0, svugdje gdje je F definirano, ipak je
?{F-dfyéo, //(vXﬁ)dﬁ:o.
oP P

ako je P gornja polusfera x* + y* + 22 = a?, odnosno OP je rub te polusfere, tj. to
je kruznica * + y? = a* u xy ravnini.

Promatramo li polje ﬁ, vidjet ¢emo da ono nije definirano ¢im je x =y = 0.
Ima li na nasoj sferi takva tocka? Ima! To je tocka (0,0,a). Kad nije definiran F'
u toj tocki, ne moZe biti definiran niti rot I

Za sve ostale tocke (gdje je F definiran) je:

7 7 k
) ) 9 o 9
rot =V x F = or dy Oz
—y T 0
.%’2 + y2 .%’2 + y2

2 2 2 2
., . Y- —x Tt —y - S
= (0-0)7—(0—-0 - k=0
(0= 0F= )]+<(x2+y2)2 (x2+y2)2)
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S druge strane, direktnim rac¢unom iz parametrizacije kruznice

T = acos p,
Y = asin g, 0<p<2r
z =0,
1zlazi )
. sing cosp
F =\~ ) 70> )
(fle)) = (- 22,2
d —
:Z((p) = (—asin g, acos,0),
dr()
F (7 . =1
o G2 =1,
pa je
2

6.3. Gaussov teorem

3-dimenzionalni slucaj

Ovaj teorem mnogi nazivaju i teorem o divergenciji ili teorem Gauss—Green—
Ostrogradski. Slicno kao sto smo u dvodimenzionalnom sluc¢aju, umjesto po plohi
P integrirali po krivulji 9P (i obratno), Gaussov teorem omogucava da vektorsko
polje F umjesto po zatvorenoj plohi OV integriramo po volumenu V' i obratno (pri
¢emu je JV “rub” volumena V'):

/‘//V-ﬁdV:/‘///divde:gF.dﬁ.

Pritom je dP tzv. vanjska normala, jer “gleda” izvan zatvorene plohe OV .
Sto mjeri div F=vV-F? Mjeri divergenciju, odnosno izviranje polja F.
Ako je V mali volumen onda je

{JF-ap ///vﬁdv vﬁ///dv
oV _ v ~ v _v
Vv Vv Vv

F.

Priblizna jednakost vrijedi zato sto je volumen mali, pa se niti F ne mijenja puno.



6. POOPCENJA NEWTON-LEIBNIZOVE FORMULE STOKES - 63

Drugim rije¢ima, zakljucili smo da je

Ako je div F> 0, onda ¢emo imati izvor polja ﬁ, ako je div F < 0 onda ¢emo imati
ponor polja F'; a ako je div F' = 0 onda polje F' nema ni izvor ni ponor.

Primjer 6.3.1. Za vektorsko polje
F= (x,y,—2).
izracunagte tok tog polja kroz oplosje paraboloida (bez baze!)
2z =a% +9?

omedenog ravninom z = 2.

2

Ponovno, racun mozZemo provesti direktno 1 koristenjem Gaussovog teorema.
Direktno rjesenje
Parametriziragmo paraboloid:
T = pcos,

Yy = psin g, 0<p<2m, 0<p<V2
z=p
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Sada je

7/_"P - (COS ¥, sin ¥, 2p)7
T, = (—psinp, pcos g, 0)
7 7k
Ty X Tp=| cosp sing 2p
—psing pcosy 0
= 1(—2p% cos @) — J(2p% sin @) + k(pcos® o + psin® @)
= (—2p" cos p, =2p” sin g, p).
Primigetite da je z-komponenta ove normale pozitivna, pa ¢e normala “gledati prema
unutrasnosti” paraboloida. Zelimo li normalu koja “gleda na van”, (kao $to nam to

treba kod Gaussovog teorema), moramo joj promijeniti znak u suprotan, drugim
rijecima, za “vanjsku normalu” trebamo

7, x 7, = (2p” cos ¢, 2p° sin p, —p).
Nadalje,

F((p,)) = (pcos g, psin g, —p°)
ﬁ(F(p, ©)) - (7, x 7)) = 2p° cos® p + 2p° sin® p + p* = 3p°.
Prema tome, imamo:

2w

\/i 27

34

1= forapas= %
0 0 0

Rjesenje koristenjem Gaussovog teorema

27
= 6.

V2
0 0

27
dgpz/Bdgsz(p
0

Da bismo mogli iskoristiti Gaussov teorem, moramo “zatvoriti” plohu. Najjednos-
tavnije zatvarange je dodavanjem baze B paraboloida (crveno).
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Ako s I oznacimo traZeni intergal po otvorenom paraboloidu, onda je
[]]v-Fav=1+{fF-ap.
1% B

Prvo izracunajmo
ﬁ F.dP,
B

pri cemu krug B parametriziramo s

T = pcosy,
y=psing, 0<p<2m, 0<p<V2
z =2,

Sada je
7, = (cos p,sin g, 0),
7, = (—psin g, peos 3, 0)
7 7k
Ty XT,=| cose sing 0|=1(0,0,p).
—psinp pcosep 0
Normala na krug gleda “prema gore” (z komponenta pozitivna), tako da normale na
rub OV gledaju “prema van”. Nadalje je

Prema tome, tmamo:

2 V2 27 V3 o o
SﬁﬁF dpP // 2pdpd<p=/—p2 d<,0=/—2d<,0: —20| = —4n.
0 0

Moramo jos izracunati

// v.Fdv,
1%

gdje je V' zatvoreni paraboloid.

Imamo: .
V-F=141—-1=1,
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a paraboloid parametriziramo u cilindarskim koordinatama

T = pCosp,
Yy = psin @, 0 << 27, O§p§\/§, p2§z§2.
z =2z,

Prema tome izlazi

27
= 2.

—_
QU

©
I

©

2m V2 2 2m V2 9
///V-ﬁde///pdzdpdcpz//pz dedgp
v 00 p2 0 0 P
27 V2 27 p4 NG
I//(Qp—pB)dpd<p=/<p2—z> dy
00 0 0
2
/

Konacno, uvrstavanjem, dobivamo

fz/v//v-ﬁdV—gﬁﬁdﬁzzw—(—m):m



