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1. Numericka integracija

1.1. Opcéenito o integracijskim formulama

) Zadana je funkcija f : I — R, gdje je I obi¢no interval (moze i beskonacan).
Zelimo izrac¢unati integral funkcije f na intervalu [a, b],

I(f) = /f(x) dz. (1.1.1)

Svi znamo da je deriviranje (barem analiticki) jednostavan postupak, dok integri-
ranje to nije, pa se integrali analiticki u “lijepoj formi” mogu izracunati samo za
malen skup funkcija f. Zbog toga, u veéini slucajeva ne mozemo iskoristiti osnovni
teorem integralnog racuna, tj. Newton—Leibnitzovu formulu za racunanje I( f) preko
vrijednosti primitivne funkcije ' od f u rubovima intervala

1) = [ f(@)dz = Fb) = F(a).

Drugim rije¢ima, jedino $to nam preostaje je priblizno, numericko racunanje I(f).

Osnovna ideja numericke integracije je izracunavanje I(f) koristenjem vrijed-
nosti funkcije f na nekom kona¢nom skupu tocaka. Recimo odmah da postoje i
integracijske formule koje koriste i derivacije funkcije f, ali o tome kako se one
dobivaju i cemu sluze, bit ¢e viSe rijeci nesto kasnije.

Opca integracijska formula ima oblik

I(f) = Im(f) + En(f),

pri cemu je m + 1 broj koristenih tocaka, I,,(f) pripadna aproksimacija integrala, a
E,.(f) pritom napravljena greska. Ovakve formule za pribliznu integraciju funkcija
jedne varijable (tj. na jednodimenzionalnoj domeni) Cesto se zovu i kvadraturne
formule, zbog interpretacije integrala kao povrsine ispod krivulje.
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Ako koristimo samo funkcijske vrijednosti za aproksimaciju integrala, onda
aproksimacija I,,(f) ima oblik

La(f) = S0 wl™ f(a™), (1.12)
k=0

pri ¢emu je m neki unaprijed zadani prirodni broj. Koeficijenti x,(gm) Zovu se CVorovi

integracije, a w(™ tezinski koeficijenti.

U opc¢em slucaju, za fiksni m, moramo nekako odrediti 2m + 2 nepoznatih
koeficijenata. Uobicajen nacin njihovog odredivanja je zahtjev da su integracijska
formule egzaktne na vektorskom prostoru polinoma sto viseg stupnja. Zasto bas
tako? Ako postoji Taylorov red za funkciju f i ako on konvergira, onda bi to
znacilo da integracijska formula egzaktno integrira pocetni komad Taylorovog reda,
tj. Taylorov polinom. Drugim rije¢ima, greska bi bila mala, tj. jednaka integralu
greske koji nastaje kad iz Taylorovog reda napravimo Taylorov polinom.

Zbog linearnosti integrala kao funkcionala

/mfuyuw@»¢p:q/ﬂ@dx+5/¢@d% (1.1.3)

dovoljno je gledati egzaktnost tih formula na nekoj bazi vektorskog prostora, recimo
na
{1,2,2%, 2%, ..., 2™ ...},

jer svojstvo (1.1.3) onda osigurava egzaktnost za sve polinome do najviseg stupnja
baze.

Ako su ¢évorovi fiksirani, recimo ekvidistantni, onda dobivano tzv. Newton—
Cotesove formule, za koje moramo odrediti m + 1 nepoznati koeficijent (tezine).
Uvjeti egzaktnosti na vektorskom prostoru polinoma tada vode na sustav linearnih
jednadzbi. Kasnije ¢emo pokazati da se te formule mogu dobiti i kao integrali
interpolacijskih polinoma stupnja m za funkciju f na zadanoj (ekvidistantnoj) mrezi
¢vorova.

S druge strane, mozemo fiksirati samo neke c¢vorove, ili dozvoliti da su svi
¢vorovi “slobodni”. Ove posljednje formule zovu se formule Gaussovog tipa. U
slucaju Gaussovih formula (ali moze se i kod tezinskih Newton-Cotesovih formula)
uobicajeno je (1.1.1) zapisati u obliku

b
Hﬁ:/@uﬁ@mL (1.1.4)

pri ¢emu je funkcija w > 0 tzv. tezinska funkcija. Ona ima istu ulogu “gustoce”
mjere kao i kod metode najmanjih kvadrata. Ideja je “razdvojiti” podintegralnu
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funkciju na dva dijela, tako da singulariteti budu ukljuceni u w. Gaussove se for-
mule nikad ne racunaju “direktno” iz uvjeta egzaktnosti, jer to vodi na nelinearni
sustav jednadzbi. Pokazat ¢emo da postoji veza Gaussovih formula, funkcije w i
ortogonalnih polinoma obzirom na funkciju w na intervalu [a,b], koja omoguéava
efikasno racunanje svih parametara za Gaussove formule.

Na kraju ovog uvoda spomenimo jos da postoje primjene u kojima je korisno
traziti egzaktnost integracijskih formula na drugacijim sustavima funkcija, koji nisu
prostori polinoma do odredenog stupnja.

1.2. Newton—Cotesove formule

Newton-Cotesove formule zatvorenog tipa imaju ekvidistantne ¢vorove, s tim
da je prvi évor u tocki xy := a, a posljednji u x,, := b. Preciznije, za zatvorenu (to
se ¢esto ispusta) Newton—Cotesovu formulu s (m + 1)-nom tockom évorovi su

b_
2™ = wo+ kb, k=0,...,m, hpy=-—o0

m

Drugim rije¢ima, osnovni je oblik Newton—-Cotesovih formula

/f(x) dz ~ I,(f) = fj wi™ f (o + k). (1.2.1)

1.2.1. Trapezna formula

[zvedimo najjednostavniju (zatvorenu) Newton—Cotesovu formulu za m = 1.
Za m = 1, aproksimacija integrala (1.2.1) ima oblik
1 (f) = wi f (o) + wi) f(wo + ),
pri cemu je

hI:hlz

=b—a,
1

pa je xg = a i x; = b. Da bismo olaksali pisanje, kad znamo da je m = 1, mozemo
izostaviti gornje indekse u w,(gl), tj., radi jednostavnosti, piSemo wy := w,(gl). Dakle,
moramo pronadi tezine wy i wq, tako da integracijska formula egzaktno integrira
polinome $to viseg stupnja na intervalu [a, b], tj. da za polinome f §to viseg stupnja

bude
J f@)da = L(f) = wof(a) +wr f (D)
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Stavimo, redom, uvjete na bazu vektorskog prostora polinoma. Ako je f neki
od polinoma baze vektorskog prostora, morat ¢emo izracunati njegov integral. Zbog
toga je zgodno odmah izracunati integrale oblika

b
/xkd:p, k>0,

a zatim rezultat koristiti za razne k. Vrijedi

b kt1
k x
d =

[t do k+1),

a

= — (1.2.2)

Za f(z) =1 = 2° dobivamo
b
b—a:/xodx:w(]'l—i—wl'l.

Odmabh je ocito da iz jedne jednadzbe ne mozemo odrediti dva nepoznata parame-
tra, pa moramo zahtjevati da integracijska formula bude egzaktna i na polinomima
stupnja 1.
Za f(x) = x izlazi
b

a

b? — a?

2

Sada imamo dvije jednadzbe s dvije nepoznanice
wo + wy = b—a
b? — a?

2

awy + bw, =

Pomnozimo li prvu jednadzbu s —a i dodamo drugoj, dobivamo

b — a? b* —2ab+a®>  (b—a)?
5 —a(b—a) = 5 =G

(b—a)w, =

Buduéi da je a # b, dijeljenjem s b — a, dobivamo

1 h
w1—§(b—a)_§.

Drugu tezinu wy lako izracunamo iz prve jednadzbe linearnog sustava

(b_a):ﬁa

wo=b—a—w = 5

1
2
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pa je wy = w.

Vidimo da je integracijska formula I;(f) dobivena iz egzaktnosti na svim poli-
nomima stupnja manjeg ili jednakog 1, i glasi

b
h
[ f@)de = 3 (@) + 1 0).
Ta formula zove se trapezna formula. Odakle joj ime? NapiSemo li je na malo
drugaciji nacin, kao
b
b
[ #ayde = OO )

odmah ¢emo vidjeti da je (f(a) + f(b))/2 srednjica, a b — a visina trapeza sa slike.

/(b)

Drugim rije¢ima, povrsinu ispod krivulje zamijenili smo (tj. aproksimirali) povrsi-
nom trapeza.

Koliko je ta zamjena dobra? Ovisi o funkciji f. Sve dok pravac razumno
aproksimira oblik funkciju f, greska je mala. Na primjer, za funkciju

f(a)
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pravac nije dobra aproksimacija za oblik funkcije f. Da smo nacrtali funkciju f
“simetricnije” oko sjecista, moglo bi se dogoditi da je greska vrlo mala, jer bi se ono
Sto je previse uracunato u povrsinu s jedne strane “skratilo” s onim §to je premalo
uracunato s druge strane. S numerickog stanovista, takav pristup je opasan.

Trapezna integracijska formula nece egzaktno integrirati sve polinome stup-
nja 2. To nije tesko pokazati, jer ve¢ za

fla) =2
vrijedi
b a2 + b2

:/:p2dx7éll(x2): 5 (b —a).

b3_a3
3

a

Slika nas upucuje na jos jednu ¢injenicu. Povucemo li kroz (a, f(a)), (b, f())
linearni interpolacijski polinom, a zatim ga egzaktno integriramo od a do b, dobi-
vamo trapeznu formulu. Pokazimo da je to tako.

Interpolacijski polinom stupnja 1 koji prolazi kroz zadane tocke je

pi(x) = fla) + fla, b} (x — a).
Njegov integral na [a, b] je

b

[y = (5@~ o flathe + 10 0) %)

a

b

(b= a)?

= (- a)f(a) +

flat] = (b — ) IO

Ovaj nam pristup omogucava i ocjenu greske integracijska formule, preko oc-
jene greske interpolacijskog polinoma, uz uvjet da mozemo ocijeniti gresku interpo-
lacijskog polinoma (tj. ako f ima dovoljan broj neprekidnih derivacija).

Neka je funkcija f € C?[a,b]. Greska interpolacijskog polinoma stupnja 1 koji
funkciju f interpolira u tockama (a, f(a)), (b, f(b)) na intervalu [a, b] jednaka je

1) = @) - @) = T (2~ a) (2 ).
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Ostaje samo izracunati F1(f). Iskoristit éemo generalizaciju teorema srednje
vrijednosti za integrale. Ako su funkcije g i w integrabilne na [a, b] i ako je w(z) > 0
na [a,b], a

m= inf g(z), M = sup g(x),

z€fab] s€lad]

/ da:</ gM/bw(:c)dx

Prethodna formula lako se dokazuje, jer je

onda vrijedi

m<g(z) <M = muw(x) < g(z)w(r) < Mw(x),
pa je

m/bw( g/b 2)d < M/ (1.2.3)

Digresija za nematematicare. inf (¢itati infimum) je minimum funkcije koji se ne
mora dosti¢i. Na primjer, funkcija

g(x)=z mna (0,1) (1.2.4)
nema minimum, ali je
inf x=0.
z€(0,1)

Sliéno vrijedi i za sup (Gitati supremum). Supremum je maksimum funkcije koji se
ne mora dosti¢i. Na primjer, funkcija iz relacije (1.2.4) nema ni maksimum, ali je

sup = = 1.
z€(0,1)

Koristenjem relacije (1.2.3), lako dokazujemo integralni teorem srednje vrijed-
nosti s tezinama.

Teorem 1.2.1. Neka su funkcije g i w integrabilne na [a,b] i neka je

m = inf g¢g(z), M = sup g(z).

v€fa.b] velad

Nadalje, neka je w(x) > 0 na [a,b]. Tada postoji broj pu, m < p < M takav da
vrigedi
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Posebno, ako je g neprekidna na [a,b], onda postoji broj ¢ takav da je

/b w(z)g(z) dz = g(¢) / w(z) d.

Dokaz:
Ako je

onda je po (1.2.3) i

pa za i mozemo uzeti proizvoljan realan broj. Ako je

b
/w(x) dx >0,

onda dijeljenjem formule (1.2.3) s prethodnim integralom dobivamo

b
Jw(z)g(r)dx
m < <M,
Jw(zx)dx
pa za p mozemo uzeti
b
afw(x)g(x) dx
M g

Posljednji zakljucak teorema slijedi iz ¢injenice da neprekidna funkcija na segmentu
postize sve vrijednosti izmedu minimuma i maksimuma, pa mora postic¢ii g. Drugim
rije¢ima, postoji ¢ takav da je u = g({). |

Prisjetite se, ve¢ smo pokazali da je
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pa mozemo uzeti

(x —a)(z—0b)

we) =~ LI () =~ (€).

Po generaliziranom teoremu srednje vrijednosti, ako je f € C?[a, b], ($to znaci da je

f" € C%a,b]), vrijedi da je

B(p) =) [Ty,

a

Ovaj se integral jednostavno racuna. Integriranjem dobivamo

ti@—aﬂx—wdr (b—a)® B
J 2 12 127

pa je
E(f)=-1"()=

1.2.2. Simpsonova formula

Izvedimo sljedecu (zatvorenu) Newton-Cotesovu formulu za m = 2, poznatu
pod imenom Simpsonova formula.

Za m = 2, aproksimacija integrala (1.2.1) ima oblik

L(f) = wl f(xo) + w® f (2o + ha) + wS f (20 + 2hy),

pri ¢cemu je

b—a

h:= hg = 9 .
Ponovno, da bismo olaksali pisanje, kad znamo da je m = 2, mozemo, radi jednos-
tavnosti, izostaviti gornje indekse u wy := w,(f). Oprez, to nisu isti wy i h kao u

trapeznoj formuli! Kad uvrstimo znacenje h u aproksimacijsku formulu, dobivamo

a+b

B(F) = wof (@) + wi () + waf )

Stavimo uvjete na egzaktnost formule na vektorskom prostoru polinoma sto
viSeg stupnja. Moramo postaviti najmanje tri jednadzbe, jer imamo tri nepoznata
koeficijenta. Za f(x) = 1 dobivamo

b
b—a:/xodx:w0-1+w1-1+w2-1.
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Za f(x) = x izlazi

b

b’ — a? a+b
5 :/xdx:wo-a+w1 + wy - b.
Konacno, za f(x) = x? dobivamo
b
b3_ 3 b2
3a :/xde:wO'a2+w1(a+ ) + wy - b2

a

Sada imamo linearni sustav s tri jednadzbe i tri nepoznanice

w0+w1+w2:b—a/

a+b b? — a?
wy + bwy = 5

b —a?
1 wy + b*wsy = 3

Rjesavanjem ovog sustava, dobivamo

h b—a 4h  4(b—a)
w0:w2:_: s wlz—zi.
3 6 3 6

awgy +

a2w0 + (a + b)2

Drugim rije¢ima, integracijska formula I5(f) dobivena je iz egzaktnosti na svim
polinomima stupnja manjeg ili jednakog 2, i glasi

/f <2 (s + 15 (20 + ),

Simpsonova formula ima jo$ jednu prednost. Iako je dobivena iz uvjeta egzakt-
nosti na vektorskom prostoru polinoma stupnja manjeg ili jednakog 2, ona egzaktno
integrira i sve polinome stupnja 3. Dovoljno je pokazati da egzaktno integrira

fla) ="

b
a4
= ;

a po Simpsonovoj formuli, za f ( ) = 23 dobivamo

Lz 3 (a—l—b) —l—b3)

(0P + a2 + ab? + 1) =

Egzaktni integral jednak je

bt — a*

4
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Ponovno, nije tesko pokazati da je i ova formula interpolacijska. Ako povuéemo
kvadratni interpolacijski polinom kroz (a, f(a)), (52, f(%E)) i (b, (b)), a zatim ga
egzaktno integriramo od a do b, dobivamo Simpsonovu formulu.

Ako pogledamo kako ona funkcionira na funkcijama koje smo veé¢ integrirali
trapeznom formulom, vidjet ¢emo da joj je greska bitno manja. Posebno, na prvom
primjeru, kvadratni interpolacijski polinom tako dobro aproksimira funkciju f, da

se one na grafu ne razlikuju.

/(b)

Gresku Simpsonove formule racunamo slicno kao kod trapezne, integracijom
greske kvadratnog interpolacijskog polinoma

r() = 1) o) = L = ) (2 - L) o - ),

Dakle, za gresku Simpsonove formule vrijedi

b

Es(f) = /eQ(x) dz.

a

Nazalost, funkcija
a+b

(:E—a)<x— >(:L‘—b)

nije vise fiksnog znaka na [a,b], pa ne mozemo direktno primijeniti generalizirani
teorem srednje vrijednosti. Pretpostavimo da je f € C*[a,b]. Oznac¢imo

a+b
2

C =

i definiramo
X

w(x):/(t—a)(t—c)(t—b)dt.

a
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Tvrdimo da vrijedi
w(a) =w() =0, w(x)>0, z¢€(a,b). (1.2.5)

Skiciramo li funkciju
f(t) =t —a)(t —c)(t —b)

odmah vidimo da je ona centralno simetri¢na oko srednje tocke

f(t)

pa Ce integral rasti od 0 do svog maksimuma (plava povrsina), a zatim padati (kad
dode u crveno podrucje) do 0.

Ostaje samo jos napisati gresku interpolacijskog polinoma kao podijeljenu ra-
zliku. To smo pokazali opéenito u poglavlju o Newtonovom interpolacijskom poli-
nomu, a posebno za n = 3 vrijedi

)
=

f[a7 b? C? x:l =

Uz oznaku (1.2.5), gresku Simpsonove formule, onda mozemo napisati kao
= /w’(x)f[a, b, c, x| dr.
Parcijalnom integracijom ovog integrala dobivamo

@UﬁIw@ﬁabcx

/w fla, b, ¢, x] dz.

Prvi ¢lan je ocito jednak 0, jer je w(a) = w(b) = 0. Ostaje jos “srediti” drugi
¢lan. Kod splajnova smo objasnjavali da je podijeljena razlika s dvostrukim ¢vorom
jednaka derivaciji funkcije. Na slican je nacin derivacija trece podijeljene razlike
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fla, b, ¢, x] po x, cetvrta podijeljena razlika s dvostrukim évorom z. Prema tome,
dobivamo formulu greske u obliku

Ex(f) = —/w(x)f[a, b,c,x,z|dx.

Sad je funkcija w nenegativna i mozemo primijeniti generalizirani teorem srednje

vrijednosti. Izlazi
b

By(f) = —fla.be,n.n) [ w(z)da.

a

gdje je a < n <b. Napisemo li fla,b,c,n,n| kao derivaciju, dobivamo

b

(4)
By(f) = I [w(a) e

a

Ostaje jos samo integrirati funkciju w. Vrijedi

g
=
I
—~—s

(t —a)(t—c)(t — b) dt = zamjena varijable y =t — ¢

= [w=my+ndy= [~y dy
—h —h
4 2 r—c 4 2 4
Y 2Y (z—¢) 2 (z—¢) h
= (L —n = —h -
(% -#%) L4 > "1

; b — o)t 2 e
/w(x) dr = / ((x I h? (z—¢) + hz) dx = zamjena varijable y =z — ¢

4 2 p 5 3 pa h
(y——h2y—+—)dy: (y th—+—y)

20 6 4

B> K5 RD 4

—o( = L) = Rl
(20 6+4) 15

—h

Kad to uklju¢imo u formulu za gresku, dobivamo

fO0Q 4,5 W

E =L ) B = —— ().
e T A(9

Primijetite, greska je za red veli¢ine bolja no sto bi po upotrijebljenom interpo-
lacijskom polinomu trebala biti.
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1.2.3. Produljene formule

Nije tesko pokazati da su sve Newton—Cotesove formule integrali interpo-
lacijskih polinoma na ekvidistantnoj mrezi. Ako ne valja dizanje stupnjeva interpo-
lacijskih polinoma na ekvidistantnoj mrezi, onda nece biti dobri niti njihovi integrali.

Pokazimo to na primjeru Runge. Prava vrijednost integrala je

5
d

/ Y arctg5 ~ 2.74680153389003172.

I 1+ 22

Sljedeca tablica pokazuje aproksimacije integrala izracunate Newton—Cotesovim for-
mulama raznih redova i pripadne greske.

Red formule m  Aproksimacija integrala Greska
1 0.38461538461538462 2.36218614927464711
2 6.79487179487179487 —4.04807026098176315
3 2.08144796380090498 0.66535357008912674
4 2.37400530503978780 0.37279622885024392
5 2.30769230769230769 0.43910922619772403
6 3.87044867347079978  —1.12364713958076805
7 2.89899440974837875 —0.15219287585834703
8 1.50048890712791179 1.24631262676211993
9 2.39861789784183472 0.34818363604819700
10 4.67330055565349876  —1.92649902176346704
11 3.24477294027858525  —0.49797140638855353
12 —0.31293651575343889 3.05973804964347061
13 1.91979721683238891 0.82700431705764282
14 7.89954464085193082  —5.15274310696189909
15 4.15555899270655713 —1.40875745881652541
16 —6.24143731477308329 8.98823884866311501
17 0.26050944143760372 2.48629209245242800
18 18.87662129010920670 —16.12981975621917490
19 7.24602608588196936  —4.49922455199193763
20 —26.84955208882447960  29.59635362271451140

Ocito je da aproksimacije ne konvergiraju prema pravoj vrijednosti integrala. Pot-
punije opravdanje ovog ponasanja dajemo nesto kasnije.

I sto sad? Ne smijemo dizati red formula, jer to postaje opasno. RjeSenje
je vrlo sliéno onome §to smo primijenili kod interpolacije. Umjesto da dizemo red
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formule, podijelimo interval [a,b] na vise dijelova, recimo, jednake duljine, i na
svakom od njih primijenimo odgovarajuc¢u integracijsku formulu niskog reda. Tako
dobivene formule zovu se produljene formule. Na primjer, za funkciju koju smo
ve¢ razmatrali, produljena trapezna formula s 2 podintervala izgledala bi ovako.

Zo Z1 To X

Opéenito, produljenu trapeznu formulu dobivamo tako da cijeli interval [a, b]
podijelimo na n podintervala oblika [z, zg], za k = 1,...,n, s tim da je

a=29g<x1 <+ -<xTp_q1<xy=0D0,
i na svakom od njih upotrijebimo “obi¢nu” trapeznu formulu. Znamo da je tada

n

7 o

T E—1

/bf(x)dx:k

pa na isti nacin zbrojimo i “obi¢ne” trapezne aproksimacije u produljenu trapeznu
aproksimaciju.

Najjednostavniji je slucaj kad su tocke xj ekvidistantne, tj. kad je svaki pod-
interval [x)_1, x| iste duljine h. To znaci da je
b—a

rr=a+kh, k=0,....n, h= .
n

Aproksimacija produljenom trapeznom formulom je

b
/f(af) dx = h<%f0+f1 4+t oo+ %fn) +EL(f),

pri cemu je ET(f) greska produljene formule. Nju mozemo zapisati kao zbroj gresaka
osnovnih trapeznih formula na podintervalima

T = h?

DAGED SEVI(AL

k=1
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Greska ovako napisana nije narocito lijepa i korisna, pa ju je potrebno napisati malo
drugacije
ET( f ( Z f// )
=

Izraz u zagradi je aritmeticka sredina vrijednosti drugih derivacija u tockama (.
Taj se broj sigurno nalazi izmedu najmanje i najvece vrijednosti druge derivacije
funkcije f na intervalu [a,b]. Buduéi da je f” neprekidna na [a,b], onda je broj u
zagradi vrijednost druge derivacije u nekoj tocki £ € [a,b], pa formulu za gresku
mozemo pisati kao

(b_a)h2 "

Iz ove formule izvodimo vaznu ocjenu za broj podintervala potrebnih da se postigne
zadana tocnost za produljenu trapeznu metodu
b—a)h? b—a)
b=t _(b-a)
12

P,
Eg(f):—ﬁf &) =-

By ()] < My, My = max |f"(z)|.

12n2 z€[a,b]

Zelimo li da je |[ET(f)| < ¢, onda je dovoljno traziti da bude

(b—a)?
T S
odnosno da je
b— a)3M:
n > %, n cijeli broj.
€

Na slican se nacin izvodi i produljena Simpsonova formula. Primijetite, os-
novna Simpsonova formula ima 3 tocke, tj. 2 podintervala, pa produljena formula
mora imati, takoder, paran broj podintervala. Pretpostavimo stoga da je n paran
broj. Ograni¢imo se samo na ekvidistantni sluc¢aj. Onda je ponovno

b—a

h = , Tp=a-+kh, k=0,...,n.
n

Aproksimaciju integrala produljenom Simpsonovom formulom dobivamo iz

tako da na svakom podintervalu [xgy_s, Tox], duljine 2h, primijenimo obié¢nu Simp-
sonovu formulu, za k = 1,...,n/2. Zbrajanjem izlazi

b
/f(x) dx = g(fo +4fi+2fo+4fs+ 2+ +4fa + fn> + E;(f),
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pri éemu je E2(f) greska produljene formule. Nju mozemo zapisati kao zbroj gresaka
osnovnih Simpsonovih formula na podintervalima

n/2 K5
EN(f)=>" —f(4)(Ck)%-
k=1

Opet je gresku korisno napisati malo drugacije

5(n n/2
B = -2 (22 @),

Slicnim zakljucivanjem kao kod trapezne formule, izraz u zagradi mozemo zamijeniti
s fA(€), € € [a,b], pa dobivamo

B h°n ) ey (b —a)h? "
B5() = 22 0 gy = L oy

Ponovno, iz ove formule izvodimo ocjenu za broj podintervala potrebnih da se
postigne zadana toc¢nost za Simpsonovu metodu
(b—a)h! (b—a)®

ES(f)] < ——=—M, = M, M, = @ ().

Zelimo li da je |EZ(f)| < ¢, onda je dovoljno traziti da bude

(b—a)®
My <
180t =5
odnosno da je
b—a)®M.
n > Y %, n paran cijeli broj.
€

1.2.4. Primjeri

Primjer 1.2.1. [zracunajte vrijednost integrala

ze *dx

H\w

koristenjem (produljene) Simpsonove formule tako da greska bude manja ili jednaka
1078, Nadite pravu vrijednost integrala i pogreske. Koliko je podintervala potrebno
za istu tocnost koristenjem (produljene) trapezne formule?
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Prmo, moramo ocijeniti pogresku za produljenu trapeznu i produljenu Simp-
sonovu formulu. Za to su nam potrebni maksimumi apsolutnih vrijednosti druge i
cetovrte derivacije na zadanom intervalu. Derivacije su redom

fO@)=1-a)e, fP)=(-2e" [O)=0EB-2)"

Nadimo maksimume apsolutnih vrijednosti derivacija na zadanom intervalu.

Prvo ocijenimo gresku za produljenu trapeznu formulu. Na intervalu [1,2] je
fO(x) >0, sto znaci da f® raste. Uocimo jos da je na zadanom intervalu f® (z) <

0, pa je maksimum apsolutne vrijednosti druge derivacije u lijevom rubu, tj.

M, = max | fP(z)| = |fP(1)] = e ~ 0.367879441171.

z€[1,2]

Broj podintervala ny za produljenu trapeznu formulu je

— a)3M. -1
nTZ\/(b a) 2:\/ ¢ ~ 175.00,

12¢ 12106

pa je nagmangi broj podintervala ny = 176.

Sada ocijenimo gresku za produljenu Simpsonovu formulu. Na intervalu [1,2]
je fO(x) >0, sto znaci da f raste. Takoder je i f)(x) <0, sto znaci da je njen
maksimum po apsolutnoj vrijednosti ponovno u lijevom rubu, tj.

M, = max |[fW(z)| = [fP Q)] =3-e7! ~1.103638323514.

z€[1,2]

Za gresku produljene Simpsonove formule imamo

af(b—a)®My 4 3-e7!
> A T — —— 3.
s = 180z V 150~ 105 ~ 8%

3. treba nagjmanje ng = 10 podintervala.

Sad mozemo upotrijebiti produljenu Simpsonovu formulu s 10 podintervala (11
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¢vorova). Imamo

k| a f ()

0 1.0 0.3678794412
1 1.1 0.3661581921
2 1.2 0.3614330543
3 1.3 0.3542913309
4 1.4 | 0.3452357495
) 1.5 0.3346952402
6 1.6 0.3230344288
7 1.7 | 0.3105619909
8 1.8 0.2975379988
9 1.9 0.2841803765
10 2.0 0.2706705665

Sada je

So = f(zo) + f(r10) = 0.63855000765,
St =A(f(z1) + fxs) = f(x5) + f(ar) + fzg)) = 6.5995485226,
Sy = 2(f(xa) + flxs) + f(ws) + f(25)) = 2.6544824628.

Vrijednost integrala po Simpsonovoj formuli je

0.1

L=
3

(So + 51+ S2) = 0.3297526998.

U ovom konkretnom slucaju moZemo bez puno napora izracunati i egzaktnu
vrigednost integrala. Jedina korist od toga je da vidimo koliko je zaista ocjena za
Sitmpsonovu metodu bliska sa stvarnom greskom. Parcijalna integracija daje

: u=x, du = dzx
/xe‘x dr = - s =—xe "
J dv=e"dr, v=—-e"

2

—e -2 2 e 24!t
1
=2 ' — 372 2 0.3297530326.

2 2

—1—/6_“” dx

7

—e -2 2%2_¢

Drugim rijecima, prava pogreska je
I — Is = 0.3297530326 — 0.3297526998 = 3.328 - 10",

5. ocjena greske nije daleko od prave pogreske.
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1.2.5. Formula srednje tocke (midpoint formula)

Ako u Newton—Cotesovim formulama ne interpoliramo (pa onda niti ne inte-
griramo) jednu ili obje rubne tocke, dobili smo otvorene Newton—Cotesove formule.
Ako definiramo z_1 := a, Tp1 :=b 1

B b—a
C om+ 2

m

onda otvorene Newton-Cotesove formule imaju oblik

/f(x) do =~ L, (f) = fj wi™ f(zo + khn,). (1.2.6)

Vjerojatno najkoristenija i najpoznatija otvorena Newton—Cotesova formula je ona
najjednostavnija za m = 0, poznata pod imenom “midpoint formula” (formula
srednje tocke).

Dakle za bismo odredili midpoint formulu, moramo naci koeficijent wg := wéo)

takav da je

a/bf(x)dx:wof(a;b)

egzaktna na vektorskom prostoru polinoma Sto viseg stupnja.

Za f(x) =1, imamo
b
b—a:/ld:c:wo,

odakle odmah slijedi da je

jf(x)dx:(b—a)f<a+b).

Greska te integracijske formule je integral greske interpolacijskog polinoma stupnja
0 (konstante), koji interpolira funkciju f u srednjoj tocki. Ako definiramo

T

a+b
w(x):/(t—c)dt, ==,

a

onda koristedi istu tehniku kao kod izvoda greske za Simpsonovu formulu, izlazi da
je greska midpoint formule

Eo(f)

I
@\0‘

[
o
S
S—
QL
S

|
=
™
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Da bismo izveli produljenu formulu, podijelimo interval [a, b] na n podintervala
i na svakom upotrijebimo midpoint formulu. Tada vrijedi

L(f) =h(fr+-+ fa) + B (f), h= b;a, xk=a+<k—%)h,

pri cemu je EM(f) ukupna greska koja je jednaka

Z kah

k=1

3 h2(b — a)

TG re@) - 5o - e,

1.3. Rombergov algoritam

Pri izvodu Rombergovog algoritma koristimo se sljede¢im principima:

e udvostrucavanjem broja podintervala u produljenoj trapeznoj metodi,

e climinacijom c¢lana greske iz dvije susjedne produljene formule. Ponovljena
primjena ovog principa zove se Richardsonova ekstrapolacija.

Asimptotski razvoj ocjene pogreske za trapeznu integraciju daje Euler—Mac-
Laurinova formula.

Teorem 1.3.1. Nekajem > 0,n > 1, m, n cigeli brojevi. Definiramo ekvidistantnu
mrezu s n podintervala na [a,bl, tj
b—a

h = , xp=a+kh, k=0,...,n.
n

Pretpostavimo da je f € C®™+2a,b]. Za pogresku produljene trapezne metode vri-
jedi
b
o dai

Eu(f) = [ f@)de = I]() = Y- = + Fun,

y i=1
gdje su koeficijenti
Ba;
(24)!

doi = ———— (b— a)* (f*V(b) — f* V(a)),

a ostatak je

b

b )2mt2 T —a "
Frim = (27(n+2 22 / 2’”“( )f ) da
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Ovdje su By; Bernoullijevi brojeut,
1
0

a B; je periodicko prosirenje obicnih Bernoullijevih polinoma

_ . < <
Bilz) = {Bl(x), 2a0<x <1,

Bi(x—1), zax>1.
Ovo je jedan od klasi¢nih teorema numericke analize i njegov se dokaz moze
na¢i u mnogim knjigama.

Umjesto dokaza, nekoliko objasnjenja. Bernoullijevi polinomi zadani su im-
plicitno funkcijom izvodnicom

t(e™ —

Prvih nekoliko Bernullijevih polinoma su:

By(z) =0 Bi(z) ==z By(r) =2° —x
3 2
By(z) = 2% — % + g Bu(z) = 22(1 — )%
Uvijek vrijedi B;(0) =0 za ¢ > 0. Rekurzivne relacije su
Bl(z) = {iBl-l(x), za i paranii > 4,
A L i(Bio1(x) + Bi_y), za i neparan i > 3.

Iz prethodne se formule integracijom mogu dobiti B;(x), jer je slobodni ¢lan jed-
nak 0.

Bernoullijevi brojevi takoder su definirani implicitno

t o
= B, —
et — 1 ;J Ll

odakle se integracijom na [0, 1] po x u rekurziji za B;(z) dobiva

1
B = —/Bl-(x)dx, i>1.
0

Prvih nekoliko Bernoullijevih brojeva:

1 1 1 1
By=1 B =—- By = — By=—— Bg = —
0 ) 1 2, 2 67 4 305 6 427
1 5! 691 7 3617
B = —— B = — = —— = — = —_——
8 307 10 667 12 27307 14 67 16 510

i dalje vrlo brzo rastu po apsolutnoj vrijednosti

Bgo ~ —2.139994926 - 1034,
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Napomena 1.3.1. U literaturi se moze naci 1 malo drugacija definicija Bernoulli-
jevih polinoma, oznacimo ih s Bf (x). Oni su zadani implicitno funkcijom izvodnicom

!
i=0 v

Veza izmedu jednih i drugih Bernoullijevih polinoma je B (x) = B;(z)+B;, zai > 0.

Rombergov algoritam dobivamo tako da eliminiramo ¢lan po ¢lan iz reda za
ocjenu greske na osnovu vrijednosti integrala s duljinom koraka h i h/2.

Za podintegralne funkcije koje nisu dovoljno glatke, takoder, se moze (uz blage
pretpostavke) asimptotski dobiti razvoj pogreske. Posebno to vrijedi za funkcije s
algebarskim (z®) i/ili logaritamskim (Inz) singularitetima.

Izvedimo sad Rombergov algoritam. Ozna¢imo s I'?) trapeznu formulu s dulji-
nom intervala h = (b — a)/n. Iz Euler—-MacLaurinove formule, ako je n paran, za
asimptotski razvoj greske imamo

d(o) d(o) d(o)
[—I0 =2 42 4. 4 20

n n n

4d(0) 16d(0) 22md(0)
[_17(10/)2:77/—22_'_ n44 T nszm‘i'Fn/ZM'

Ako prvi razvoj pomnozimo s 4 i oduzmemo mu drugi razvoj, skratit e se prva
y o) . o
greska s desne strane ds ', tj. dobit ¢emo

1242 604
4 —I) = (I - 1) = —— - =2+

n nb

[zluc¢ivanjem clanova koji imaju I na lijevu stranu, a zatim dijeljenjem, dobivamo

AP — Ly ad 204

=
3 nt nb

Prvi ¢lan zdesna mozemo uzeti kao bolju, popravljenu aproksimaciju integrala, u

oznacl
417(10) . ](0)

_77(11) = fnﬂ, n paran, n > 2.
Niz I?), IY 1) je novi integracijski niz. Njegova je greska
M
J—JW =4 476 4.
" n* = nb ’

gdje je
dV = —4dV¥, 4 = —204.
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Nadimo eksplicitnu formulu za I{V. Zbog podjele na odgovarajuéi broj podin-
tervala, ako je h duljina podintervala za I”), onda je h; := 2h duljina podintervala
za 17(1(;)2, pa vrijede sljedec¢e formule

h

1Y = §(f0 +2fit2fnat fn)
h

Ir(z% = 21(f0+2f2+"'2fn—2 + fn)-

Uvrstavanjem u IV, dobivamo

2h

4h /1 1 1 1
IV = ?<§f0 +2f 4+ 2fnn + §fn) - ?<§f0 +2fi42fpa + §fn)

= g(f0+4f2+2f4+ e dfn o +fn)>

sto je Simpsonova formula s n podintervala.

Slican argument kao i prije mozemo upotrijebiti i dalje. Vrijedi

1 d(l) 4d(1)
[ 16di7  Oddg”

n/2 n4 nb

Tada je "
1&[—&%—%[—&%%::%%L+“H
odnosno — 0 "
B 61, — I, 5  —48dg
15 15nS
Ponovno, prvi ¢lan s desne strane proglasimo za novu aproksimaciju integrala

1 _ 7
10 _ 161 [n/2

Y= "2 ndieljivs 4, n>4

Induktivno, ako nastavimo postupak, dobivamo Richardsonovu ekstrapolaciju

4]@](1971) _ ](k_l)

7R — n/2 o> 2197
" 4k — 1
pri cemu je greska jednaka
45
B =1— I =358+ = G- a2, a<e<b

n2k+2
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Sada mozemo definirati Rombergovu tablicu

1
]2(0) ]2(1)
Iz,(LO) ]z,(Ll) Li2)

Ako pogledamo omjere gresaka clanova u stupcu, uz pretpostavku dovoljne
glatkoce, onda dobivamo
E®

EY

tj. omjeri pogresaka u stupcu se moraju ponasati kao

_ o2k+2
=2 ,

1

4 1

4 16 1

4 16 64 1

Pokazimo na primjeru da prethodni omjeri pogresaka u stupcu vrijede samo
ako je funkcija dovoljno glatka.

Primjer 1.3.1. Rombergovim algoritmom s tocnoiéu 10712 nadite vrijednosti inte-

grala
1

1 1
/e“dm, /x3/2d:c, /\/de
0 0 0
1 pokaZite kako se ponasaju omgjeri pogresaka u stupcima.
Pogledagmo redom funkcije. Eksponencijalna funkcija ima beskonacéno mmnogo
neprekidnih derivacija, pa bi se racunanje integrala morala ponasati po predvidanju.

Kao vrijednost, nakon 2° podintervala u trapeznoj formuli, dobivamo umjesto prave
vrigednosti integrala I, pribliznu vrijednost

I5 = 1.71828182845904524
I =e—1=1.71828182845904524
I —1;=0.
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PokazZimo omjere pogresaka u stupcima,

0 1.0000

1 3.9512 1.0000

2 3.9875 15.6517 1.0000

3 3.9969 15.9913 62.4639 1.0000

4 3.9992 15.9777 63.6087 249.7197  1.0000

5 3.9998 15.9944 63.9017 254.4010 1000.5738 1.0000

a zatim samo eksponente omjera pogresaka (eksponenti od 2, koji bi ako je funkcija
glatka morali biti 2k + 2).

0 1.0000

1 1.9823 1.0000

2 1.9955 3.9682 1.0000

3 1.9989 3.9920 5.9650 1.0000

4 1.9997 3.9980 5.9912 7.9642 1.0000

5 1.9999 3.9995 5.9978 7.9910 9.9666 1.0000

Sto je s drugom funkcijom? Funkciji f(z) = 2%/? puca druga derivacija u 0, pa
bi zanimljivo ponasanje moralo poceti vecu drugom stupcu (za trapez je funkcija do-
voljno glatka za ocjenu pogreske). Kao vrijednost, nakon 2'° podintervala u trapeznoj
formuli, dobivamo umgesto prave vrijednosti integrala I, pribliznu vrijednost

I5 = 0.40000000000004512
I =2/5=0.40000000000000000
I — I15 = —0.00000000000004512.

Primijetite da je broj intervala poprilicno velik! Sto je s omjerima pogresaka?

0
1
2
3
4
)
6

1.0000

3.7346 1.0000

3.8154 5.4847 1.0000

3.8721 5.5912 5.6484 1.0000

3.9112 5.6331 5.6559 5.6566 1.0000

3.9381 5.6484 5.6568 5.6568 5.6569 1.0000
3.9567 5.6539 5.6568 5.6569 --- 5.6569 1.0000

15 3.9981 5.6569 - -- -+ 5.6569 1.0000

Primjecujemo da su se nakon prvog stupca omjeri pogresaka stabilizirali. Bit ce
nam mmnogo lakse provjeriti sto se dogada ako napisemo samo eksponente omjera
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pogresaka.

1.0000

1.9010 1.0000

1.9318 2.4554 1.0000

1.9531 2.4832 2.4978 1.0000

1.9676 2.4939 2.4998 2.4999 1.0000
1.9775 2.4978 2.5000 2.5000 2.5000 1.0000

O O W N~ O

15 1.9993 2.5000

1.9843 2.4992 2.5000 2.5000 2.5000 2.5000 1.0000

2.5000 1.0000

Primigetite da su eksponenti omjera pogresaka od drugog stupca nadalje tocéno za 1

veéi od eksponenta same funkcije (integriramo!).

Situacija s funkcijom f(x) = \/x mora biti jo§ gora, jer njoj puca prva deriva-
cija u 0. Nakon 2% podintervala u trapeznoj formuli (§to je ogranicenje zbog velic¢ine

polja u programu), ne dobivamo Zeljenu tocnost

I5 = 0.66666665510837633

I =2/3=0.66666666666666667

I — I15 = 0.00000001155829033.

Omygeri pogresaka u tablici su:

1.0000

2.6408 1.0000

2.6990 2.8200 1.0000

2.7393 2.8267 2.8281 1.0000

2.7667 2.8281 2.8284 2.8284 1.0000
2.7854 2.8284 .- <o 2.8284 1.0000

Ot W N~ O

15 2.8271 2.8284
Pripadni eksponenti su

1.0000

1.4010 1.0000

1.4324 1.4957 1.0000

1.4538 1.4991 1.4998 1.0000

1.4681 1.4998 1.5000 1.5000 1.0000
1.4779 1.5000 - -- -+~ 1.5000 1.0000

O W N = O

15 1.4993 1.5000

2.8284 1.0000

1.5000 1.0000
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Ipak, u ova dva jednostavna primjera, moZe se Rombergovom algoritmu “po-
moéi” tako da supstitucijom u integralu dobijemo glatku funkciju. U oba slucaja,
ako stavimo supstituciju v = t2, podintegralna ée funkcija imati beskonaéno mnogo
neprekidnih derivacija, pa ée se algoritam ponasati po ocjeni pogreske.

U literaturi postoji i malo drugacija oznaka za aproksimacije integrala u Rom-
bergovoj tablici

ek k
4 7D k)

T*) m
m 4m — 1
Sama tablica ima oblik
T(O)
0
To(l) Tl(O)

TO(Q) Tl(l) T2(O)

Pokazimo sad nekoliko primjera kako treba, odnosno ne treba koristiti Romber-
gov algoritam.

Primjer 1.3.2. [zracunajte koristenjem Rombergovog algoritma pribliznu vrijed-

nost integrala
1

/sin(l?ww) dx
0

Tako da greska bude manga ili jednaka 10~*. Napisimo tablicu (samo prvih par
decimala, ostale pamtimo u racunalu, ali nemamo prostora za ispis)

0 0.00000

1 0.50000 0.66667

2 0.60355 0.63807 0.63616

3 0.62841 0.63671 0.63661 0.63662

4 —0.00616 —0.21768 —0.27464 —0.28910 —0.29273

5 0.02832 0.03982 0.05698 0.06225 0.06362 0.06397

6 0.03525 0.03756 0.03741 0.03710 0.03700 0.03697 0.03697

7 0.03690 0.03745 0.03745 0.03745 0.03745 0.03745 0.03745 0.03745
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Sto je razlog stabilizacije oko jedne, pa oko druge vrijednosti? Nedovoljan broj pod-
intervala u trapezu, koji ne opisuju dobro ponasanje funkcije.

Produljena trapezna formula s 2 podintervala.

Produljena trapezna formula s 4 podintervala.

Produljena trapezna formula s 8 podintervala.
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Produljena trapezna formula sa 16 podintervala.

1.4. Tezinske integracijske formule

Dosad smo detaljno analizirali samo nekoliko osnovnih Newton—Cotesovih in-
tegracijskih formula s malim brojem tocaka i pripadne produljene formule. U ovom
odjeljku napravit ¢emo opc¢u konstrukciju i analizu to¢nosti za neke klase integraci-
jskih formula, ukljuc¢ujuéi opé¢e Newton—Cotesove i Gaussove formule.

Zelimo (priblizno) izra¢unati vrijednost integrala

b
Lo(f) = /f(x)w(x) d, (1.4.1)

gdje je w pozitivna (ili barem nenegativna) “tezinska” funkcija za koju pretpo-
stavljamo da je integrabilna na (a,b), s tim da dozvoljavamo da w nije defini-
rana u rubovima a i b. Interval integracije moze biti konacan, ali i beskonacan.
Drugim rije¢ima, promatramo op¢i problem jednodimenzionalne integracije zadane
funkcije f po zadanoj neprekidnoj mjeri d\ generiranoj tezinskom funkcijom w na
zadanoj domeni. Katkad koristimo i skra¢enu oznaku I(f), umjesto I, (f), za inte-
gral u (1.4.1), ako je w(z) = 1 na cijelom [a, b], ili kad je tezinska funkcija jasna iz
konteksta, da skratimo pisanje.

Kao i ranije, ovaj integral aproksimiramo “tezinskom” sumom funkcijskih vri-
jednosti funkcije f na kona¢nom skupu tocaka, Za razliku od ranijih oznaka, ovdje

je zgodnije tocke numerirati od 1, a ne od 0. Dakle, opc¢a tezinska integracijska ili
kvadraturna formula za aproksimaciju integrala I,(f) ima oblik

L) =3 wf® fa), (1.42)
k=1
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gdje je n prirodni broj. Kao i prije, gornje indekse (n) za ¢vorove i tezine ¢esto ne
pisemo, ako su ociti iz konteksta, ali ne treba zaboraviti na ovisnost o n.

Dakle, sasvim opc¢enito mozemo pisati

L(f) = [ f@)w(@) de = 1,(f) + Ea(f), (1.4.3)

gdje je E,(f) greska aproksimacije.

Osnovnu podlogu za konstrukciju integracijskih formula i ocjenu greske FE, (f)
daje sljedeéi rezultat.

Teorem 1.4.1. Ako je 1,(f) iz (1.4.1) Riemannov integral, i ako je f bilo koja
druga funkcija za koju postoji 1,(f), onda vrijedi ocjena

11w (f) = L (N < Nlwll1]lf = flloos (1.4.4)
i postoji funkcija f za koju se ova ocjena dostiZe.

Dokaz:

Prvo uoc¢imo da w ne mora biti nenegativna, jer je rije¢ o Riemannovom inte-
gralu, ali zato treba pretpostaviti da je |w| integrabilna.

Ocjena izlazi direktno iz osnovnih svojstava Riemannovog integrala jer podin-
tegralne funkcije moraju biti ogranicene. Dobivamo

\@

1(F) = LD = | [ f@yuw) do— [ Flaywiz) do

o~

jw(@)[ - [f(x) = f(z)] de.

IA
Se— o

Iskoristimo ocjenu

[f(@) = F(@)] < sup |f(z) = F(@)| = |f = flloos V€ [a,b],

z€[a,b]

i definiciju Ly norme funkcije w (koja je apsolutno integrabilna po pretpostavci)

b
llly = [ ()| dz,

pa dobivamo trazenu ocjenu. Ako za perturbiranu funkciju f uzmemo

-~

f(@) == f(x) + csign(w(z)),
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gdje je ¢ > 0 bilo koja konstanta, onda u ocjeni (1.4.4) dobivamo jednakost, uz
1f = flloo = c. u
U ovoj formulaciji, za klasiéni Riemannov integral, domena [a, b] integracije

mora biti kona¢na. Teorem onda kaze da je apsolutni broj uvjetovanosti za I, (f)
upravo jednak ||wl|; i ne ovisi o f, ve¢ samo o I,,.

Ovaj rezultat moze se prosiriti i na neprave Riemannove integrale (beskona¢na
domena, singulariteti funkcija), i tada vise ne vrijedi zaklju¢ak o broju uvjetovanosti.
Medutim, trenutno nam to nije bitno, ve¢ je kljucna malo drugacija interpretacija
ocjene (1.4.4).

Zamislimo da je f neka aproksimacija (a ne perturbacija) funkcije f, koju
zelimo iskoristiti za priblizno racunanje integrala. Onda (1.4.4) daje ocjenu (apso-
lutne) pogreske u integralu, preko greske aproksimacije funkcije u uniformnoj (L)
normi na [a, b].

Ono §to stvarno zelimo dobiti je niz aproksimacija integrala koji konvergira
prema I,,(f). Jedan od puteva da to postignemo je izbor odgovarajuceg niza aproksi-
macija fn, n € N, za funkciju f. Prethodna ocjena upucuje na to da, u ovisnosti
o n, za aproksimacijske funkcije fn treba uzimati takve funkcije za koje znamo da
mozemo posti¢i po volji dobru uniformnu aproksimaciju funkcije f, jer tada

If — fn”oo — 0= [1,(f) _[w(ﬁz)‘ — 0, n— oo.

Uocimo da ove aproksimacije, naravno, ovise o konkretnoj funkciji f. Da ne
bismo za svaki novi f posebno konstruirali odgovarajuéi niz aproksimacija, pozeljno
je da bilo koju funkciju f, za koju postoji integral I,,(f), mozemo dovoljno dobro
aproksimirati nekim prostorom funkcija. Tj. umjesto niza pojedinacnih aproksi-
macija, koristimo niz vektorskih prostora aproksimacijskih funkcija V,,, a za svaki
pojedini f nademo pripadnu aproksimaciju fn e V.

Weierstralov teorem o uniformnoj aproksimaciji neprekidnih funkcija poli-
nomima na kona¢nom intervalu [a,b] sugerira da treba uzeti V,, kao prostor poli-
noma P, stupnja manjeg ili jednakog d, gdje d ovisi o n (i raste s n). Kao sto ¢emo
vidjeti, korisno je dozvoliti da bude d # n.

Isti princip koristimo i za beskonacne domene, samo treba osigurati da su
polinomi integrabilni s tezinom w. To postizemo dodatnim zahtjevom na tezinsku
funkciju w, tako da pretpostavimo da svi momenti tezinske funkcije

b
Wy = /ka(:p) dr, k € Ny, (1.4.5)
postoje i da su konac¢ni. U nastavku pretpostavljamo da tezinska funkcija w zado-

voljava ovu pretpostavku. Takve tezinske funkcije obi¢no zovemo (polinomno) do-
pustivima.
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Napomenimo odmah da se ovaj pristup moze generalizirati i na bilo koji drugi
sustav funkcija aproksimacijskih funkcija {f, | n € N} koji je gust u prostoru
C'la, b] neprekidnih funkcija na [a,b]. Pripadni prostori V,, generirani su pocetnim
komadima ovog sustava funkcija (kao linearne ljuske).

Za prakticnu primjenu ovog pristupa moramo moci efektivno izracunati inte-
gral I,,(f,) aproksimacijske funkcije, i to za bilo koju funkciju f. To se najlakse
postize tako da konstruiramo pripadnu integracijsku formulu 7,, koja je egzaktna na
cijelom prostoru V,, = P, aproksimacijskih funkcija. Dakle, uvjet egzaktnosti za I,
je

I,(f)=L(f) ili E,.(f)=0, zasvefeV,.

Iz relacija (1.4.3) i (1.4.4) odmah dobivamo i ocjenu greske pripadne integracijske

formule I,,(f), za bilo koji f

|En(f)] = Hu(f) = L.(f)| = [Lu(f) — Iw(fn” < lwlli[lf - anoo

1.5. (aussove integracijske formule

Kao sto smo ve¢ rekli, Gaussove formule imaju dvostruko vise slobodnih
parametara nego Newton—Cotesove, pa bi zbog toga trebale egzaktno integrirati
polinome priblizno dvostruko vecéeg stupnja od Newton—Cotesovih.

Za razliku od Newton—Cotesovih formula, Gaussove integracijske formule
su oblika

[ swrdo > wif(@)

u kojima tocke integracije x; nisu unaprijed poznate, nego se izracunaju tako da
greska takve formule bude najmanja. Motivirani prakticnim razlozima, promatrat
¢emo malo opcenitije integracijske formule oblika

b

[w@) f@) e~ S wif (),

e i=1

gdje je w tezinska funkcija, pozitivna na otvorenom intervalu (a,b). Koeficijente
w; zovemo tezinski koeficijenti ili, skra¢eno, tezine integracijske formule. Gornji
specijalni sluc¢aj u kojem je w = 1 ¢ine formule koje se zovu Gauss—Legendreove.
Tezinska funkcija u opéem slucaju utjece na tezine i tocke integracije, ali se ne
pojavljuje eksplicitno u Gaussovoj formuli.

Bitno je znati da se za neke tezinske funkcije na odredenim intervalima, ¢vorovi
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i tezine standardno tabeliraju u priru¢nicima. To su

tezinska funkcija w  interval formula Gauss—
1 [—1,1] Legendre
! [—1,1] Cebis
—_— -1, ebisev
V1— a2
V1 —a? —1,1] Cebisev 2. vrste
e’ [0, 00) Laguerre
e (—00, 00) Hermite

Glavni rezultat je sljedec¢i: ako zahtijevamo da formula integrira egzaktno
polinome Sto je moguce veéeg stupnja, onda su tocke integracije x; nultocke polinoma
koji su ortogonalni na intervalu (a,b) obzirom na tezinsku funkciju w, a tezine w;
mogu se eksplicitno izracunati po formuli

Pritom je ¢; poseban polinom Lagrangeove baze kojeg smo razmatrali u poglavlju
o polinomnoj interpolaciji, definiran uvjetom ¢;(x;) = ¢;;. Primijetimo samo da je
kod numericke integracije zgodnije ¢vorove numerirati od x; do z,, (za razliku od
numeracije zo do z,, u poglavlju o interpolaciji), pa je i ¢; polinom stupnja n — 1.

Kao sto se Newton—-Cotesove formule mogu dobiti integracijom Lagrangeovog
interpolacijskog polinoma, tako se i Gaussove formule mogu dobiti integracijom
Hermiteovog interpolacijskog polinoma. Takav pristup ekvivalentan je s pristupom u
kojem zahtijevamo da Gaussove formule integriraju egzaktno polinome sto je moguce
viSeg stupnja, tj. da vrijedi

b n
/w(x)xjd:c:z:wix{, j=0,1,...,2n— 1.
4 i=1

Mogli bismo iskoristiti ovu relaciju da napisemo 2n jednadzbi za 2n nepoznanica x;
i w;, medutim nepoznanice x; ulaze u sistem nelinearno, pa je ovakav pristup tezi.
Cak i dokaz da taj nelinearni sistem ima jedinstveno rjesenje nije jednostavan.

Napisimo jos jednom formulu za Hermiteov interpolacijski polinom hsg, 1,
stupnja 2n — 1, koji u ¢vorovima integracije x; interpolira vrijednosti f; = f(x;)
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ifl=f'(z;),zai=1,...,n (vidjeti poglavlje o interpolacijskim polinomima)

NE

hon_1(x) = (hi,o@) fi+hii(z) fz/)

1

-
I

I
NE

(0 =20z — 2)l (@) (@) fi + (x — 1) G () f).

1

-
I

Integracijom dobijemo

b

/w(x) hon1(z) dz = znj(A fi+ Bifl), (1.5.1)

a =1

gdje su

A= / w(e) [1 = 20z — )0 ()] £(x) do,
(1.5.2)
B; = /w (v — x;) 03() d.

Integracijska formula (1.5.1) sli¢i na Gaussovu integracijsku formulu, osim §to ima
dodatne ¢clanove B; f!, koji koriste i derivacije funkcije f u ¢vorovima integracije.

Kad bi, kao u Newton—Cotesovim formulama, ¢vorovi z; bili unaprijed zadani,
iz uvjeta egzaktne integracije polinoma trebalo bi odrediti 2n parametara — tezin-
skih koeficijenata A;, B;. Zato oc¢ekujemo da ovakva formula egzaktno integrira
polinome do stupnja 2n— 1 (dimenzija prostora je 2n). No, za upotrebu ove formule
trebamo znati ne samo funkcijske vrijednosti f(z;) u ¢vorovima, veé i vrijednosti
derivacije f’(x;) funkcije u tim ¢évorovima.

Zato je ideja da probamo izbje¢i koristenje derivacija, tako da izborom ¢vorova
x; ponistimo koeficijente B; uz derivacije f/. Tocnost integracijske formule mora
ostati ista (egzaktna integracija polinoma stupnja do 2n — 1), ali tako dobivena
formula koristila bi samo funkcijske vrijednosti u ¢vorovima, tj. postala bi Gaussova
integracijska formula.

Zaista, odgovaraju¢im izborom ¢vorova x; moze se posti¢i da tezinski koefici-
jenti B; uz derivacije budu jednaki nula. Da bismo to dokazali, uvodimo posebni
“polinom ¢vorova” (engl. “node polynomial”) w,, koji ima nultocke u svim ¢vorovi-
ma integracije

wp = (. —x1)(x —x2) -+ - (T — T).

Taj polinom smo ve¢ susreli u poglavlju o Lagrangeovoj interpolaciji. Sljedeéi rezul-
tat govori o tome kako treba izabrati ¢vorove.
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Lema 1.5.1. Ako je w,(z) = (x — x1)--- (¢ — z,,) ortogonalna s tezinom w na
sve polinome niZeg stupnja, tj. ako vrijed:

b
/w(x)wn(x)xkdxzo, k=0,1,...,n—1, (1.5.3)

a

onda su svi koeficijenti B; u (1.5.2) jednaki nula.
Dokaz:

Lagano provjerimo identitet

(x —x)l;(x) = o () (1.5.4)
Supstitucijom u izraz (1.5.2) za B; slijedi
;b
o () w(z) wy(z) 4;(x) do

Kako je ¢; polinom stupnja n — 1, i po pretpostavci je w, ortogonalna s tezinom w
na sve takve polinome, tvrdnja slijedi. [ |

Lako se vidi da vrijedi i obrat ove tvrdnje, tj. da su svi koeficijenti B; = 0
u (1.5.1), ako i samo ako je polinom ¢vorova w, ortogonalan na sve polinome nizeg
stupnja (do m — 1), s tezinskom funkcijom w. Razlog tome je Sto su funkcije ¢;,
1 =1,...,n, Lagrangeove baze zaista baza prostora P,_;.

Iz ranijih rezultata o ortogonalnim polinomima znamo da ortogonalni polinom
stupnja n obzirom na w postoji i jednoznacno je odreden do na (recimo) vodedi
koeficijent. Da bismo dobili Gaussovu integracijsku formulu u (1.5.1), polinom
¢vorova w, mora biti ortogonalni polinom s vodec¢im koeficijentom 1, tj. w,, postoji
i jedinstven je.

Nadalje, uvjet ortogonalnosti (1.5.3) jednozna¢no odreduje raspored ¢voro-
va za Gaussovu integraciju. Iz teorema o ortogonalnim polinomima slijedi da w,
ima n jednostrukih nulto¢aka u otvorenom intervalu (a,b) (Sto nam bas odgovara
za integraciju). Njegove nultocke z1,...,x, mozemo samo permutirati (drugacije
indeksirati), a uz standardni dogovor z; < --- < x,, one su jednozna¢no odredene.

Time smo dokazali da postoji jedinstvena Gaussova integracijska formula ob-

lika
b

[w@) f@) e~ S wif (),

e i=1

Cvorovi integracije z; su nultocke ortogonalnog polinoma stupnja n na [a,b] s
tezinskom funkcijom w, a tezinske koeficijente mozemo izracunati iz (1.5.2), bududi
da je tada w; = A;, zai=1,...,n.
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Iskoristimo li pretpostavku ortogonalnosti iz leme 1.5.1., mozemo pojednos-
tavniti i izraze za koeficijente w; = A; u (1.5.2). Sasvim opéenito, koriste¢i relaciju
za B;, koeficijent A; mozemo napisati u obliku

b

A= /w V1 = 2(2 — @) ()] () d = /w(:c) (z) dz — 20(z,) B

Uz uvjet ortogonalnosti (Gaussova integracija) je B; =01 A; = w;, pa je

b

w; = /w(x) 2(x) da.

a

Podintegralna funkcija je nenegativna i ¢? je polinom stupnja 2(n — 1) koji nije
nul-polinom, pa desna strana mora biti pozitivna. Dakle, slijedi da su svi tezinski
koeficijenti u Gaussovoj integraciji pozitivni, w; > 0, za ¢ = 1,...,n, $to je vrlo
bitno za numericku stabilnost i konvergenciju.
Pokazimo jo$ da vrijedi i
b b

w; = /w(x) (Z(x)dr = /w(x) li(x) du.

a a
Ocito, to je isto kao i dokazati

b

/w(x)e2()dx—/ dx—/w (z) — 1) dz = 0.

a a

Ali polinom ¢;(x) — 1 se ponistava u toc¢ki = x;, po definiciji polinoma ¢;, jer
je li(z;) = 6;;. Znaci da {;(z) — 1 mora sadrzavati x — z; kao faktor, tj. mozemo
napisati

li(x) — 1= (x — x;)q(x),

gdje je g neki polinom stupnja n — 2, za jedan manje od stupnja polinoma ¢;. Dakle,

Wn () (li(z) —1) = gxi) wy () q(2),

wr, (i) (T — ;) wr,

Ci(z) (i) = 1) =

pa je zbog ortogonalnosti w,, na sve polinome nizeg stupnja

/bw(x) li(x) (bi(z) —1)d /bw q(z)dx = 0.
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Pokazali smo da Gaussovu integracijsku formulu mozemo dobiti kao integral
Hermiteovog interpolacijskog polinoma, uz odgovarajuci izbor ¢vorova, a za tezinske

koeficijente vrijedi
b

w; = /w(x) li(x) da. (1.5.5)
Primijetimo da je ova formula za koeficijente ista kao i ona u Newton-Cotesovim
formulama, sto je ovdje posljedica pretpostavke o ortogonalnosti. U oba slucaja do
integracijskih formula dolazimo interpolacijom funkcije u ¢vorovima.

Pokazimo i primjerom da ortogonalnost produkta korijenskih faktora, tj. funk-
cije w,(x) na sve polinome nizeg stupnja zapravo odreduje tocke integracije x;.

Primjer 1.5.1. Neka je w(z) = 1 i n = 3. Odredimo tocke integracije iz uvjeta
ortogonalnosti. Uobicajeno je da za interval integracije uzmemo (—1,1), buduéi da
integrale na drugim intervalima moZemo lagano racunati, ako podintegralnu funkciju
transformiramo linearnom supstitucijom. Problem se dakle svodi na to da odredimo
nultocke kubicne funkcije ws(x) = a + bx + cx?® + 2* za koju vrijedi
1

/wg(:p) 2¥der =0, k=0,1,2.

41
Nakon integracije dobivamo sustav jednadzbi za koeficijente a, b, c

2 2 2 2 2
a—|—30 , 3 +5 , 3a+5c ,

odakle nademo a = c¢=0 1 b= —3/5. Dobivamo

3 3 3
-0 ()
odakle slijedi da su tocke integracije x; = —4/3/5, 0, 1/3/5.

Teorijski, ovaj pristup mozemo iskoristiti za sve moguce intervale integracije i
razne tezinske funkcije. Za vece n potrebno je odrediti nule polinoma visokog stup-
nja, Sto je egzaktno nemoguce, a numericki u najmanju ruku neugodno. Stoga je
potrebno za specijalne tezine i intervale integracije doc¢i do dodatnih informacija o
ortogonalnim polinomima. Na kraju, bilo bi dobro izracunati formulom i tezinske
faktore w; u Gaussovim formulama. Analiticki je moguce do¢i do ovakvih rezul-
tata za mnoge specijalne tezine w(x) koje se pojavljuju u primjenama. Rijesimo
na pocetku vaznu situaciju w = 1, a = —1, b = 1. Pripadne formule nazvali
smo Gauss—Legendreovima; u gornjem primjeru izra¢unali smo tocke integracije za
Gauss—Legendreovu formulu reda 3.

Zadatak 1.5.1. Iz uvjeta egzaktnosti i poznatih tocaka integracije za n = 3 izracu-
najte tezinske koeficijente w;. Primijetite da je sustav jednadzbi linearan, pa stoga
racunange ovih faktora ne predstavija veée probleme.
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1.5.1. Gauss—Legendreove integracijske formule

Prepostavimo u daljnjem da je w = 1 na intervalu (—1, 1) i izvedimo specijalnu
Gaussovu formulu, tj. Gauss—Legendre-ovu formulu

L n

[ 1@y de =3 wif ().

-1 i=1

Kao sto znamo, Legendreov polinom stupnja n definiran je Rodriguesovom for-

mulom
1 d°

2nn! dan
Tako definirani polinomi ¢ine ortogonalnu bazu u prostoru polinoma stupnja n,
tj. oni su linearno nezavisni i ortogonalni obzirom na skalarni produkt

P,(z) (% —1)"

1

(P,Q) = /P(x) Q(z) dz. (1.5.6)

-1

Pojavljuju se prirodno u parcijalnim diferencijalnim jednadzbama, kod metode se-
paracije varijabli za Laplaceovu jednadzbu u kugli. Za nas je bitno samo jedno
specijalno svojstvo, iz kojeg slijede sva ostala:

Lema 1.5.2. Legendreov polinom stupnja n ortogonalan je na sve potencije ¥ nizeg

stupnja, tj. vrijedi
1
/:EkPn(x)dxzo, za k=0,1,....,n—1,
41

1 vrijedi
2n+1 (TL')Q

_/lx"Pn(x) de = 1)l

Dokaz:

Uvrstavanjem Rodriguesove formule, nakon k (k < n) parcijalnih integracija
dobivamo

1

R A" n R A ol s AV n
x w(x —1)'dx ==z d:p”*l(x -1) , —/kx dx"*l(x —1)"dx
1 1
=0
1 dn—k
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pa smo dokazali prvu formulu. Za k£ = n, na isti nac¢in imamo

1 1

1
/ T (2% — 1)"dx :(—1)”n!/(x2—1)”dx:2n!/(1—x2)”dx
a . 1 0

/2

={r=sint} =2n! [ cos®™¢dt.
{
0

Za zadnji integral parcijalnom integracijom izlazi

w/2 9 . w/2

"¢ sint|™/2 2
/ cos?t gy = S5t SmE T / cos? Lt dt
J 2n+1 o 2n +1 "

=0
w/2
2n(2n —2)---2

- .= Gnt D@ -1 3 0/costdt,

pa je stoga
| 2n(2n—2)---2
2n+1)(2n—1)---3

Pomnozimo li brojnik i nazivnik s 2n(2n — 2)---2 = 2"n!, a zatim, zbog definicije
Legendreovog polinoma P,, sve podijelimo s 2"n!, slijedi

1

Ty | . 9Ty | n+1(,,1)2
/ 2)di = 1 2n!2n.2n.:2 (n)
J, 2nn| 2n+1)!  (2n+1)!

Lema 1.5.3. Legendreovi polinomi su ortogonalni na intervalu (—1,1) obzirom na
skalarni produkt (1.5.6)

/Pm(:c) P,(x)dz =0, za m#n.

Norma Legendreovog polinoma je

1

1Pall? = [P do =

-1

2
n+1

Dokaz:

Prva tvrdnja je direktna posljedica dokazane ortogonalnosti na potencije nizeg
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stupnja. Druga tvrdnja slijedi iz

1 (2n)!
[an! oy 4 | Py(z) de.

Le—

[Pn(x)de = /1

Potencije manje od =™ ne doprinose integralu, pa druga tvrdnja leme 1.5.2. povlaci

5 (2n)! 27T (n!)? 2
Pal@)l de = 5 s Gnr 1)~ an e

Le—

Lema 1.5.4. Legendreovi polinomi P, imaju n nultocaka, koje su sve realne i raz-
licite, 1 nalaze se u otvorenom intervalu (—1,1).

Dokaz:
Dokaz ide iz definicije Legendreovih polinoma
1 d
P, = —— (2= 1)"
n(7) 2nn! dan (@ )"

induktivnom primjenom Rolleovog teorema. Polinom (z? — 1)" je stupnja 2n i
ima viSestruke (n-terostruke) nultocke u rubovima intervala £1. Prema Rolleovom
teoremu, prva derivacija ima jednu nultocku u intervalu (—1,1). Medutim, prva
derivacija je, takoder, nula u +1, pa ukupno mora imati tri nultocke u zatvorenom
intervalu [—1,1]. Druga derivacija stoga ima dvije unutarnje nule po Rolleovom
teoremu, i dvije u 1, pa ima ukupno ¢etiri nule u [—1,1]. I tako redom, vidimo
da n — 1-a derivacija ima n — 1 unutarnju nultocku i jos dvije u 1. Na kraju
zaklju¢imo da n-ta derivacija, koja je do na multiplikativni faktor jednaka P,, ima
n unutarnjih nultocaka. [ |

Na taj nacin smo zapravo nasli tocke integracije u Gauss-Legendreovoj formuli
i bez eksplicitnog rjeSavanja nelinearnog sistema jednadzbi za w; i x;, iz uvjeta
egzaktne integracije potencija najveceg moguceg stupnja. Taj rezultat rezimiran je
u sljede¢em teoremu.

Teorem 1.5.1. Cvorovi integracije u Gauss—Legendreovoj formuli reda n su nultoc-
ke Legendreovog polinoma P, za svaki n.

Dokaz:

Znamo da su tocke integracije z; nultocke polinoma w, po konstrukciji. Zbog
uvjeta ortogonalnosti (1.5.3) polinom w,, s vodeéim koeficijentom 1, proporciona-
lan je Legendreovom polinomu F,. Vodedi koeficijent u P, lako izracunamo iz
Rodriguesove formule, odakle je
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pa vidimo da su sve nultocke polinoma w,, zapravo nultocke od P, (lema 1.5.4.). B

Primjer 1.5.2. Iz Rodriguesove formule moZemo izracunati nekoliko prvih Legen-
dreovih polinoma.

Po(.fL')Il,
1 d
Pl(x):§%($2—1)=$,
1 d? 9 9 1 9
Py(x) g@(ﬂf —1)7 =50 1),
1 d3 2 3 1 3
Py(x) 18 @(x - 1) —5(530 — 3x),
Py = — e gyt = D asat - 3002 49
T 1624 dat TRt T e

1
Ps(z) = 3 (632° — 702° + 15z),

1
Ps(z) = — (2312° — 3152* + 1052° — 5),

—_
(@)

1
Pr(z) = - (42927 — 6932° + 3152° — 35z),

=

Py(r) = o5 (64352° — 120122° + 69302* — 12602” + 35).

Vidimo, na primjer, da su nultocke od Ps identicne s tockama integracije koje smo
dobili v primgjeru 1.5.1., direktno iz uvjeta ortogonalnosti.

Racunanje nultocaka Legendreovih polinoma (na masinsku tocnost!) nije jed-
nostavan problem, budué¢i da egzaktne formule postoje samo za male stupnjeve.
Napomenimo za sad samo toliko, da postoje specijalni algoritmi, te da je dovoljno
tabelirati te nultocke jednom, pa brzina algoritma nije vazna, nego samo preciznost.
Tabelirane nultocke (kao i tezine w;) moguée je naéi u gotovo svim standardnim
knjigama i tablicama iz podruc¢ja numericke analize.

Postoji laksi nacin za ra¢unanje P, (z), zasnovan na Cinjenici da Legendreovi
polinomi zadovoljavaju troclanu rekurziju, ¢iji se koeficijenti mogu eksplicitno iz-
racunati. Ova rekurzivna formula igra vaznu ulogu i u konstrukciji spomenutog
specijalnog algoritma za trazenje nultocaka.

Lema 1.5.5. Legendreovi polinomi zadovoljavaju rekurzivnu formulu
(n+1)P1(x) = 2n+ 1)zP,(x) —nP,_1(x), n>1,

s pocetnim vrijednostima Py(z) =1, Pi(x) = z.
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Dokaz:

Kako je 2P,(z) polinom stupnja n + 1 i {P,;}!4} baza za prostor polinoma
stupnja do n + 1, postoje koeficijenti ¢; tako da vrijedi

zP,(z) = 2 ¢ Pi(x).

Pomnozimo li obje strane s Py(x) i integriramo od —1 do 1, zbog ortogonalnosti
(lema 1.5.3.) slijedi

/ 2 Py(2) Po(x) dz = / P2(z) dx. (1.5.7)

Ali za k <n —1 je xP.(x) polinom stupnja manjeg ili jednakog n — 1, pa je P,(x)
ortogonalan na njega (lema 1.5.2.). Stoga je ¢, = 0za k < n—1, a usumi za P, (x)
ostaju samo zadnja tri ¢lana

2P, (x) = chp1Pogi1(2) + cuPo(x) + e Paoi (). (1.5.8)
Treba jos izracunati koeficijente ¢, 11, ¢, 1 ¢,_1. Kako je

~(2n)!
— 2n(n!)2

z" 4 nize potencije od =,

usporedimo li koeficijente uz "™ u (1.5.8), dobivamo da je

(2n)! (2n +2)!
on(nl)2 ~ T ot (n 1)1

odakle slijedi da je
n+1

2n+1
Lagano se vidi (iz Rodriguesove formule) da se u Legendreovim polinomima po-
javljuju samo alternirajuce potencije, tj. P, je linearna kombinacija parnih poten-
cija 2%, k = 0,...,n, a Py, je linearna kombinacija neparnih potencija z?+!,
k = 0,...,n. Iz rekurzije (1.5.8) na osnovu toga zaklju¢imo da je ¢, = 0, pa
preostaje samo izracunati ¢,_;. Za k =n — 1, iz (1.5.7) imamo da je

Cn+1

1 1
/:L‘Pn_l(l') P.(z)dx = ¢, / P2 | (z)dz.
—1 -1

bo
e N R )]
@) = S

2" + nize potencije od x
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i ortogonalnosti P, na sve nize potencije od x, dobivamo

1

(2n —2
2”1n—1 2/ dx—cnl/P x)dz.

-1

Ovi integrali su poznati (lema 1.5.2. i lema 1.5.3.), pa slijedi

n
2n+1

Cph—1 =

Tako smo nasli sve nepoznate koeficijente u linearnoj kombinaciji (1.5.8), odakle
odmabh slijedi troclana rekurzija. Primijetimo da smo usput dokazali i formulu

/:an,l(:c) P,(x)dx = 1 2 2n (1.5.9)

Mm+12n—1 4n2—1
[ |

Zadatak 1.5.2. Buduci da Legendreovi polinomi zadovoljavaju troclanu rekurziju,
moguce je napisati algoritam za brzu sumaciju parcijalnih suma redova oblika

iojo a, P, (x)

poznat pod nazivom generalizirana Hornerova shema. Koristeéi rekurziju iz
leme 1.5.5., napisite eksplicitno taj algoritam. Razvoji po Legendreovim polinomima
pojavljuju se cesto kod rjesavanja Laplaceove jednadzbe u sfernim koordinatama.

Sljedec¢e dvije leme korisne su za dobivanje ekplicitnih formula za tezine u
Gauss—Legendreovim formulama.

Lema 1.5.6. (Christoffel-Darbouxov identitet) Za Legendreove polinome P,
vriedi

(t— ) 3 (2k + 1) Pe(2) Po(t) = (n + 1) [Paya () Pa() — Poa(t) Pasa ().

k=0

Dokaz:

Pomnozimo li rekurziju iz leme 1.5.5. (uz zamjenu n +— k) s Py(t), dobijemo
Zamijenimo li x i £ imamo
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Odbijanjem prve relacije od druge, slijedi
(2k + 1)(t — 2) Pe(x) Pi(t) = (k + 1) [Prar () Po(z) — Pi(t) Pega (2)]
—k [Pk(t)P]gfl({L') — Pk,l(t)Pk(l')]
Sumiramo li po k£ od 1 do n, sukcesivni ¢lanovi u sumi na desnoj strani se krate, pa
ostaju samo prvi i zadnji

(t—2) i 2% + 1) Pu(@) Pa(t) = (1 + 1) [Prsa () Pa() — Po(t) Posa (2)] — (£ — ).

Zadnji clan mozemo prebaciti na lijevu stranu kao nulti ¢lan u sumi, a to je bas
Christoffel-Darbouxov identitet. [ |

Lema 1.5.7. Deriwvacija Legendreovih polinoma moZe se rekurzivno izraziti pomocu
samih Legendreovih polinoma, formulom

(1 —2*)P.(z) + naP,(x) =nP,_1(z), n>1.

Dokaz:

Polinom (1 — z?)P! + nzP, je o¢ito stupnja manjeg ili jednakog od n + 1.
Napisimo P, kao linearnu kombinaciju potencija od z (pojavljuje se samo svaka
druga potencija)

Pn(x> = anxn + an72xn72 +ee

pa je
Pl(z) = napa™ ' 4+ (n — 2)a,_o2" > + - - -

No, onda je
(1 —2*) P! (2) + nzP,(z) = (—nay, + na,)z" ™ + O(z" 1),

tj. polinom (1 — 2?) P! + nx P, je zapravo stupnja n — 1. Kao i u dokazu rekurzivne
formule, moraju postojati koeficijenti ¢; takovi da vrijedi

(1 —2®)P.(z) + naP,(x ch ;

Pomnozimo ovu relaciju s Py(x) i integriramo od —1 do 1. Zbog ortogonalnosti, na
desnoj strani ostaje samo jedan clan

/1 1 —2%) P\(z) Py(x )de‘+n/11'Pn(l‘) Py(x) dx.
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Prvi integral integriramo parcijalno, pa kako se faktor (1 — %) poniStava na grani-
cama integracije, slijedi

1

ck:—/Pn(x)%[(l—x) ) dz +n /1 z) dz.

-1

2
2k +1

Za k < n—1, oba integranda su oblika P, (x) x (polinom stupnja najvise n — 1), pa
su svi ovi integrali jednaki nula (lema 1.5.2.),tj. ¢, =0zak <n—1. Zak=n—1
treba izracunati dva integrala u prethodnoj relaciji. Drugi je jednostavan

1 277,2

U prvom integralu

~ [ Pu@) 210 = Pa@) do

zbog prve tvrdnje u lemi 1.5.2. (ortgonalnost), doprinos daje samo vodeéi ¢lan u
(1 —2*)P,_1(x), pa je taj integral jednak

/1 Pue) g = {Zn_—2)1!)!]2 v

a zbog druge tvrdnje u lemi, integral se svodi na

(2n — 2)! (n+1) 2n+ 1 (pl)? 2n(n +1)
n = .
2n=1(n — 1)!)? 2n+1)!  (2n+1)2n-1)
Na kraju je
2n —1 2n(n+1) 2n?
Cn—1 = + =n,
2 2n+1)2n—-1) (2n+1)(2n—-1)
Sto smo i htjeli dokazati. [ |

Lema 1.5.8. Tezinski faktori u Gauss—Legendreovim formulama mogu se eksplicit-
no izracunati formulama
2(1 — 22)
W = 5,
n? [Py (zi))?

gdje su z;, 1 =0,...,n, nultocke Legendreovog polinoma P,.
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Dokaz:

Neka je x; nultocka polinoma P,. Stavimo li ¢ = z; u Christoffel-Darbouxov
identitet (lema 1.5.6.), dobivamo

(n+1)Pyi1(z;) Po(x) _ i(gk + 1) P(x) P (x;).
k=0

r — T

Kad integriramo ovu jednakost od —1 do 1 i uzmemo u obzir da je k-ti Legendreov
polinom ortogonalan na konstantu Py(z;), na desnoj strani preostane samo ¢lan za

k=0 .
/ P,(x) dr — —2 .
Jo(e— ) (n+ 1) Poga ()

Troc¢lana rekurzija iz leme 1.5.5. u nultocki z; Legendreovog polinoma F,, ima oblik
(n+ 1) Puti(wi) = —nPy—1(x;), pa je stoga

[(Puw) 2
_/l(x—xi)d C nP,_(zy)

Za tezinske koeficijente w; vrijede relacije (1.5.5) i (1.5.4)

1

o= [ttate= [ e osdes | sy

-1

pa je dakle
2

~ nP(ws) Paa(w)
Primijetimo da je Christoffel-Darbouxov identitet potreban jedino zato da se izra-
¢una neugodan integral

(1.5.10)

Wy

/1 Pal@) 4

J (x — ;)
u kojem podintegralna funkcija ima uklonjivi singularitet.

Na kraju, iskoristimo rekurzivnu formulu za derivacije Legendreovog polinoma
iz leme 1.5.7. u specijalnom slucaju kada je x = x;. Dobivamo da vrijedi

(1= a7) Py (w:) = nPyoi ().

Uvrstimo 1i taj rezultat u (1.5.10), tvrdnja slijedi. [ |

U dokazu prethodne leme 1.5.8. pokazali smo (usput) da u nultocki z; Legen-
dreovog polinoma P, vrijedi

(1 — 2P (x;) =nP,_1(z;) = —(n 4+ 1) Py ().
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Ovu relaciju mozemo iskoristiti na razlic¢ite nacine u (1.5.10), sto daje pet raznih
formula za tezinske koeficijente u Gauss-Legendreovim formulama

o 20— 201 —af)
" P (@) [(n+ )Py (a))?
- 2 . 2 (15.11)
nby(x;) Po1(z;) (n+ 1) P (i) Py (z:)
2

(1 — ) [Py (z)*
Sljedec¢i teorem rezimira prethodne rezultate, i ujedno daje ocjenu greske za

Gauss—Legendreovu integraciju.

Teorem 1.5.2. Za funkciju f € C*"[—1,1] Gauss—Legendreova formula integracije
glasi

1 n
[ 1@ de =Y wif (@) + Ea()).
gdje su x; nultocke Legendreovog polinoma P, i koeficijenti w; dani u (1.5.11). Za
gresku E,(f) vrijedi

921+ ()4
(2n+ 1) [(2n)]]

En(f) = 3 (), e (=1,1).

Dokaz:

Treba samo dokazati formulu za ocjenu greske. Kako je Gauss-Legendreova
formula zapravo integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma, treba integrirati
greSku kod Hermiteove interpolacije, koju smo procijenili u teoremu o Hermiteovoj
interpolaciji, i uvrstiti odgovarajuc¢i w,. Integracijom i primjenom teorema srednje
vrijednosti za integrale, dobivamo

IO
Ef) =5 / w2 (@) da,

za neki £ € (—1,1). Kako je

zbog poznatog kvadrata norme Legendreovog polinoma (lema 1.5.3.), imamo

o) 2y 2 220+ ()

E.(f) = (2n)! (2n)! | 2n+1 - (2n +1)[(2n)!]

5 FE(6).
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Navedeni izraz za gresku nije lagano primijeniti, budué¢i da je potrebno nadéi
neku ogradu za vrlo visoku derivaciju funkcije f (red derivacije je dva puta vedéi nego
kod Newton-Cbtesovih formula). Clan uz f@"(€) vrlo brzo pada s porastom n. Na
primjer, za n = 6, greska je oblika

1.6-10712 fU02)(¢).
Da ocjena greske za Gaussove formule moze biti previse pesimisticna, pokazuje
sljedec¢i primjer.

Primjer 1.5.3. Primijenimo Gauss—Legendreovu formulu na integral

://210g(1 by dt = <1 + g) {log (1 4 g) - 1] Y

Zamjena varijable t = w(x + 1)/4 prebacuje integral na standardnu formu

1
T m(x+1)
— 1 1+ —F——-= .
_/140g(+ 1 )dx

U ovom slucaju moZemo lagano izracunati bilo koju derivaciju podintegralne funkcije,
koja raste s faktorijelima. Zapravo, sve ocjene greske formula za numericku inte-
graciju pokazuju slicno ponasanje (usporedite, na primjer, trapeznu i Simpsonovu
formulu), ali Gaussove formule narocito, buduéi da ukljucuju visoke derivacije. Tako
je, na primjer, osma derivacija, koja je potrebna za Gaussovu formulu s cetiri tocke

jednaka
m™\? =T
(Z) 1+t

pa je greska 7! puta veca nego da smo, recimo, integrirali trigonometrijsku funkciju
sin ili cos, koje imaju ogranicene derivacije. Ipak, lagano vidimo da vec sa Sest
tocaka dobivamo 6 znamenaka toéno, iako ocjena greske ukljucuje faktor od 11!.
Sitmpsonovoj formuli treba 64 tocke za istu tocnost. MozZemo slutiti, da je za anali-
ticke funkcije moguca bolja ocjena greske.

Korolar 1.5.1. (Uvjeti egzaktnosti) Gauss—Legendreova formula egzaktno inte-
grira polinome stupnja 2n — 1.

Dokaz:
Ocito, buduéi da se greska, koja ukljucuje 2n-tu derivaciju, ponistava na
takvim polinomima. [ |

Svojstvo iz gornjeg korolara moze se upotrijebiti za alternativni dokaz teo-
rema 1.5.2.; kao Sto smo napomenuli na poc¢etku. Hermiteova interpolacija posluzila
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je kao “trik”, da izbjegnemo rjeSavanje nelinearnog sistema koji proizilazi iz uvjeta
egzaktnosti.

Rekurziju za derivacije Legendreovih polinoma iz leme 1.5.7. mozemo koristiti
i za ra¢unanje vrijednosti P/ (x)

(1 —2*)P.(2) = n(P,_1(x) — 2P, (x)), n>1.

Nazalost, ova formulu ne mozemo upotrijebiti u rubnim tocakama xr = +1, zbog
dijeljenja s nulom. Medutim, Legendreovi polinomi zadovoljavaju i mnoge druge
rekurzivne relacije. Neke od njih dane su u sljede¢em zadatku.

Zadatak 1.5.3. Dokazite da za Legendreove polinoma vrijedi P,(1) =1, zan > 0,
sto opravdava izbor normalizacije. Takoder, dokaZite da za n > 1 vrijede rekurzivne
relacije

2P (
P, . (x)— P, _i(x) = (2n+1)P,(x)
[ Paeya = 2n1+ = (Pusa() = Paa(2))

Na kraju, primijetimo da Gaussove formule mozemo shvatiti i kao rjesenje
optimizacijskog problema: nadi tocke integracije tako da egzaktno integriramo poli-
nom Sto veceg stupnja sa Sto manje ¢vorova. Rezultat su formule visoke toc¢nosti,
koje se lagano implementiraju, i imaju vrlo mali broj izvrednjavanja podintegralne
funkcije. Cijenu smo platili time Sto ocjena greske zahtijeva vrlo glatku funkciju,
ali takoder i time Sto upotreba takvih formula na “finijoj” mrezi zahtijeva ponovno
racunanje funkcije u drugim ¢vorovima, koji s ¢vorovima formule nizeg reda nemaju
nista zajednicko. Kod profinjavanja mreze ¢vorova za formule Newton—Cotesovog
tipa (na primjer, raspolavljanjem h), naprotiv, jedan dio ¢vorova ostaje zajednicki,
pa veé izracunate funkcijske vrijednosti mozemo iskoristiti (kao u Rombergovom
algoritmu).

1.5.2. Druge Gaussove integracijske formule

U praksi se ¢esto javljaju specijalni integrali koji ukljucuju tezinske funkcije
poput e~ %, e i mnoge druge, na specijalnim intervalima, ¢esto neogranicenim.
Jednostavnom linearnom supstitucijom nije moguée takve intervale i/ili tezinske
funkcije prebaciti na interval (—1,1) i jedinitnu tezinsku funkciju — situaciju u

kojoj mozemo primijeniti Gauss-Legendreove formule.

Alternativa je iskoristiti odgovaraju¢e Gaussove formule s “prirodnom” tezin-
skom funkcijom. Iz prethodnog odjeljka znamo da za ¢vorove integracije treba uzeti
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nultocke funkcije w,(z) = (x — z1)---(x — z,), s tim da vrijede relacije ortogo-
nalnosti (1.5.3). Tezine w; onda mozemo odrediti rjesavanjem linearnog sistema, a
mozda u specijalnim slucajevima mozemo do¢i i do eksplicitnih formula, kao $to smo
to ucinili u slu¢aju Gauss—Legendreovih formula. Postavlja se pitanje da li mozemo
doé¢i do formula za polinome koji su ortogonalni (obzirom na tezinsku funkciju w)
na polinome nizeg stupnja, ukljuc¢ivo i ostale formule na koje smo se oslanjali, poput
troclane rekurzije i slicno (v. lema 1.5.2.).

U mnogim vaznim slucajevima, ali ne i uvijek, moguce je analiticki do¢i do for-
mula sli¢cnim onima u slucaju Gauss—Legendreove integracije. U drugim slucajevima,
koji nisu pokriveni egzaktnim formulama, u principu je moguce generirati ortogo-
nalne polinome i numericki. Poznati postupci (Stieltjesov i Cebisevljev algoritam)
ne pokrivaju, medutim, sve moguce situacije, tj. nisu uvijek numericki stabilni, sto
ostavlja postora za daljnja istrazivanja. Slucajevi tzv. klasiénih ortogonalnih
polinoma uglavnom se mogu karakterizirati na osnovu sljede¢a dva teorema, od
kojih je prvi egzistencijalni, i vezan uz teoriju rubnih problema za obic¢ne diferenci-
jalne jednadzbe.

Teorem 1.5.3. (Generalizirana Rodriguesova formula)

Na otvorenom intervalu (a,b) postoji, do na multiplikativnu konstantu, jedin-
stvena funkcija U, () koja zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

prt (ﬁ D"Un(x)> 0

1 rubne uvjete

Un(a) = DU,(a) = --- = D" 'U,(a)
Un(b) = DU,(b) = --- = D" 'U,(b)

0,
0.

Ovdje opet koristimo oznaku D za operator deriviranja funkcije f jedne vari-
jable, kad je iz konteksta ocito po kojoj varijabli se derivira, jer ta oznaka znatno
skrac¢uje zapis nekih dugih formula. Onda n-tu derivaciju funkcije f u tocki x
mozemo pisati u bilo kojem od sljedeca tri oblika

D f(x) = o f(a) = [ (x).

Budud¢i da nas interesiraju rjesenja koja se mogu eksplicitno konstruirati,
ne¢emo dokazivati ovaj teorem. U svakom konkretnom slucaju, za zadane a, b i
w(z), konstruirat éemo funkciju U, formulom. Napomenimo jos da teorem 1.5.3.
vrijedi i na neogranic¢enim i poluograni¢enim intervalima, tj. u slu¢ajevima a = —oo
i/ili b = o0.

Funkcije U, iz prethodnog teorema generiraju familiju ortogonalnih polinoma
na (a,b) s tezinskom funkcijom w.
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Teorem 1.5.4. Uz pretpostavke teorema 1.5.3., funkcije

1
w(z)

pul(z) = D"U,(x)
su polinomi stupnja n koji su ortogonalni na sve polinome niZeg stupnja na intervalu
(a,b) obzirom na tezinsku funkciju w(x), tj. vrijedi

b
/w(x)pn(x)xkdxzo, za k=0,1,...,n—1.

Dokaz:

Funkcija p, je o¢ito polinom stupnja n, jer je D"*1p,(z) = 0. Da dokazemo
ortogonalnost, pretpostavimo da je n > 1. Za k = 0 imamo odmah po Newton—
Lebnitzovoj formuli

b b b
/w(:c) pu(x) dz = /D"Un(x) dr = (n>1) = D" U, (z)| =0,

a
a

zbog rubnih uvjeta D""'U, (a) = D" U, (b) = 0.

Zal < k < n—1, integriramo parcijalno £ puta i iskoristimo opet rubne uvjete
koje zadovoljava funkcija U,,. Dobivamo redom

/bw(x)pn(x) o¥ dr = /bxk D"U,(x)dz

b

b
= 2* DU, (2)] — k/x’H DU, (z) dx

=0
b

Z —(k—1) / 252 D20, () d:p)

a

=—k <xk_1 D" 72U, (x)

=0

== (=DFE(k-1)---2 (xD"kUn(x) ’

—_—— a

=0
b
=Y,
a

= (-1 k(k—1)---2-1 (D"“Un(x)
jer jen—k—1 > 0. Primijetimo da smo za dokaz ortogonalnosti iskoristili sve rubne
uvjete na funkciju U,. [ |

=0

Ovaj teorem u mnogim sluc¢ajevima omogucava efektivnu konstrukeiju ortogo-
nalnih polinoma.
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Primjer 1.5.4. Neka je w(z) = 1 na intervalu (—1,1). Nadimo pripadne orto-
gonalne polinome. Prema teoremu 1.5.3., prvi korak je rjesavanje diferencijalne
jednadzbe

D"Y(D"U,(z)) = DU, (x) = 0,

uz rubne uvjete
Un(£1) = DU, (£1) = --- = D" U, (£1) = 0.

Polinom 2n-tog stupnja koji se ponistava u krajevima mora, zbog simetrije, biti oblika
U,(z) = Cp(2* — 1), gdje je C, proizvoljna multiplikativna konstanta (razlicita od
nule). Tradicionalno, konstanta C,, uzima se u obliku

B 1
" onpl

Pripadni ortogonalni polinomi su tada, prema teoremu 1.5.4., dani formulom

1 n n

5. dobivamo, ocekivano, Legendreove polinome.

Zadatak 1.5.4. Pokazite da je multiplikativna konstanta C,, odabrana tako da vri-
jedi P,(1) = 1, za svako n. Takoder, pokazite da vrijedi |P,(x)| < 1, za svaki
x € [—1,1] ¢ svaki n > 0. To znaci da P, dostiZe ekstreme u rubovima intervala,
sto je dodatno opravdanje za izbor normalizacije, jer je || Pylloo = 1 na [—1,1].

Primjer 1.5.5. Neka je w(z) = e~** na intervalu (0,00), za neki o > 0. Nadimo

pripadne ortogonalne polinome. Prema teoremu 1.5.3., trebamo prvo rijesiti dife-

rencijalnu jednadzbu
D" (e DU, (z)) = 0,

uz rubne uvjete
Un(0) = DU,(0) = --- = D" 'U,(0) = 0,
Un(o0) = DU, (00) = -+- = D" U, (c0) = 0.
Ocito je rjesenje oblika
Un(z) = e (co+crx+ -+ cpd™) +do + diw + - + dpyq2"

Rubni uvjet u tocki oo povlaci dy = - -+ = d,_1 = 0, a rubni uvjet u tocki O povlaci
co=-=¢n1 =0, paje
Up(z) = Cpa™ e 2.

Polinoms za koje je o =1 1 C,, = 1 zovu se tradicionalno Laguerreovi polinomi,
u oznaci L,. Njihova Rodriguesova formula je dakle

Ln(z) = ® D"(z"e™™).
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U opéem slucaju, za oo # 1, uz C,, = 1, lagano vidimo da je p,(z) = L, (ax). Tada
vrigede relacije ortogonalnosti

[e.e]

/6_0"” Ly (ox) Ly(az)de =0, m #n.
0

Napomenimo jos da oznaku L, koristimo za ortonormirane Laguerreove polinome.
Njih dobivamo izborom normalizacijske konstante C,, = 1/n!, pa su Zn 1 L, vezani
relacijom Ly(x) = n! L, ().

Primjer 1.5.6. Neka je w(z) = e na intervalu (—oo,00), za neki a # 0.
Nadimo pripadne ortogonalne polinome. Prema teoremu 1.5.3., trebamo prvo rije-
siti diferencijalnu jednadzbu

D" (e**** DU, (z)) = 0,
uz rubne uvjete
Un(£00) = DU, (£00) = - -+ = D" U, (+o00) = 0.

Lagano pogodimo da je
2.2
Un(z) =Cphe "
Odaberemo li o* = 1 i multiplikativnu konstantu C,, = (—1)", dolazimo do klasi¢nih
polinoma, koji nose ime Hermiteovi polinomi, u oznaci H,, s Rodriguesovom

formulom
H,(z) = (=1)"" D™(e™*").

U opéem slucaju, za o® # 1, uz C,, = (—a)", lagano vidimo da su polinomi koje

trazimo oblika
2 ) .

pu(a) = Hy(ax) = (—a)" e D™ (e
Pripadne relacije ortogonalnosti su
/ e H,\(ox) Hy(az) dz =0, m # n.

U literatur:t se ponekad moZe naci jos jedna definicija za klasicne Hermiteove poli-

nome, koja odgovara izboru o = 1/2, uz C,, = (—1)".

Svi ortogonalni polinomi zadovoljavaju troclane rekuzije (v. izvod Stieltjesovog
algoritma uz metodu najmanjih kvadrata). Za Laguerreove i Hermiteove polinome
mogu se analiticki izracunati koeficijenti u rekurziji, postupkom koji je vrlo slican
onom kojeg smo u detalje proveli u slucaju Legendreovih polinoma. Primijetimo,
takoder, da i Cebisevljevi polinomi prve vrste zadovoljavaju relacije ortogonalnosti
i troclanu rekurziju, i da smo taj slucaj do kraja proucili. Kako su ¢vorovi Gaussove
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formule integracije reda n nultocke odgovarajuceg ortogonalnog polinoma p,,, pre-
ostaje jo§ samo izra¢unati tezine w; po formuli (1.5.5). Sasvim opéenito, moze se
pokazati da vrijedi

b b

w; = /w(x) li(z) dx = ! /w(x) Pn(2) du,

Ph(i) J T — T

a

gdje su ¢; polinomi Lagrangeove baze, i te integrale treba naéi egzaktno. Formule
za tezine mogu se dobiti za cijeli niz klasiénih ortogonalnih polinoma, ali njihovo
racunanje ovisi o specijalnim svojstvima, posebnim rekurzijama i identitetima oblika
Christoffel-Darbouxovog. Obzirom na duljinu ovih izvoda, zadovoljimo se s kratkim
opisom nekoliko najpoznatijih Gaussovih formula.

Gauss—Laguerreove formule

Formule oblika o

/e_“” f(z)dr = zn:wif(xi)

zovu se Gauss—Laguerreove formule. Cvorovi integracije su nultocke polinoma
L,, definiranih Rodriguesovom formulom

~ dr
Ln — T n_—T ,
(1) = +(a"e™)
a tezine u Gaussovoj formuli su
=D (0P

P =

(L1 ()2 (Lo ()
[(n -1 (n!)?

Lo (i) Lna (i) Liy() Lo (x:)

_ (n)?
- mil L ()]

Greska kod numericke integracije dana je formulom
(n!)?
(2n)!

En(f) = FE(E), €€ (0,00).

Gauss—Hermiteove formule

Formule oblika .

[ e Y wnf(e)

oo =1
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zovu se Gauss—Hermiteove formule. Cvorovi integracije su nultocke polinoma
H,, definiranih Rodriguesovom formulom

Hy(a) = (-1 (),

a tezine u Gaussovoj formuli su

e l(n—DlyE 2l 7

YT T @) Hea (@)
2"(n—1)y/m 2t inl /T

~H () Hy o (22) H) (zi) Hnya (i)
B 2ntinl /7
[H ()]

Greska kod numericke integracije dana je formulom

n!\/m

siiony /7€), €€ (~o0.00).

En(f) =

Gauss—Cebisevljeve formule

Formule oblika .

1 n
[ﬁ f(z)dx ~ ;wzf(%)

zovu se Gauss—Cebisevljeve formule. Cvorovi integracije su nultocke Cebigev-
ljevih polinoma T,,(x) = cos(n arccos(z)). Izuzetno, te se nultocke mogu eksplicitno
1zracunati _
<(2@ - 1)7?)
x; = cos | ————— ).

2n

Sve tezine w; su jednake

w; = —.
n

Greska kod numericke integracije dana je formulom

™

En(f)zm

f(Qn)(g)’ 56 (_L]-)

Zadatak 1.5.5. Neka je tezinska funkcija w(z) = (z — a)*(b — z)° na intervalu
(a,b), gdje su a > —1 i B > —1. Nadite funkciju U, i napisite Rodriguesovu for-
mulu! PridruZeni ortogonalni polinomi zovu se Jacobijevi polinomi. Legendreovi
1 Cebisevljevi polinomi specijalni su slucay.
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Pomoc¢u Gaussovih formula mozemo jednostavno rac¢unati neke odredene inte-
grale analiticki, kao Sto se vidi iz sljede¢ih primjera.
Primjer 1.5.7. Ako Gauss—Laguerreovom formulom reda n = 1 racunamo integral

o0

/6_’” dx,

0

imamo pribliznu formulu
oo

[ rayde = 1),

0

buduéi da je Ly(z) = 1 —z, pa je &1 = 1 i w, = 1/[L'(1)]> = 1. Kako formula
egzaktno integrira konstante, za f(x) =1 imamo

[e.o]

/e_mdx = f(1)=1.

0

Slicno, za f(x) = ax + b, buduéi da formula egzaktno integrira i linearne funkcije,

[e.9]

/e’“(ax+b)dx:f(1):a+b.

Primjer 1.5.8. Ako Gauss—Cebisevljevom formulom racunamo

1 4
x
s
) V1—22

zgodno je upotrijebiti formulu Gauss—Cebiseva reda 3, koja zahtijeva nultocke poli-
noma Ty(x) = 42° — 3z, a to sux; = 0, x93 = £/3/2. Formula vodi na egzaktan

rezultat
T 9 9 3
:§<0+—+—> ==

1 4
/xidx
Ve 616/ 8
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2. Metode za rjesavanje obic¢nih
diferencijalnih jednadzbi

2.1. Uvod

Promatrat ¢emo inicijalni (pocetni ili Cauchyjev) problem za obi¢nu diferen-
cijalnu jednadzbu

dy
— = , ), o) = Yo, 2.1.1
5. = Tw2), y(@o) =vo (2.1.1)
pri ¢emu pretpostavljamo da je funkcija f(y, z) neprekidna na vremenskom intervalu
ro<x<biza—00<y<o0.

Ideja numerickog rjesavanja je zamjena neprekidnog rjeSenja u vremenskom
intervalu [zg,b] pribliznim rjesenjima u kona¢nom skupu tocaka {zg,z1,...,2n}.
Obzirom na to iz koliko prethodnih to¢aka racunamo novu aproksimaciju y; u tocki
x;, razlikujemo

(a) jednokoraéne metode (takve su na primjer Runge-Kutta metode) — aproksi-
macija u y; racuna se samo iz vrijednosti aproksimacije u x;_1;

(b) visekoracne metode (takvi su na primjer prediktor—korektor parovi: Adams-—
Bashfort metoda kao prediktor, Adams—Moulton kao korektor) — aproksi-
macija u y; racuna se iz vrijednosti u vise prethodnih tocaka zy, rxi1, ..., 2.

Oznac¢imo s Y (z) pravo rjeSenje diferencijalne jednadzbe, a s y(x) aproksi-
maciju rjeSenja. Bez smanjenja opcenitosti, za izvod metoda mozemo koristiti da
su tocke x; ekvidistantne, tj. da vrijedi h = 2; — x;_, odnosno

ZL‘j:ZEQ—I—jh, j:0,1,...,

2.2. Runge—-Kutta metode

Najjednostavnija metoda iz obitelji Runge-Kutta metoda je Runge-Kutta
metoda prvog reda, poznatija po imenom Eulerova metoda. Izvod Eulerove metode
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moze se napraviti na (barem) dva nacina. Prvi je lako shvatljiv, jer ima geometrijsku
pozadinu, a generalizacija drugog nacina dat ¢e nam ideju za izvod Runge-Kutta
metoda visih redova.

Povucimo u tocki zy tangentu na pravo rjesenje Y (x). Koristeéi vrijednost te
tangente u x; dobit ¢emo Zeljenu aproksimaciju u x;. Imamo
h h

~ Y'(xo) = f(20,Y0),
ili na drugi nac¢in zapisano:
Y(21) = Y(zo) = hY'(z0) = If(20,%0)-
Jasno je da ¢e se na slican nacin dobivati i aproksimacije za rjesenja u tockama

T9y...,IN.

Dakle, Eulerova metoda glasi:

yn+1:yn+hf(xn7yn)7 n:O71""’

Takoder je jasno da ako su tocke z; neekvidistantne, u prethodnoj formuli umjesto
h treba pisati h,, — varijabilna duljina koraka.

Eulerova metoda se, kao Sto smo vec¢ rekli moze izvesti i na drugi nacin.
Funkcija Y razvije se u Taylorov red (do prvog ¢lana) oko tocke x,,:
(x — x,)?

Y(x) =Y (2n) + Y (@) (@ = 20) + Y"(6) =5
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pri ¢emu tocka &, se nalazi izmedu x, i x. UvrStavanjem tocke x,; u prethodnu
formulu dobivamo:

h2
Y(anrl) = Y(xn) + hY/(xn) + Yl/(fn)?a Tp < fn < Tn+1-
Primijetimo da odavde slijedi da je greska aproksimacije u jednom koraku Eulerove
metode O(h?). Primijenimo li vie koraka metode, greska se “nakupi” do O(h) —

dakle maksimalan red metode je 1 (eksponent od h).

Opcenito, Runge-Kutta metode imaju oblik

P
Yni1 = Yo + D wik; (2.2.1)

i=1
gdje su w; konstante, a k; je

1—1

ki = hof (20 + Qihn, yn + Y, Bijks),

j=1

pri ¢emu je a3 = 0. Ostali w;, o, B odreduju se tako da formula Sto bolje
aproksimira rjesenje diferencijalne jednadzbe. Razvijemo li lijevu i desnu stranu
u (2.2.1) u Taylorov red oko tocke z,, i ako izjednacavamo prvih m koeficijenata uz
h;, dobivamo da ne mozemo izjednaciti vise od m = p prvih koeficijenata. Rezulti-
rajuca formula zove se RK (Runge-Kutta) metoda reda m. Uglavnom se promatraju
RK metode do reda m = 4 zbog toga sto je

broj racunanja funkcije “1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8
maksimalan red metode “1‘2‘3‘4‘4‘5‘6‘6'

Za fiksan m moze postojati vise RK metoda. Tako za m = 2 dobivamo uvjete

1
wy +wy =1, awy = 5 Bo1 = .

12
Interesantne RK-2 metode imaju as = 3’3 i 1. Mi ¢emo koristiti samo onu za

a =1, koja glasi
1
Ynt1l = Yn + §(k1+k2), n=0,1,2,...,

gdje je
kl = hnf(xnayn)

Pogreska za jedan korak RK—2 metode je O(h?), dok je za vise koraka O(h?).
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Na slican nac¢in, moze se pokazati da postoji vise RK metoda cetvrtog reda,
od kojih je najpoznatija

1
yn—l—l:yn+6(k1+2k2+2k3+k4)7 TL:O,l,Q,...,

gdje je
kl = hnf(xna yn)

1 1
k2 - hnf(xn + _hnayn + _kl)

2 2
1 1

ky = hnf (T + hn, yn + k3).
Pogreska za jedan korak RK-4 metode je O(h°), dok je za vise koraka O(h?).

2.2.1. Varijabilni korak za Runge—Kutta metode

Slicno kao kod Rombergovog algoritma, promatra se RK metoda s korakom h
i h/2. Nakon toga, napravi se 1 korak RK metode s korakom h i 2 koraka metode s
korakom h/2 (da se dode u istu tocku). Ideja je napraviti slijedece:

(a) ako se vrijednosti tako dobivenih aproksimacija “dosta razlikuju”, onda se
korak smanji na h = h/2 i procedura se ponovi za h/2 i h/4 (oprez od
neprekidnog smanjivanja korakall);

(b) ako su vrijednosti tako dobivenih aproksimacije bliske, prihvaca se tako izracu-
nata vrijednost, a iz ocjene pogreske predvida se h za slijedec¢i korak metode.

Korist od varijabilnog koraka je da se za neke funkcije s puno manje racunanja
moze dobiti rjesenje na zadovoljavajuéu tocénost, nego kod fiksnog koraka (koji ne
kontrolira tocnost).

2.2.2. Runge—Kutta metode za sustave jednadzbi

Runge-Kutta metode mogu se koristiti za priblizno rjesavanje sistema difer-
encijalnih jednadzbi i za priblizno rjesavanje diferencijalnih jednadzbi visih redova.

Treba samo primijetiti da u slucaju sistema diferencijalnih jednadzbi, veli¢ine
Yn, ki 1 f(x,y) imaju ulogu vektora, a ostale velicine su skalari. Moze se pokazati
da se jednostavnim zamjenama varijabli svaka diferencijalna jednadzba viseg reda
moze svesti na sistem prvog reda.
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Primjer 2.2.1. Svedite na sistem diferencijalnih jednadzbi prvog reda i rijesite RK—
2 metodom s korakom h = 0.1 diferencijalnu jednadzbu

y'+2y +3x =5 y(0)=1, ¥ (0)=2

u tocki x = 0.1.

Oznacimo s z = y'. Deriwiranjem i wvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobi-
vamo sistem diferencijalnih jednadzbi

y =z
7 =5—-22—3x

uz pocetne uvjete y(0) = 1, 2(0) = 2. Rjesenje zadatka dobivamo odmah u prvom
koraku
Y| _ | Yo 1 k1 ka1
sl ()
vl _ z y(0)| _ |1
2l |bh=2z2=3zx|" |20)| |2
Odatle, po formuli za RK-2 slijedi

ku | 01 2 ~10.2
ko| 7 |5—-2-2-3-0| |01}
Jednako tako, imamo
Yo kll . 1.2
o)) 1)
odakle izracunavamo ko
ka1 01 2.1 _ 0.21
koo T 15—-2-21-3-0.1 0.05 "

)= o] (0] Lot ]) - aie)

$to znaci y(0.1) ~ 1.205 i 2(0.1) = 3/(0.1) ~ 2.075.

Uocimo da je

Sve zajedno daje

2.3. Visekoraéne metode

Koriste se jer zahtijevaju manje izvrednjavanja funkcije nego RK metode. Na
primjer, jedan prediktor—korektor (PC) par (samo ime mu kaze i ulogu) reda 4 je:
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prediktor

h
yr(zo—f)—l = yn + ﬂ(55f(xm yn) - 59f(xn717 ynfl) + 37f(xn727 yn72> - gf(xnfi’n yn73)>

korektor

. b .
gl =y, + ﬂ(9f (@1 90) = 197 (20, 9,) = 5F(T1s Ynr) + [(Trss Yns)).

Ako se korektor koristi jednom (o¢ito je moguca i visestruka upotreba), onda se
za novi korak racunaju toc¢no dvije funkcijske vrijednosti: f(z,,v,) i f(2,41, y,(ljll),
a sve ostale su ve¢ morale biti izra¢unane u prethodnim koracima. (Uocite da
odgovaraju¢a RK—4 ima 4 izvrednjavanja funkcije.) Neugoda koristenja visekoracnih
metoda su tocke potrebne za start metode. U nasem slucaju PC para reda 4 za start
metode potrebno je znanje funkcijskih vrijednosti u tockama xg, x1, xo 1 x3.

2.4. Krute (stiff) diferencijalne jednadzbe

Najvaznija upotreba visekora¢nih metoda je rjesavanje (sistema) krutih difer-
encijalnih jednadzbi. Najpoznatija metoda poznata je kao Gearova metoda (po
Williamu C. Gear-u) i sastoji se od Adams prediktora i korektora varijabilnog reda
i varijabilnog koraka.

Za diferencijalnu jednadzbu reé¢i ¢emo da je kruta, ako mala perturbacija
pocetnih uvjeta dovede do velike perturbacije u rjeSenju problema.

Primjer 2.4.1. Zadana je diferencijalna jednadzba
y =10y —z) -9, y(0) =1
Opée rjesenje ove diferencijalne jednadzbe je
y(r) = ce'™ + 2+ 1.
Partikularno rjesenje za ovaj pocetni uvjet je
y=x+ 1.

Ako malo perturbiramo pocetni uvjet na y(0) = 1+ ¢, onda je partikularno rjesenje
te jednadzbe
y=ce'" x4 1.

Primijetite da je prvi faktor s desne strane dominirajuéi za malo veée x. Sto e se
u racunalu dogoditi s tom jednadzbom? Greske zaokruzivanja i pogreske u svakom
koraku metode djelovat ce kao perturbacija pocetnih uvjeta, pa ée se RK 1 slicne
metode “raspasti” — rezultati nece imati nikakve veze s pravim rjeSenjem.
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3. Rubni problem za obicne
diferencijalne jednadzbe

Iz tradicionalnih ralzoga, kod rubnih problema za diferencijalne jednadzbe
varijable se oznacavaju s x (prostorna) it (vremenska dimenzija).

Pretpostavimo da je zadana diferencijalna jednadzba drugog reda

Z—pt)r —r(t)r = q(t) (3.0.1)
uz rubne uvjete
z(a) =z,
z(b) = xy.

3.1. Egizstencija i jedinstvenost rjesenja

Za rubni problem nije osigurana niti egzistencija niti jedinstvenost rjesenja.
Pokazimo to na jednostavnom primjeru koji znamo egzaktno rijesiti.

Primjer 3.1.1. Zadana je diferencijalna jednadzba

T+x=0
uz rubne uvjete

z(0) =1

x(m) = 0.

Opée rjesenje zadane ODJ je
x(t) = acost + bsint.
Uvrstavanjem rubnih uvjeta dobivamo kontradikciju,

T
€T

1
(M) =0=—a,
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pa ocito ovaj problem nema rjesenja. Ako rubne uvjete promijenimo u
z(0)=0
z(m) =0

wocimo da su rjesenja ovog rubnog problema oblika

x(t) = bsint, beR.

3.2. Metoda gadanja za linearne diferencijalne
jednadzbe 2. reda

Svaku diferencijalnu jednadzbu drugog reda mozemo zapisati kao sistem jed-
nadzbi prvog reda, tako da se uvede & = y. Tada jednadzba (3.0.1) glasi
=1y
g =p)y+rt)r+qt)
a odgovarajuci rubni uvjeti su
z(a) = x,4
y(a) = &(a) = 777.
Ocito je da taj rubni uvjet treba izvuéi iz informacije x(b) = .
Pretpostavimo da prvi puta za (a) stavimo
t(a) = s1, s1 € R proizvoljan
i da uz tu pretpostavku rijesimo inicijalni problem i njegovo rjesenje oznacimo s
v(t). Drugi puta za &(a) stavimo
t(a) = s3, s € R proizvoljan
i da uz tu pretpostavku rijesimo inicijalni problem i njegovo rjesenje oznacimo s w(t).
Zbog linearnosti jednadzbe, linearna kombinacija rjeSenja v i w je opet rjesSenje, pa

odaberimo takvu kombinaciju da vrijedi z(b) = x;,. Uo¢imo da oba rjesenja postuju
da je z(a) = x,, pa linearnu kombinaciju rjesenja mozemo pisati u obliku

z(t) = M(t) + (1 — Nw(t)
Ako uvrstimo
xp = 2(b) = Av(b) + (1 — N)w(b)

dobivamo
xp, — w(b

)
v(b) — w(b)

i time je zadovoljen rubni uvjet z(b) = zy.

A\ =
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3.3. Nelinearna metoda gadanja

Ako imamo nelinearnu jednadzbu 2. reda, na pr.:

t
Z—(1— 5)3:95 =1 (3.3.1)
uz rubne uvjete
z(1)= 2
z(3) =—1

zapisimo je, takoder u obliku sistema ODJ. Ponovno, kao i kod linearne metode
gadanja, pretpostavimo da je

(1) = s; rjesenje w(t)

(1) = 5o rjesenje w(t).
Zbog nelinearnosti vise ne vrijedi argument linearne kombinacije rjesenja, pa se do
pravog rjesenja moze stiéi iterativno.

U tocki 3 rjesenja su za (s1,v(3)) i (s2,w(3)), a mi zelimo da bude (s, —1).
Nakon toga, ako v(3) ili w(3) nije —1, napravi se linearna interpolacija kroz tocke

(s1,0(3)) 1 (s2,0(3))

w(3) — v(3)
—v(3) = ————=(5 — 51).
y—0@) = T s =)
Zelimo da bude y = —1, pa odatle izra¢unamo s, $to je nova aproksimacija za s,

tj. uzme se ©(1) = s. Ovaj proces, ako se ponovi, moze, ali i ne mora konvergirati.

3.4. Metoda konaénih razlika

Pretpostavimo da je ponovno zadana ODJ (3.0.1) uz rubne uvjete

z(a) = z, = oznaka = xg

x(b) = x, = oznaka = z,.
Izaberimo mrezu ekvidistantnih tocaka tg = a,ty,...,t, = b u kojima zelimo aprok-
simirati rjeSenje rubnog problema. Oznacimo te aproksimacije s zg, 1, ..., Z,.
Prva derivacija aproksimira se simetricnom (centralnom) razlikom

dx i1 — i1

~dt oh

t=t;

T

gdje je h = (b—a)/n.
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Objasnimo zaSto je simetri¢na razlika bolja nego obi¢na podijeljena razlika.
Ako su tocke t; ekvidistantne, onda Taylorov razvoj u okolini ¢; glasi

(t—t;)? (t—1t;)3

®3)

gdje je € neka tocka izmedu t i ¢;. Uvrstavanjem u taj razvoj redom t = ;.1 = t;+h,
a zatim t = t,_y = t; — h dobivamo

, NN N TP
x(tiy1) = x(t;) + @(t;)h + w(tz)g +x (5)5
: RPN N W
w(tio1) :x(ti)_:p(ti)h+x(ti)§ - (5)5,

pa oduzimanjem i dijeljenjem s 2h dobivamo

z(tiv1) — 2(tic1)

o = @(t;) + O(h?).

Da smo u istu formulu (3.4.1) uvrstili samo ¢; i ¢;;1, dobili bismo

z(tiy1) — z(t;)
h

= a(t;) + O(h),

Sto je za red veli¢ine losije!

Drugu derivaciju aproksimiramo drugom podijeljenom razlikom (podijeljena
razlika dvije susjedne prve podijeljene razlike).

dx L1 — T
dt |,_,  h
dx o Ti — Tj—1
dt |,_, h
Tada je
. d21' ZL‘(t = tz) — l’(t = ti—l) Tiy1 — 2[L‘Z + ;1
r = —F = = .
d |,_, h h?

Odavde se, uvrstavanjem u diferencijalnu jednadzbu i sredivanjem po x;_1,z; i z;11
dobije trodijagonalni linearni sistem za tocke t;, ¢ =1,...,n—1

Tip1 — 2% + T Tip1 — i1
_ p(t.)i

% i o7 —r(ti)z; = q(ts).

Greska metode je ¢ - h%, ¢ € R, dok greska metode kod metode gadanja ovisi o
izabranoj RK metodi (RK—4 — greska c - h').
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4. Rjesavanje parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi

4.1. Parabolicke PDJ — Provodenje topline

Parabolicka diferencijalna jednadzba ima oblik

0?u  cpou
— = 4.1.1
ox? kOt ( )

uz rubne uvjete
u(0,t) = 1 (t)
U<L7t) = C2(t>
1 pocetni uvjet
.. Ou

4.1.1. Eksplicitna metoda

Kao i kod rubnog problema za ODJ, aproksimirajmo derivacije na slijedeci
nacin:

Pu _ uliy = 2u] +ul_,
Ox? s et (Ax)?
Ju Wt —ul
at r=x;,t=t; At
Uvrstavanjem dobivamo
; kAt ; ; 2k At ;
Wt = ul wl (1 - 7)1&
i Cp(Al')Q( i+1 + Zfl) + Cp(Al’)Q 7

Rjesenje u j + 1-om trenutku racuna se eksplicitno iz onog u j—tom.

Oznac¢imo s

kAt
cp(Ax)?
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Zbog stabilnosti rjesenja dif. jednadzbe nuzno je uzeti r < 1/2. Ovime se odreduje
omjer vremenskih i prostornih koraka. Ako je pocetni uvjet glatka funkcija, moze
se pokazati da je pogreska najmanja ako se uzma r = 1/6.

Primjer 4.1.1. Pretpostavimo da dvije velike Zeljezne ploce debele 1 cm s linearno
rasprostranjenom temperaturom od 0°-100° naglo spojimo toplijim krajevima, a ru-
bove tih ploca drzimo na 0°. Sto ce se s plocom dogadati tokom vremena?

U pocetnom trenutku ploce su zagrijane tako da je raspodjela temperature (po
debljini)
100x za 0 <z <1,
f(x,0) = {100(2—1:) al<a<2.

Na krajevima ploca vrijede rubni uvjeti w(0,t) =0 i u(2,t) = 0.

Fizikalno je jasno da ée se na krajevima toplina gubiti, a temperatura polako
ravnomgerno rasporedivati Sirom ploce. Ouakvo stanje ploce opisivat ce jednadzZba
provodenja (4.1.1). Veli¢ine ¢, p i k su konstante Zeljeza: k vodljivost, ¢ toplinski
kapacitet i p gustoéa materijala.

Jednadzbu éemo rijesiti eksplicitnom metodom. Buduci da pocetni uvjet nije
glatka funkcija (ima lom derivacije u 1), moze se pokazati da je na pr. r = 0.4
tocnije rjesenje nego za r = 1/6.

Primjer 4.1.2. Pretpostavimo da je k = ¢ = p =1 u (4.1.1), tj. da rjesavamo
parabolicku jednadzbu (4.1.1) uz uvjete uz rubne uvjete

u(0,t) =0
u(m,t) =0
1 pocetni uvjet
u(z,0) = sinz,

sto je glatka funkcija. Tada ée nagbolji r biti r = 1/6. Osim toga, za ovu jednadzbu
poznato je i pravo rjesenje
u(x,t) = e 'sinx

pa se mogu usporedivati greske.

4.1.2. Crank—Nicolsonova metoda

Razmatra se jednadzba provodenja uz iste rubne i pocetne uvjete kao i prije.
Ako derivacije u (4.1.1) zamijenimo na slijede¢i nacin

1(u§+1 —2ul +ul, | ull =20+ u?ﬂl) _ (uﬁ’“ - u”)
2 (Ax)? (Ax)? At
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dobili smo Crank—Nicolsonovu metodu. Ako r oznacimo istu konstantu kao i prije,
moze se pokazati da je ova metoda stabilna za razne r, pa se moze uzeti r = 1. Tada

se metoda pojednostavljuje na
Jj+1 J+1 J+1 _ J
—uply FAu =y = ug Uy

sto daje trodijagonalni sistem (za vremenski korak). Rjesenja ovom metodom nesto
losija po toc¢nosti od najbolje eksplicitne, ali se metoda jednostavno moze poboljsati
(Douglasova shema).

4.2. Hiperbolicke PDJ — Valna jednadzba

Hiperbolicka diferencijalna jednadzba ima oblik

Pu  Tgd*u

uz rubne uvjete
u(0,t) = ¢1(¢)

u(L, cot
i pocetni polozaj i pocetnu brzinu
u(z,0) = f(z)
ou(zx,0)
_— = I‘
p 9(x)

gdje je g tezina zice, T napetost i w linearna gustoca. Katkada se konstanta T'g/w
oznacava s 2.

4.2.1. Eksplicitna metoda

Derivacije se aproksimiraju na isti nacin kao i kod parabolicke PDJ. Uvrsta-
vanjem u jednadzbu dobivamo:

Ugﬂ - 2“? + Ugil — 2 ungl - 2“? + Ugfl
(At)? (Az)?
Oznaéimo s
A(At)?
(Az)?

Moze se pokazati da je ova shema stabilna, pa se moze uzeti r = 1 (tada je Az =
cAt). U tom slucaju prethodno eksplicitno rjesenje se pojednostavi na

g+l _ J =1
Ui = Uiy Uy — U (42.2)
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uz pocetne uvjete
u) = f(z;), i=0,...,n.
Uocite da nam je za start sistema potrebno i u;'. To se moze naéi na jedan od
slijede¢ih nacina:
(a) brzina se aproksimira prvom centralnom razlikom, pa je
u;t = — 2g(z;) At

(b) zna se egzaktno rjesenje jednadzbe iz pocetnih uvjeta (D’Alembertova formula)

z+ct
1
u(@,t) = 5[ —at) + fla+ )] + o [ g(r)dr.
r—ct
Ako se uvazi da je Ax = cAt i da je u prvom trenutku t jednak ¢t = At, moze
se izracunati u;. Uvrstavanjem u prethodnu formulu dobiva se

z;+Ax

1 1
ub = u(e, M) = ST, +ula)+ 5= [ g(r)dr
r;,—Ax
1 Tit1
= 5[“?71 + U?ﬂ] + % g(r)dr

Ti—1

Posljednji integral moze se aproksimirati Simpsonovom formulom. Primijetite
da sada mozemo startati racunanje u?, jer imamo ! i u;. Drugim rijecima,
ovdje nam u; ! uopée nije potreban.

Primjer 4.2.1. Zica bendza dugacka je 80 cm, teska 1g. Napeta je silom jednakom
tezini mase od 40kg. Cijelo vrijeme je ucvrséena na oba kraja. U tocki udaljenog
20cm od lijevog kraja iz ravnoteinog poloZaja povucemo Zicu 0.6 cm prema gore.
Nadite otklon Zice u svakom trenutku t, nadite koliko joj je vremena potrebno za
jedan kompletan period. Nadite frekvenciju titranja!

Zica oéito zadovoljava jednadzbu (4.2.1) uz uz rubne uvjete

u(0,t) =0
u(80,t) =0
1 pocetni poloZaj 1 pocetnu brzinu
( 0)_{ 0.03x za 0 <z <20
YUY =1 20010 + 0.8 2020 < 2 < 80,

ou(z,0)
ot
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Primjer 4.2.2. Neka je ¢ = 2 u jednadzbi (4.2.1). Ako Zicu dugu 9 jedinica uda-
rimo u ravnoteznom polozZaju brzinom (vidi dolje), dobivamo uvjete
u(0,1)
u(9,1t)

0
0

u(z,0) =0
du(z,0) = 3sin .

ot 9
Ponovno, zgodno je promatrati greske u rjeSenju, jer se zna da je pravo rjesenje

jednako
( t) B 27( (71’1' 47Tt) (71’1' n 47?15))
u(x, t) = cos 9 9 cos 9 5 .



