Poucak 21

Deset (ne sasvim) lakih dokaza

ZVONIMIR SIKIC, Zagreb

U Poucku br. 17, str. 76., objavili smo deset (ne sasvim) lakih teorema koje
ste, vjerujemo, (ipak) dokazali. Usporedite vase dokaze s naSima. Vjerujemo da ée
se vecina, u biti, pokazati istima.

(1) Trokuti AABCi APBQ, te AADC i ASDR, medusobno su sli¢ni (imaju
po jedan zajednicki kut i po dvije proporcionalne stranice, s faktorom
proporcionalnosti 1/2). Dakle,

Poll4ac i PO=4C 12

SR||AC i SR=4C 2.

Otud odmah slijedi

POIISR i PO=3R,

Sto znaci da je PORS paralelogram.

Cesto Cete naiéi i na vektorski dokaz Varignonovog teorema:

—_— > — — — —_— — —

PQ=PB+BQ=AB/2+ BC/2=(AB+ BC)2=AC2 =
—_ — — — —_ — —

=(A4D+ DC)/2 = AD/2 + DC/2 =SD + DR = SR.

> > . .
Dakle, PO = SR, $§to znaci da je PORS paralelogram.

Uocite da redukcijom cetverokuta ABCD na trokut ABC (tj. identi-
fikacijom C = D) Varignonov teorem postaje teorem o srednjici
trokuta: srednjica PQ trokuta paralelna je sa stranicom 4C i ima pola
njezine duljine.
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Slika 8.
Obrat ¢emo dokazati vektorski:
—_— > /S = — — —_— — —
AA'= AB+ BC+CD + DA=2PB+2BQ+2RD+2DS =
—_— — —_— — — — —_ = >
=2(PB+ BQ)+2(RD + DS)=2PQ + 2RS =2(PQ - SR) =0.
Naime, u paralelogramu PQRS vrijedi P—Q) = SR. Dakle, 4 =4".

Kao i u prethodnom dokazu, lako nalazimo da je 44" =2PQ + 2RS.
No, to znaci da A4’ ovisi samo o pocetnom Cetverokutu PORS.

Pretpostavimo da su kevijane ﬂ, BB’ i CC’ konkurentne. Tada vrijedi:

BA _ ABA _ OBA' _ ABA — OBA' _ OBA
AC AAC ~ O4C ™ AAC - O0AC ~ OAC

Na isti nacin nalazimo:
CB’ _ OCB . AC' _04C
BA OBA ° C'B~ OCB’
Dakle,

BA CB' AC' _ OBA OCB OAC _
1C BACB OAC OBAOCB~

Da bismo dokazali obrat, pretpostavimo da vrijedi

1.

i definirajmo tocku C” na sljedeci nacin,

AA’XBB’=0 i OCx AB=C".

Tada su A4’, BB’i CC” konkurentni pa po ve¢ dokazanom vrijedi
B4 CB AC

’
(i) ===~

A A

=1.

Q
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Q
>
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Usporedujuci (i) s (ii) nalazimo:
AC” AC
C'B CB’
Dakle, A4°, BB”1 CC’ su konkurentni.

tj. C’=C"

(5) Ako suA’, B’i C’nozita visina onda je

BA' =BAcos P, AC=AC cosy

CB =CBcosy, BA=PBAcosa
AC=4Ccosa, CB=CB cosp.

Otud slijedi

BA' CB AC' _ BAcosf3 CBcosY ACcosa _

A'C BACB = ACcosy BAcosa CBcosfB

Sto prema Cevinu teoremu znaéi da su visine A4, BB i CC’
konkurentne.

(6) Uz pomo¢ trigonometrije dokaz je vrlo jednostavan.

A_B=2P_Qsina=2P_Qi 2ST1;§2 2 5T siny=CD

(Naravno, 4B L PS L CD, odakle odmah slijedi da je ABCD
pravokutnik.)

Slika 9.

Dokaz se bez trigonometrije moze provesti na sljedeci na¢in. Trokuti
APQR i ASTR su sliéni (pravokutni trokuti sa zajednickim $iljastim
kutom u R). Zbog PO=PA i ST =SC vrijedi
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PR_SR PR_SR _PR___SR _ PR_SR
PQ ST’ PA SC’ PR-PA SR-SC’ AR CK
Dakle, trokuti AARC i APRS su sliéni. Odavde slijedi PS|| 4C. Na
isti natin mozemo dokazati PS|| BD. Dakle, AC|| BD. Uzimajuci
u obzir da je AB L PS L CD, odmah slijedi da je ABCD pravokut-
nik, dakle i da je AB=CD.
(7) Uz pomo¢ kosinusova poucka primijenjenog na AATB i AATC odmah
nalazimo
d?=a%+b?-2abcos 60°=a?+b?—ab
d?=a?+c?-2accos 60°=a?+c?-ac.
1 Naime, Z ATBi1 £ ACB =60° obodni su kutevi nad istim lukom, kao
’ Stosutoi LATCi £ ABC=60°.
1,55 iCC
T
van.
*siny=CD
di da je ABCD

Slika 10.

Oduzimanjem gornjih jednadzbi nalazimo
b2—c?=agb-ac, (b+c)b—-c)=alb-c), b+c=a,
tj. BT +CT = AT, $to smo i trebali dokazati.

Uogite da gornji dokaz vrijedi samo za b # ¢, jer samo tada moze-
mo dijelitis b—c#0. Akoje b=c, trokuti AATC i AATB su pra-
vokutni pa odmah slijedi b=c =asin30° tj. a=2b=2c.

Alternativni dokaz koristi se konstrukcijom trokuta 74D, koji dobije-
mo tako da krak TX kuta TAX od 60° presijeemo s 7B u tocki D (vidi
sliku 11.).

ljedeci nacin. Trokuti
zajednickim Siljastim
i
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Slika 11.

Taj je trokut jednakostrani¢an (kutovi u T'i 4 imaju po 60°) i to sa
stranicom a. Dakle, 7D = a. Osim toga trokuti ACAT i ABAD su kon-
gruentni (AT = AD=a, AC=AB=d, LCAT = ZBAD), §to znadi
daje BD=CT =c. Dakle, a=TD=TB+BD=b+c.

Inace, Van Schootenov teorem neposredna je posljedica Ptolemejeva
teorema prema kojem je ad =cd+bd, tj. a=b+c.

(8) Pitagorin teorem ne vrijedi samo za kvadrate, nego i za bilo koje
druge slicne likove nad katetama i hipotenuzom. Promotrimo stoga
kruzne odsjecke nad hipotenuzom AC i katetama 4B i BC.

B

Slika 12.

Prvi od njih jednak je zbroju druga dva, odakle odmah slijedi Hipo-
 kratov teorem o lunama.
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9 Iz c?=h2+y? i a?=h?+x? odmah slijedi
c?-at=yr—x?=(+x)y-x)=bd, c*=a’+bd.

Slika 13.

Bez poziva na Pitagorin teorem moZemo postupiti ovako. Konstruiraj-
mo kruznicu radijusa @ sa srediStem u vrhu naSeg jednakokraénog
trokuta.

b d b
Slika 14.
Tada vrijedi
(c—a)c+a)=bb+d-b), 2=a*+db.
Specijalni slu¢aj ovoga dokaza je sljedeci dokaz Pitagorina teorema.
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Slika 15.
(c—a)c+a)=b% ?=q?+ b2
(10)Nakon ,,uokvirenja” Je o€ito da dijagonala vanjskoga kvadrata dijeli
vanjski i unutarnji kvadrat na dva jednaka dijela.

1

Slika 16.
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