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PET ZADATAKA 1Z VJEROJATNOSTI

ZADACI |
PROBLEMI

Pet zadataka iz vjerojatnosti

ZVONIMIR SIKIC, Zagreb

. Koliko puta, u prosjeku, morate baciti kocku da biste dobili 6 ?

. U svakoj kutiji deterdzenta DEX nalazi se jedan od kupona oznacenih bro-

jevima 1, 2, 3, 4 ili 5. Kada sakupite svih pet razli¢itih kupona, dobivate
nagradu. Koliko DEX-a, u prosjeku, trebate kupiti da biste dobili nagradu?

. Uzastopnim bacanjem kovanica dobivate blokove glava i blokove pisama

razli¢itih duljina. Kolika je prosjecna duljina bloka?

. Samuel Pepys zamolio je Isaaca Newtona da mu izratuna koji je od

sljede¢a tri dogadaja vjerojatniji: barem 1 Sestica u 6 bacanja kocke,
barem 2 Sestice u 12 bacanja kocke, barem 3 Sestice u 18 bacanja kocke?
Sto je vas odgovor?

. Koja je najmanja skupina ljudi u kojoj je vjerojatnost da 2 osobe rodendan

imaju istog datuma (godine se ne moraju poklapati) veca od 50 % ?
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ZADAC! | PROBLEMI

Rjesenja pet zadataka iz vjerojatnosti

ZVONIMIR SIKIE

U Poucku br. 21 objavili smo 5 zadataka iz vjerojatnosti koje ste, nadamo se,
uspjesno rijesili. Ovdje nudimo nasa rjeSenja u koja smo upleli dosta zanimljive ma-
tematike (geometrijski red, Eulerovu konstantu 7y, beskonacno protegnutu povrsinu
Nikole Oresma, razvoj od e~ u red potencija itd. ). Ukoliko su vaSa rjeSenja zanim-
ljiva i bitno razlicita, javite nam.

1.

66 |

Veéina ljudi nekako osjeca da je odgovor 6. To je jedan od rijetkih sluCajeva u
kojima nas vjerojatnosni osjecaj ne vara.

Mi éemo dokazati neSto opdenitiji rezultat. Pretpostavimo da je vjerojatnost
Zeljenog ishoda nekog eksperimenta p. Tada neZeljeni ishod ima vjerojatnost
g = 1 — p. Vjerojatnost da se Zeljeni ishod poluci tek u n-tom ponavljanju
medusobno nezavisnih eksperimenata je P, = pg"~! (n — 1 puta mora se zbiti
neZeljeni ishod &ija je vjerojatnost g, a zatim se jedanput mora zbiti Zeljeni
ishod &ija je vjerojatnost p). Oc&ekivana vrijednost potrebnog broja pokusaja
zato je

(o)

E=1P1+2P2+...=ZnP,,=p+2pq+3pq2+...=anq”"1.
n=1

n=1

Ocekivanu vrijednost E moZemo izraCunati metodom kojom se obi¢no racuna
suma geometrijskog reda:

E=p+2pq+3pq2+4pq3+5pq4+...
qE = pq+2pq2+3pq3+4pq4+...
E—-qE=p+ pq+ pq2+ pq3+ pq4+...

Primjenom formule za sumu geometrijskog reda sada lako nalazimo:

EQ-q=pl+q+@+¢@+¢"+..)=——===1.
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RUESENJA PET ZADATAKA 1Z VIEROJAI T it

Dakle, E = 1/(1 —g) = 1/p. To znali da, u prosjeku, eksperiment morine
ponoviti I/p puta da bismo dosli do Zeljenog ishoda. Ako je p = 1/6, kao
naSem zadatku, eksperiment trebamo provjeriti prosje¢no 6 puta.

Isti problem moZemo rijesiti i bez raCunanja beskona&nih suma. Uocimo da
prvi u nizu cksperimenata moZe dati neZeljeni ishod (s vjerojatnodcu g) ili
zeljeni ishod (s vjerojatnodéu p). U prvom sluaju kreéemo ispocetka, tj. oce-
kivani broj cksperimenata do Zeljenog ishoda sada je 1 + E. U drugom slucaju
dosli smo do Zeljenog ishoda, tj. oéekivani broj eksperimenata do Zeljenog is-
hoda je 1. Sada je ,
E=(1+E)q+]1p,

odaklce odmal slijedi

. 1 1
I’,(l—(/):q+p:l, E=— = —,

-9 p

. U prvoj kutiji sigurno ¢ete naéi jedan broj. Vijerojatnost da u sljedecoj kutiji

nadete novi broj iznosi 4/5. Prema rjeSenju prethodnog zadatka, prosjecno tre-
bate kupiti 1/(4/5) : 5/4 kutije da bi se to desilo. Vjerojatnost da u sljedecoj
kutiji nadete novi broj je 3/5 i u prosjeku trebate kupiti 1/(3/5) = 5/3 kutija da
bi sc (o desilo. Zadnja dva broja, u prosjeku, zahtijevaju kupnju 1/(2/5) = 5/2
i 1/(1/5) S kutija. Ukupan (prosjecni) broj kutija koje trebate kupiti je

5 5 5 11 1 1 1
L= =1 =+5=5-+=-+-+=+-|x114.
lrl".‘"l (5+4+3+2+1) 114

Kada bi DEX u svojoj nagradnoj igri Koristio n brojeva, prosje¢an broj kutija
koji biste trebali kupiti bio bi

nl+l+1+ +1
g 2 3 DY n-

Tu vrijednost mozemo lako izraCunati koristeéi se aproksimacijom

1 1
", = l+-+-+4+... +—-= + —
7 t3 - Inn y+2n

gdje je y slavna Fulerova konstanta, y = 0.577218. . .

Na primjer, zan 5 nalazimo

1 1 1
5 4=+ -+ -+ == -
~(|'2+3+4+5) 51115+5y+2 11.4

§to je, na jednu decimalu, ista vrijednost koju dobijemo i direktnim ra¢unanjem
vrijednosti S(1 + 1/2+ ...+ 1/5).

Objasnit ¢emo kako moZemo doci do te aproksimacije, i do same konstante y.
Krenimo od iznosa povr§ina na sljededoj slici:
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= |-

I 3
t T

1 2 3 4 n n+1

Ukupna povrina nezatamnjenih pravokutnika, ¢ije se osnovice proteZu od ()

do n, ima iznos
H,=1+ l + l +...+ l
n = Stgtete
Isti iznos ima i ukupna povrsina pravokutnika sa zatamnjenim vrhovima, ¢ije
se osnovice protezu od 1 do n + 1. PovrSina od osi x do grafa y = 1/x, nad
intervalom [1, n], iznosi Inn. Odavde, uz pokrate Spn =061+ 4 ...+ 6 i

Yo =71+ Y2+ ...+ Yn1, lako slijedi (vidi prethodnu sliku)

1 1 1 —
H, = 1+;;+§+...+— =ln(n+1)—-(01+62+...+6p-1) =In(n + 1)=-68,, (1)
Z n

1 1 1
H, = 1+§+§+...+— =In(n+ D+y1+y2+.. . +y) =In(n+ D+y,,,. (2)
n

Prikazemo li sve povrSine y1,7y2,...;01,02,...u 1 X 1 pravokutniku (vidi slje-
decu sliku) lako éemo se uvijeriti da vrijede sljedece tvrdnje:

2

n n+1
i = limy, = >l id—l' 5—5<1 +6=1 (3
Yn= MY =727 n= Mop=0<3, Y+To=
n=1 n=1
_ - 1 - 1
(7—7,,)+(5—6n)=;, 6—5nz-2-r;z7—7n 4

Iz (1) i (4) sada lako slijedi
- 1
H,=1+lnn-6,=1+Inn+({6-6,)-6=Inn+y+(@0-6,) ~Inn+y+ o
n

68 |
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wice protezu od 0
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+0+...+0,1 1
)

In(n+ D=8, (1)

1(n+ D+Ypep- (2)

okutniku (vidi slje-

—_——
n+1
y+é6=1 (3)
~Yn “4)

1
op)xlnn+y+—,
2n

RUESENJA PET ZADATAKA IZ VJEROJATNOSTI

§to je nasa aproksimacija. Osim toga, iz (2) i (4) slijedi:

Hy=In(n+ 1) +7y,41 = l+ln(rn+ D) +Yp -y +y=In(n+ D+y-

1 1 1 1
~Inn+—— - =lnn+y-— .
D T T e T 2w D

Naime, In(n+ 1)—=Ilnn=1/(n+ 1)+ 6, = 1/(n + 1), §to se lako vidi:

Sve u svemu, imamo sljedecu procjenu:

1
<H,<lnn+vy+ —.

1
] -
Y T S 1) 2n

. Vjerojatnost pisma je 1/2. Vjerojatnost 2 pisma u niza je 1/4. Vjerojatnost 3

pisma u nizu je 1/8. Vjerojatnost 4 pisma u nizu je 1/16. 1 tako dalje. Dakle,
vjcrojatnost bloka duljine n je 1/2". Slijedi da je prosje¢na duljina bloka

1 1 1 1
D=5-1+Z-2+§-3+...+5-n+...

Ovaj beskonaéni zbroj moZemo izralunati na razne nadine. Pokazat ¢emo kako
ga je (u sasvim drugom kontekstu) izradunao Nikola Oresme u 14. st. On je
konstruirao sljedeéu povr§inu\koja predstavlja tu sumu (lijeva slika):
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Zatim je tu povrsinu presloZio kao na prethodnoj slici (desno). Dakle, D = 2,
tj. prosjecna duljina bloka pisama je 2.

I ovdje moZemo zaobiéi beskona¢na zbrajanja. Zapitajmo se na koliko pro-
mijena (iz glave u pismo ili iz pisma u glavu) prosjecno nailazimo u nizu od n
bacanja nov¢iéa. Bududi da je vjerojatnost promjene 1/2, prosjecno nailazimo
na n/2 promjena. To znali da je prosjecna duljina bloka 2. Uistinu jednostav-
nije rjeSenje.

. Veéina ljudi nekako osjeca da je vjerojatnost ista u svim trima slucajima. (Pro-

sje¢an broj Sestica na Sest baenih kocki je 1, na12je2,na18je3,al:6 =
2 : 12 = 3 : 18.) Nazalost, to je jedan od Cestih slucajeva kad nas vjeroajat-
nosni osjecaj vara. (Prosjeci i vjerojatnost nisu isto). Zaboravimo zato osjecaje
i krenimo radunati. Vjerojatnost od x Sestica u n bacanja je

I

Kada bacimo 6n kocaka vjerojatnost od # ili viSe Sestica je

6 —
Z": n\ (1Y (5\""
xJ\6) \6
XxX=n
Newton je izratunao ove vrijednosti "ru¢no”, a mi se danas moZemo posluZiti

tablicama kumulativne binomne distribucije, ili raunalnim paketima koji ih
sadrZe, i dobit éemo sljedece vrijednosti:

n 6n | P(> nSestica)
1 6 0.665

2 12 0.619

3 18 0.597

4 24 0.584

5

30 0.576

100 | 600 0.517

Dakle, najvjerojatnija je barem 1 estica u 6 bacanja, a najmanje vjerojatne su
barem 3 $estice u 18 bacanja. To je bilo i Newtonovo rjeSenje. Samuel Peppys
je doznao na $to se treba kladiti.

Veéina ljudi ima osjeéaj da je u skupini veli¢ine $kolskog razreda vjerojatnost
podudarnog rodendana puno manja od 50%. I to je jedan od Cestih sluCajeva
loseg osjecaja za vjerojatnost. Naime, u skupini te veli¢ine podudarnost je oko

I
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70%. Okrenimo se opet racunu. Ncka jo N {65 brog jednako vierojatnih
dana (zanemarit éemo prijestupne godinc), s broy fudi u promatranog sku-
pini. Izratunajmo vjerojatnost svih da svih s Ljudi i medusobno razhcite
rodendane.

Rodendan prvoga od s ljudi moZe biti bilo kojeg od N dani. Drupi mora bity
razli¢it, pa zato moZze tek biti bilo koji od preostalih N — 1 dana. Trecrmoze biti
bilo koji od preostalih N -2, itd., do preostalih N — s + 1 dana. Dakle, ukupan
broj nacina na koji se mogu realizirati svi medusobno razli¢iti rodendani je

N!

N(N—l)(N—2)(N—-\+1):-(—1V—_—s)—|'

S druge strane, ukupan broj nacina na koji s¢ mogu realizirati svi mogudi ro-
dendanije N-N-N-...-N =N

Odavde slijedi da vjerojatnost svih medusobno razli¢itih rodendana iznosi

NN-1N-2 N-s+1 _ N!
N N N =~ N  (N-9IN°

Komplementarna vjerojatnost,

N!

Po=1- ——,
s (N - 5)!N*$

je vijerojatnost da skupina od s Jjudi ima barem jedan podudarni rodendan.U
sljedecoj tablici dani su iznosi te vjerojatnosti za N = 365 i neke s.

8
I,

Vidimo da je vierojatnost podudarnog rodendana veéa od 50% veé u skupini
od 23 Covjcka. U skupini od 60 ljudi podudaran rodendan gotovo je siguran.

5 10 20 23 30 40 60
0.027 | 0117 | 0.411 | 0.507 0.706 | 0.891 | 0.994

Najtezi problen v gornjemu izvodu je raéunanje vrijednosti P;. Naime, 365!,
(365 - 23)1 i 3057 ogromni su brojevi koji zahtijevaju ogromne racune. Zato
te ra¢unc ovdlje nismo ni uveli, nego smo (u tablici) dali samo njihove konacne
rezultate.

Puno je lakse provesti priblizne racune, poput sljedeceg koji se koristi dobro
poznatom aproksimacijom:

2 2 X

+—=—...=1-x

A TR TR
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Ta je aproksimacija dobra za male vrijednosti x i obi¢no se koristi tako da
desnom stranom 1 — x aproksimiramo lijevu stranu e™*. Mi éemo je koristiti u
obrnutom smjeru.

N! _NN-IN-2 N-s+1 _
(N-s)INN N N N '~ N ~
1 2 s—1
:(1—N)(1—N)...(1— ~ )~
1 _2 sl 1424 +(s=1)
xe Ne N,..e N ="~ N =
_s=1)
=e 2N

Uotimo da je ta aproksimacija (zbog e™* > 1 — x) veéa od traZene vrijednosti.
Sada lako zakljucujemo da je

N! s(s=1)
Pi=le—  _ nl—e W
s (N = 5)IN® ¢

i da je ta aproksimacija manja od traZene vrijednosti. Zelimo li naéi s za koji
Jje Ps > 0.5, valja nam rijesiti jednadzbu

1- e‘%% =0.5, e‘ﬂ’% =0.5, ___—s(s - _

s - s+830In0.5=0.

Ta kvadratna jednadZba ima pozitivno rjeSenje 24 < s < 25. Dakle, za s = 25
sigurno vrijedi P; > 0.5. S obzirom na to da su naSe aproksimacije bile manje
od traZene vrijednosti, moZda je P; > 0.5 i za s = 23 ili ¢ak s = 22. To ovaj
racun s e”* ne moZe odluciti. Medutim, to¢niji rezultati pokazuju da je s = 23
prvi s za koji je P; > 0.5.
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