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G‘nr.wm istovremeno, 1936, godine, pojavilo se ne-
koliko nezavisnih definicija naizgled nejasnoga pojma
izratunljivosti, u radovima Emila L. Posta, Alonza Churcha,
Stephena C. Kleenea 1 Alana M. Tunnga (/F/, /C/, /K 1TV,
Sve te definicije kasnije su se pokazale ekvivalentnima.
Church, Kleene i Turing iskoristili su svoje definicije
kako b dokazali da postoje precizno definirami matemas-
ticki problemi koji nisu rjedivi, svodeéi ih na izracuna-
vanje precizno definiranih matematickih funkeija koje
nisu tzracunljive. Church i Turing dokazali su da je slavni
i u to vrijeme intenzivno rjefavani Hilbertov Entscheidungs-
problem jedan takav problem, pa se stoga svi koji ga po-
kuSavaju rijesiti bave uzaludnim poslom.

Sto je motiviralo matematicke logicare ranih tridese-
tih godina da tragaju za definicijom 1zracunljivosti? E’ut]m—
no je jasno da su osnovne aritmeticke funkcije +, — < i .,
kao 1 sve funkcije koje nastaju njithovim kumhmlrdll_]tm,
izratunljive. Postupak njihova izradunavanja jedan je od
temelja elementarnog obrazovanja ve¢ nekoliko tisuca
godina. Skoro je jednako stara i ideja o racunskom stroju.
Stovise, Leibniz je pred vise od 300 godina sanjao o




e

ra¢unskom stroju opée namjene (u vezi s njegovom te-
meljnom idejom o redukeiji svake argumentacije, ¢ak 1
svakog razmisljanja na ra¢unanje). Zamislivii pred vise
od 150 godina svoj »analiticki stroju (Analytic Engine),
koji programiran busenim karticama mozZe racunati bolje
od svakog ¢ovjeka, Babbage je prvi navijestio kako bi se
Leibnizov san mogao ostvariti. Babbage je takoder shva-
tio da je svako ratunanje zapravo kombinacija i iteracija
jednostavnih aritmetickih operacija, te da broj iteracija
treba kontrolirati testiranjem odredenih uvjeta. On je ¢ak
ustvrdio da se svaki zamishivi raéun u nacelu moze obavi-
ti strojem koji izvodi osnovne ratunske operacije, kombi-
nira ih i uvjetno iterira. Danas znamo da je bio u pravu.

lako njegov rad nije bio potpuno zaboravljen, njegov
teorijski znacaj nikada nije bio velik, jer je najéedce bio
zamagljen pitanjima hardwarea, koja je Babbage razmatrao
ne odvajajuci ih od pitanja softwarea. U svakom slucaju, sa
sigumodcu se moZe reéi da matematicki logican, kojih je
rad bio znac¢ajan za otkriéa iz 1936. (Dedekind, Frege, Hil-
bert, Gidel, Herbrand...) nisu poznavali Babbageove ideje.

Matematicki, logicki 1 filozofski znacaj iteracije kao
izvora prirodnih brojeva i radunanja s njima potpuno su
razumjeli Dedekind i Frege (usp. /S11/ str, 113 — 127).
Dedekind je 1888. dao logicko opravdanje iterativnih
definicija il kako ih on zove induktiviih definicija. Uskoro
¢e se one zvati rekurzivnima, a za rekurzivno definirane
funkcije ustalit ¢e se naziv rekurzivne funkcije. (lako je
upotreba rekurzija u ra¢unanju stara bar koliko 1 Euklidov
algoritam, naziv se koristi tek od dvadesetih godina.) Hil-
bert je 1926. prodirio upotrebu termina rekurzija na ono
§to danas zovemo transfinitnim rekurzijama, potaknut
cinjenicom da je Ackerman 1925, godine dokazao kako
jedna konkretna transfinitno rekurzivna funkcija, nije re-
kurzivna u uzem smisly, iako je izratunljiva. Tek se 1934,
pojavie termin primitivine rekurzivna funkcija, za re-
kurzivne funkcije u osnovnome neprodirenom smislu.
Njihovu konaénu definiciju 1 teoriju dao je Godel 1931,
godine, u svome epohalnom radu o nepotpunosti, tada jos
pod nazivom rekurzivnih funkeija.

Dakle, potetkom tridesetih godina unutar skupa trans-
finitno rekurzivnih funkcija, koji obuhvaca sve funkcije,
kako izracunljive tako i neizratunljive, jasno se isticao
skup pnmitivno rekurziviih funkcija koje su izraunljive,
ali ne ukljutuju sve izratunljive funkeije. Prirodno se na-
metnulo pitanje prosirenja skupa primitivno rekurzivnih
funkcija na preostale izratunljive funkeije. Herbrand u
pismu upuéenom Godelu 1931, godine predlaze definici-
Ju jednog takva prosirenja, koju Godel modificira 1 tako
1934. dolazi do definicije Herbrand-Godelovih rekurziv-
nih funkcija. Rije¢ je o skupu izracunljivih funkcija koji
prodiruje skup primitivno rekurzivnih funkeija. Obuhvaca
li on sve izracunljive funkcije, nije u tom trenutku bilo
Jasno, Sam Giodel nije vjerovao da bi to moglo biti isti-
nito, iako danas znamo da jest.

Svi dosada spomenuti pristupi pojmu izraéunljivosti
imaju motivaciju koju bismo mogli nazvati pezitivnom.
Babbage Zeli strojno racunati to vise matematicki zanim-

Encyclopaedia modema » god. XVIIl = br. 49 = 19598 = str. 153-161

ljivih funkcija. Dedekind i Frege Zele logicki definirati
prirodne brojeve i racunske operacije s njima (usp. /S1/
str. 113 — 127 1 /S1/ str. 45 — 48). Hilbert i njegova skola
traze konkretni racunski (tzv. finitni) temelj svoje me-
tamatematike, 5 pomocu koje Zele opravdati standardnu
transfinitnu matematiku, 1 3to je taj temelj uzi, to je op-
ravdanje, ako se do njega dode, bolje (usp. /S2/ str. 49 -
58). Herbrand #eli revitalizirati Hilbertov program, nakon
ito je on gotovo unidten Gidelovim teoremima o nepot-
punosti iz 1931. (usp. /53/1/51/ str. 155 — 170), tako ito
¢e proéiriti finitni temelj metamatematike na nac¢in koji
predlaZze u spomenutom pismu Godelu iz 1931, godine.
Sam je Godel za izvod svojih slavnih teorema o nepot-
punosti trebao dokazati da su osnovni pojmovi i relacije
formalizirane aritmetike odlucivi, 1. da su njima odgova-
rajuce funkcije izratunljive. U tu je svrhu definirao primi-
tivno rekurzivne funkcije, razvio njihovu teoriju i doka-
zao da su spomenuti pojmovi, relacije 1 njima odgovarajuce
funkcije ¢ak primitivno rekurzivne (usp. /S3/).

U okviru takvih razmatranja moglo se pojaviti 1 pita-
nje skupa svih izracunljivih funkcija, ali ono nije presud-
no za ta razmatranja. Da bismo se bavili bilo kopm od
gore spomenutih problema, nije potrebno znati $to su sve
izracunljive funkcije. To je potrebno ako je nad pristup
izracunljivosti negativee motiviran, . ako zelimo doka-
zati da neka funkcija nije izraéunljiva, odnosno da njoj
odgovarajuéi problem nije gesiv. Upravo je takva motiva-
cija dovela do znacajnih otkrica objavljenih 1936. godine.

Klasiéni je problem toga tipa problem rjesivosti dio-
fantskih jednadZbi. U Hilbertovoj formulaciji iz 1900,
godine, otkada se problem zove deseti Hilbertov problem,
on glasi ovako: Nadi postupak kojim ce se w konacnom
broju koraka modi odluditi ima i visevarifabilni polinom
s cjelobrojnim koeficijentima cjelobrojne multocke.

Budu¢i da se polinomi s cjelobrojnim koeficijentima
mogu kodirati prirodnim brojevima, npr. tako da se efektiv-
no poredaju u niz

'P|'| le P!‘ PJ'| leﬂ el
problem se zapravo svodi na izracunavanje funkcije:

1 ako P ima cjelobrojnih nulto¢aka
Hin) =
0 ako P nema cjelobrojnih nultocaka

Rijediti deseti Hilbertov problem zapravo znadi naci
postupak za izra¢unavanje funkcije /{n). Naravno, ako
mislimo da takav postupak ne postoji (dakle, ako smo
negativno motivirani), to moramo dokazati tako da doka-
#emo da funkcija H(n) nije izracunljiva. Ali tada moramo
#nati §to znaéi da je funkeija izracunljiva.

Njemacki izraz za problem odlucivanja — Entscheidungs-
problem — uobicajio se potetkom stoljeca za specifiéni pro-
blem odlu¢ivanja logicke valjanosti propozicija, ili nje-
mu ekvivalentni problem logickoga slijeda. Buduéi da se
propozicije odredene logicke forme mogu kodirati prirod-
nim brejevima, npr. take da se efektivno poredaju u niz
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Entscheidungsproblem (za t logitku formu) svodi se na
izratunavanje funkcije:

[1 ako je p_ valjana propozicija

Fim) =1

0 ako p_mnije valjana propozicija

Ekvivalentni problem, za logicki slijed, svodi se na izra-
¢unavanje funkcije dviju varijabli:

1 ako iz p_logicki slijedi p,
Sm, n} =
0 ako iz p_logicki ne slijedi p,

Za neke je logicke forme Entscheidungsproblem pozi-
tivno rijesen. Naprimjer, standardni racun s tablicama is-
tinosnih vrijednosti zapravo je postupak za izratunavanje
funkeija 11 § za istinosno-funkcionalne logicke forme.
Liwenheimova analiza monadskih formi logike 1.1 2. reda
iz 1915. godine sadri postupke za izracunavanje funkei-
ja Vi 5 za te forme. Do jos jednostavnijeg postupka, za
iste logicke forme, dosao je Skolem 1919. i nezavisno
Behmann 1922, Medutim, Entscheidungsproblem za poli-
adske logicke forme (dakle za logiku relacija, a ne samo
svojstava) bio je pocetkom tridesetih godina jedan od os-
novnih jos uvijek nerijesenih logickih problema. Njegovo
pozitivno jesenje omogucilo bi, prema Lowenheimu 1915,
1 Behmannu 1922, rutinsko jesavanje matematickih prob-
lema, s obzirom na tada veé¢ standardne formalizacije
klasicne matematike u okviru logike poliadskih formi, tj.
u okviru kvantifikacijske logike svojstava i relacija (usp.
/81/ str. 111 = 170). (To je, naravno, samo teorijski toéno,
budué¢i da nadeni postupak odlucivanja mozda zahtijeva
praktcki neraspoloZivo vrijeme, prostor, energiju, ...)

Hilbert i njegova skola oéekivali su pozitivno rjese-
nje jer su s jedne strane bili ohrabreni parcijalnim rezul-
tatima Léwenheima i Behmanna, dok su s druge &vrsio
vjerovali u rjesivost svih matematikih problema, Hilbert
je 5. 9. 1930. na kraju svojeg predavanja u Konigsbergu
samouvjereno izjavio: »{...) ein unlosbares Problem ber-
haupt mcht gibt. Statt der térichten lgnorabimus heisse
ich im Gegenteil unsere Losung: Wir miissen wissen, Wir
werden wissen. «

Zadnja rec¢enica uklesana je u nadgrobnu ploéu nje-
gova groba ($to potice dodatna razmisljanja). Naravno,
Hilbert je znao za negativna »rjedenjax klasiénih proble-
ma duplikacije kocke, kvadrature kruga i rjesivosti jedna-
di#bi stupnja vedeg od Getiri. No u svim tim sluéajevima
ustanovljeno je odsustvo unaprijed jasno limitiranog
postupka: nemoguénost konstrukeije ravealom i Sestarom
u prva dva sluéaja i nemogucnost jesavanja jednadzbi
pomocu radikala u trecem slucaju. U slucaju Entschei-
dungsproblema nema takvih ograni¢enja. Dopuiten je
bilo kaji postupak; a kako je uopée moguce ramisliti
odsustvo bilo kojeg postupka.

Il

Ipak, bilo je onih koji su mogli zamisliti bas to, dakle
onth koji su prema nasoj osnovno) podjeli negativno
motivirani. Brouwer je poéetkom stoljeca odbacio zakon
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iskljucenja treéeg (fertium non datur), koji, gledano
konstruktivisticki, po¢iva na pretpostavel o nepostojanju
nerjedivih matematic¢kih problema. Za Brouwera, nasu-
prot Hilbertu, bilo je nedvojbeno da su mnogi matemati-
¢ki problemi nerjesivi. Post je dvadesetih godina egzakino
dosao do istoga zakljucka, 1ako je to objavio tek 1936.
{usp. gore), Von Neumann je 1927. iznio misljenje da je
Entscheidungsproblem za poliadske forme nerjediv, zato
sto bi njegovim rjedenjem matematika postala rutinska
djelatnost, §to je smatrao apsurdnim. (Ranije smo pri-
mijetili da to nije sasvim to¢no; usp. gore.) Isto je misljenje
1928, iznio i Hardy. Ipak, sve su to bili osjecaji, uvjerenja
i slutnje, osim kod Posta. Nazalost, njegovi su egzakini
rezultati 1zash u javnost tek 1936.

Kona¢na prevaga na negativnu stranu dosla je s
Gidelovim rezultatima o nepotpunosti iz 1931. godine
(usp. /83/). Povijesna je ironija da je Gidel znanstvenu
javnost upoznao s tim rezultatima 4. 9. 1930., na 1stome
onom skupu u Kénigsbergu na kojem je Hilbert dan
kasnije — 5. 9. 1930, - izrekao svoje »Wir miissen wissen,
Wir werden wissen«. Naime, iz Godelovih rezultata slije-
di da za postupak koji rjesava Entscheidungsproblem za
poliadske forme nije moguce, ni u jednome formalnom
sustavu aritmetike, dokazati da to ¢ini korektno. To je
zapravo znacilo da je odluc¢ivost Entscheidungsproblema
gotovo nevjerojatna, Naravno, trebalo je vremena da se
shvate sve posljedice Gidelovih teorema. Razdoblje od
4. 9. do 5. 9. 1930. svakako nije bilo dovoljno Hilbertu,
pa mo2da ni samom Gédelu. Herbrand je 1931. bio jedan
od prvih koji je shvatio da »Godelovi rezultati (...) im-
pliciraju laznost jedne $iroko rasprostranjene ideje [o
moguénosti pozitivnog rjesenja Entscheidungsproblemals.
Uskoro su to razumjeli Church, Kleene, Turing i mnogi
drugi matemati¢an, Sazrelo je vrijeme da se pokusa defini-
rati klasa izracunljiivih funkeija, koja ¢e konaéno omogucit
da se dokaze nerjesivost Entscheidungsproblema.

Ve¢ smo spomenuli klasu Herbrand-Gadelovih re-
kurzivnih funkcija, za koje sam Gaédel nije bio siguran
da obuhvacaju sve izracéunljive funkecije. Znanstvenoj ih
je javnosti predstavio u svibnju 1934, na jednom predava-
nju u Princetonu, kojem su prisusivovali Church 1 nje-
gov student Kleene. Church je nekoliko godina ranije
formulirao svoj A-rac¢un, koji danas gledamo kao univer-
zalni programski jezik viSega reda, a tada je predloZen
kao univerzalni logicki temelj klasiéne matematike. (lz-
gleda da se u prvoj polovici stoljeca svaki veliki logicar
morao dokazati stvaranjem bar jednoga sveobuhvatnoga
logitkog sustava te vrste.) Kleene je upravo u 1o vrijeme
radio na svojoj disertaciji posvecenoj A-raéunu i polako
je otkrivao zapanjujuéu snagu njegovih definicija. Sve je
bliza bila misao da je svaka izracunljiva funkcija A-
-definabilna. Kada je Kleene joi dokazao da je klasa
Herbrand-Giodelovih rekurzivnih funkcija identiéna klasi
A-definabilnih funkeija, on i Church bili su sigumi. Her-
brand-Gédelove rekurzivne funkcije, a to znaéi i A-de-
finabilne funkcije, obuhvacaju sve izraunljive funkcije.
Church je tu tezu objavio 1936. u /C/ (ona se naziva
Churchovom tezom od 1952, kada ju je Kleene tako
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nazvao u svojem [ntroduction to metamathematics). Iste
godine Kleene je formulirao svoj pojam p-rekurzivne
funkcije (to je ono Sto danas zovemo rekurziviim funkei-
jama) i dokazao njegovu ekvivalentnost s A-definabilnim

i Herbrand-Gadelovim funkcijama. Bilo je nedvojbeno
da je pojam izracunljivosti kona¢no jasno formuliran.
Saznavéi za ove rezultate i Post je napokon objavio prikaz
svoje opée teorije formalnih sustava iz 1920-ih, koja je
zapravo teorija izracunljivosti, a za koju se takoder poka-
zalo da je ekvivalentna Churchovoj, Herbrand-Gadelo-
voj | Kleenejevaj teoriji.

Sve spemenute definicije izra¢unljivosti bile su od
strane svojih autora iskoridtene za dokazivanje nerjesivo-
sti nekih fundamentalnih matematickih problema, Church
je 1933, odrzao predavanje o Richardovu paradoksu, u
kojem je pokazao kako se metodom dijagonalizacije po
zadanoj klasi funkcija moze dokazati da neka funkeija
ne pripada toj klasi. Tu je metodu 1936. (u /C/) primijenio
na novodefiniranu klasu izracunljivih funkcija i tako je
konacno dokazao nerjedivost Entscheidungsproblema.

Korektnost ovoga te slicnih Kleenejevih i Postovih re-
zultata nije upitna. Ipak, nesto slobodnijoj interpretaciji tog
rezultata, u obliku: Nema postupka kojim bi se rijesio
Entscheidungsproblem, treba prici opreznije. Naime, A-ra-
¢un, Postovi formalni sustavi, Kleenejeve rekurzivne fun-
keije i druge ekvivalentne teorije definiraju klasu izracunlji-
vih funkcija, a time 1 klasu (efektivnih) postupaka. Ono
§to je Church dokazao 1936., jest to da Entscheidungspro-
blem nije rjesiv postupcima te klase, a pored toga postavio
Je tezu da su postpei te klase zapravo svi moguci postupei.
Argumenti za tu dodatnu Churchovu tezu bili su jaki, ali
za mnoge ne 1 konaéni (Godel naprimjer nije bio potpuno
uvjeren). Ponovimo jod jednom koji su to argumenti.

(1) Svi poznati postupei obuhvaceni su Churchovom
klasom izratunljivih funkcija!

(2) Klase postupaka definirane na vrlo razlicite naci-
ne 1 s vrlo razli¢itim poéetnim motivacijama (A-definabil-
nost, Herbrand-Godelova rekurzivnost, Postovi formalni
sustavi itd.) zapravo su iste!

(3) Dijagonalizacija, kojom se obi¢no dokazuje da
funkcija ne pripada nekoj klasi, ne moze se efektivno
provesti po Churchovej klasi izra¢unljivih funkcija!

U ¢emu je problem? Zasto Godel nije bio potpuno
uvjeren? Vijerojatno zato ito se do klase svih mogucih
postupaka (svih moguéih izracunljivih funkcija) nije do3-
lo direktnom analizom pojma postupka (pojma 1zracun-
ljivosti), nego indirektnim, zapravo implicitnim putem.
Nedostajala je direktna analiza koja bi eksplicitno obra-
zlozila sveobuhvatnost Churchove klase izracunljivih
funkeija. Takvu analizu nisu ponudili ni Church ni Klee-
ne. Nju nalazimo tek kod Turinga.

III.

Alan Mathison Turing roden je u Londonu 1912,
godine u obitelji koja je bila tipiéni predstavmik engleske
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vise srednje klase (usp. /H/). Otac mu je bio sluzbenik
engleske kolonijalne administracije u Indiji, a majka kcer
glavnoga inZenjera Zeljeznicke pruge kroz Madras. Rodi-
telji su mu se 1913. godine vratili u Indiju ostavivii
jednogodisnjeg Alana 1 njegova Cetiri godine starijeg
brata na brigu jednomu umirovljenom pukovniku 1 nje-
govoj zeni u St Leonardu u Sussexu. (U to su se doba
engleski pripadnici vise srednje klase s lakocom odvajali
od svoje djece, koriste¢i se kolonijama dok djeca nisu
navrdila 8 godina, a zatim sustavom boarding school od
njihove 8. do 18. godine.)

Alan Turing bio je normalno dijete, na koje je ovo
rano iskustvo djelovalo porazavajuce. Tesko mucajuci,
izolirao se u oklop vlastite samodovoljnosti, koju je s
vremenom razvio do ekscentri¢nosti, odbacujuci dru-
§tvenu maskeradu dobroga odgoja kao alternativni i
uobicajeni okvir djeéje patnje. U boarding school bio je
raséupano dijete s prstima prljavim od tinte, koje se nije
uklapalo. Bio je sramezljiv, bio je usamljen, a mucanje
je samo pogordavalo ¢itavu stvar. Mladi Turing nije
obecavao gotovo nista. Imao je velikih teSkoca s u¢enjem
¢itanja i pisanja, dok jednoga dana nije odlucio da zeli
¢itati, pa je jednostavno sam svladao to umijece za tri
tjedna. S 11 godina razvio je pravu strast za organsku ke-
miju ostajuéi dje¢je nevino, gotovo radosno nezaintere-
siran za sve ostale predmete (npr. u to vrijeme jo$ nije
znao pismeno dijeliti). Mladi Turing s 11 godina nije bio
sasvim spreman za neku od prestiznih public schools.

Srec¢om, Turingovi su se u to vrijeme vratili iz Indi-
je une bas sjajnoj financijskoj situaciji, $to je znacilo da
nisu bili u stanju poslati svoje sinove u neku od prestiznih
public schools. Tu drutvenu sramotu trebalo je izbjeci
pod svaku cijenu pa su se Turingovi preselili u Bretanju
{¢ime su dodatno izbjegli placanje poreza). Alan je uZivao
u Francuskoj i u poduci koja nije ujedno znaéila 1 odvaja-
nje od obitelji. Njegove uspavane sposobnosti napokon
su probudene, pa su ga s 13 godina uspjeli upisati u Sher-
bome, relativno prestiznu Skolu u Dorsety.

Kada je trinaestogodinji Alan (krenuvsi 1z Fran-
cuske u svoju novu Skolu potpuno sam) uplovio u Sout-
hampton, do¢ekao ga je opi Strajk, koji je poceo bad tog
dana. Engleska je mirovala, sav je promet bio prekinut.
S karakteristi¢nom snalazljivoséu mladi je Turing kupio
kartu juzne Engleske, sjeo na bicikl i nakon gotovo 100
km voznje stigao u Sherbome kao Skolski junak. Ipak,
rajéupani 1 jo§ k tome mucavi ¢udaci nisu materijal od
kojeg se prave public school heroes. Turing je krenuo
svojim veé uobi¢ajenim, usamljenickim, putem. Umjes-
to grupnih sportova, koji su etos svake public school, oda-
brao je tréanje na duge pruge. U Sherbomeu je otkno 1
svoj duboki interes za matematiku, ali ne kroz predavanja
svojih nastavnika, nego kroz vlastiti samostalni studi).
Uskoro je ¢itao o teoriji relativnosti i kriptografiji, iake
katkada nije znao mi elementame stvan iz redovnog pro-
grama.

Matematika ga je povezala s nedto starijim djetakom
Christopherom Marcomom, najboljim matematiarem u
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skoli. Postali su najbolji prijatelji, no za Turinga se veza
razvila u nesto vide od prijateljstva. Turing se zaljubio.
Otkrice vlastite homoseksualnosti potpuno ga je zbunilo
1 jos vise zatvorilo. (U to je doba homoseksualnost bila
kriviéno djelo, zbog kojeg se zavriavalo u zatvoru.) lako
Christopheru nikada nije otkrio pravu prirodu svojih
osjecaja, ta je veza ostala jedna od najdragocjenijih u ci-
jelom Turingovu Zivotu. Rana Christopherova smrt, pri
kraju njihova zajedniékog skolovanja u Sherborneu, jos
je jedno traumatsko iskustvo Turingove mladosti.

Nakon uspjesnog zavrietka Skolovanja u Sherbomeu
Turing je dobio matematicku stipendiju na King's College
u Cambridgen, gdje je postao brucos u listopadu 1931.
godine. Ranih tridesetih godina Cambridge je bio jedna
od vodecih matemati¢kih i prirodoznanstvenih institucija
u svijetu. Tu su bili Dirac, Eddington, Hardy, Whitehead
i Russell. Mnogi bjegunci iz Hitlerove Njemacke zaustav-
ljali su se u Cambridgeu na svojem putu za Ameriku,
Tako je Turing kao student slusao Schridingerova preda-
vanja, te kompletne kursove kvantne mehanike i diferen-
cijalnih jednadZbi, koje su drzali Born i Courant. Turing
je diplomirao 1934., a zahvaljujuéi svojemu uspjeinom
radu u teoriji vjerojamosti, 1935. izabran je (uz preporuku
Hardya i Eddingtona) za ¢lana King's Collegea.

Te iste podine odslusao je Newmanova predavanja
iz matemati¢ke logike, susrevsi se po prvi put s Gide-
lovim rezultatima iz 1931, godine. U tim predavanjima
Turing je prvi put uopce ¢uo za Entscheidungsproblem,
da bi na Newmanovo zaprepasienje gotovo odmah do3ao
do (negativnog) rjesenja tog problema. To mu je omogu-
¢ila njegova lucidna i izravna analiza pojma izradun-
ljivosti. Moglo bi se reci da je Turing uspio u svojoj
analizi bas zahvaljujudi ¢injenici da nije poznavao radove
glavnih autoriteta u podrucju kojega se tako zduéno pri-
hvatio. Krenuo je od samih potetaka, izravno u analizu
pojma izracunljivosti, neopterecen tudim idejama.

IV

U svojoj analizi pojma izra¢unljivosti Turmg razma-
tra izracunljive funkcije s pozitivnim cjelobrojnim argu-
mentima, kojih su vrijednost 0 1. On, za razliku od svih
svojih suvremenika, ne polazi od pitanja Sto je izracun-
ljiva funkcija?, nego od pitanja Sto je racunanje?, Nje-
za zanima koji su uopée mogudi postupel pomoéu kojih
se provodi ra¢unanje. Dia bi odgovorio na to pitanje, Tu-
ring analizira postupke ratunara, tj. apstraktnoga ljudskog
bica koje racuna. Najprije uodava da nista ne gubi pretpo-
stavkom da se radun provodi na potencijalno beskonaénoj
traci podijeljencj na kvadratie, u koje se upisuje po
najvise jedan simbol. (Lako je dokazati da se svaki racun
u dvedimenzionalnom ili videdimenzionalnom »prosto-
ru kvadraticas mo2e provesti i u jednodimenzionalnome,
te da se upisivanje konaénog broja simbola u jedan kva-
drati¢ uvijek mo2e reducirati na upisivanje samo jednog
kvadrati¢a, podjelom tog kvadrati¢a na konaéno mnogo
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manjih kvadrati¢a.) Razmatrajuci osjetilna 1 misaona
ograni¢enja apstraktnoga ljudskog ra¢unara, Turing dolazi
do zakljutka da postupci koje ratunar uopée moze kori-
stiti tijekom raéunanja, imaju sljedeca ogranic¢enja:

(1) Postoji kona¢na gomnja ograda na broj simbola
koji se mogu upisivati u kvadratice.

(2) Postaoji konadna gomnja ograda na broj kvadratica
koje racunar moze uzeti u razmatranje dok u pojedinom
trenutku odluéuje sto mu je sljededi korak.

(3) Racunar u svakom koraku mijenja sadrzaj najvise
jednog kvadrati¢a i pritom postoji konaéna gornja ogra-
da na udaljenost tog kvadrati¢a od onih kojih je sadrzaj
uzel u razmatranje (usp. (2)) pri odluci za taj korak.

(4) Postoji konatna gornja ograda na broj ratunaro-
vih »mentalnih stanja« koja (zajedno sa sadrzajem tre-
nutno razmatranih kvadratica; usp. (2)) odreduju njegovu
sljedecu akciju i njegovo sljedeée mentalno stanje.

Polazed¢i od ovih ogranitenja Turing je dokazao da
se svako racunanje, koje provodi apstrakini ljudski racu-
nar, moe simulirati odgovarajudim Turingovim strajem,
koji je opéenito definiran na sljedeéi naéin.

Rac¢unanje se provodi na potencijalnoe beskonadno)
traci podijeljenoj u kvadratice. Svi kvadratici, osim njih
konaéno mnogo, prazni su kako poéetno, tako i u sva-
kome, daljnjem koraku raéunanja. Ako kvadratic nije pra-
zan, onda je na njemu ispisan toéno jedan od konaéno
mnogo simbela S, ..., S . Uobi¢ajeno je o praznom
kvadratiéu misliti kao o kvadraticu na kojem je ispisan
wprazni« simbol S .

U svakom koraku raéunanja stroj se nalazi na toéno
jednom od kvadrati¢a (»promatra« toéno jedan kvadratic).

i —— = = PR

U svakom koraku rafunanja stroj moZe izvest jed-
nu od » + 4 akcije:

(1) Zaustaviti se

(2) Pomaknuti se desno (R).

(3) Pomaknuti se lijevo {L).

(4) Ispisati 5 na promatranom kvadraticu.
(3) Ispisati §, na promatranom kvadraticu.

(n + 4) Ispisati S na promatranom kvadraticu.

U svakom koraku ra¢unanja stroj se nalazi u toéno jed-
nom od konaéno mnogo (»mentalnih«) stanja q, ..., q,.
Biti u jednom od stanja moze znaéiti; imati odredeni po-
loza) zupéanika, imati odredenu voltazu na odredenim
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mjestima, itd. To nije bitno, jer Turingov stroj nije kon-
kretni stroj, nego je apstraktni stroj.

Turingov stroj zadan je skupom instrukcija koje
odreduju koju ¢e akciju stroj izvesti kada u stanju g, pro-
matra simbol S, te u koje ¢e stanje potom prijeéi. Skup
takvih instrukcija moZe se zadati tablicom, dijagramom
toka, nizom éetvorki, ili na neki drugi nacin. Evo jed-
nog primjera:

TABLICA DIAGRAM TOKA
’ s 8 5,5, 5,5, 5,8,
- = .
49, | 549 Lag, 85,;;. 8 5L 5
g, (546 Lg, ) ° &
9, | 5,4,
NIZ CETVORKI

9,5,5,4,9,5,L9,9,5,5,4,9,5,L4,,5,5,9,

Ovako zadani Turingov stroj, polazedi s nekoga
pocetnog kvadratiéa iz pocetnog stanja q,, te od nekoga
pocetnog ispisa trake, transformirat ¢e taj ispis u jednom
nizu koraka koji ¢e se zavréiti kada stroj dode do simbo-
la 1 stanja za koje nema instrukcije o radu. Jedan takav
niz koraka, za gore zadani stroj i poéetnu konfiguraciju
.00100... 1zgleda ovako:

0000100,
1
0000100,
2
0001100...
2
..0001100...
3
L 0011100...
3

Traka je prikazana nizom simbola 0 i 1, umjesto sim-
bola S, 15,. Broj ispod trake oznacava stanje u kojem se
stroj nalazi (1 oznacava q,, 2 oznacava g, itd.). Mjesto
na kojem je oznaceno stanje, ujedno je i mjesto koje stroj
promatra u danom trenutku. Stroj zavriava s radom
(zaustavlja se) u zadnjem ispisanom koraku, jer u stanju
q, promatra simbol S, za $to nema instrukcije o radu (vidi
gormju tablicy, dijagram ili niz).

Za Turingov stroj redi éemo da racuna funkeiju f(n)
ako polazeci od konfiguracije

n jedinica
——t———

zavrsava rad s konfiguracijom koja sadrzi f(n) jedinica.
U tom smislu gore zadani Turingov stroj ra¢una funkci-
juflny=mn+ 2.

Kao joi jedan primjer mokemo navesti Turingov stroj
koji racuna funkciju fin) = 2n:
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raéuna funkeiju:

1 ako je n neparan
f(m) = _
0 ako je n paran

Vazno je uoéiti da Turingov stroj ne mora uvijek
zavrsiti s radom. Ako stroj primijenjen na neke argumente
ne zavriava s radom, onda taj stroj rauna parcijalnu
funkciju koja za te argumente nije definirana. Naprimjer,
sljedeci Turingov stroj:

raéuna funkeiju:

1 ako je n neparan
f(n) =

oo ako je n paran

gdje == zna¢i nedefinirano.

Turingova analiza pojma izracunljivosti paradigma
je filozofske analize. Ona otkriva da jedan na prvi po-
gled nejasan pojam ima jednoznaéni smisao, te da ga je
moguée sasvim precizno definirati. Makon Turingove
analize o izracunljivosti se vide ne moZe raspravljat
pozivom na postapalicu »sve ovisi o tome ito pod tim
mislite«. To Je, uz mnoge druge, uocio 1 Godel u /G »{. )
with this concept one has for the first time succeeded in
giving an absolute definition of an interesting epistemo-
logical notion (...).«

Churchova teza za mnoge nije bila evidentna istina,
nego samo plauzibilna hipoteza. Turingovu analizu 1 de-
finiciju izracunljivosti (Turingovu tezu) vise nitko ne do-
vodi u pitanje. Naravno, time je i Churchova teza postala
evidentnom, buduci da je dokazivo ekvivalentna Turingo-
voj (kao ito je Turing odmah i dokazao). Cak je i Church
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u prikazu Turingova rada ustvrdio da Turingov pojam
izraéunljivosti: »({...) has the advantage of making the
identification with effectivness in the ordinary sense evi-
dent immediately (...).«

Zapravo, Turingovu analizu moZzemo promatrati kao
dio opéeg kretanja, zapocetog veé u 17, stoljeéu, prema
fizikalnom maéenju ljudskog misljenja 1 ponasanja. Kao
desetogodisnjak Turing se istinski oduSevio knjigom s
naslovom Natural Wonders Every Child Showld Know, u
kojoj je ljudsko tijelo, ukljucujuci i mozak, opisano kao
stroj (usp. /H/). Kao zreo Coviek Turing je bio uvjeren
da su misaoni procesi, u krajnjoj analizi, posljedice fizi-
kalnih procesa. Ovo uvjerenje nuzno ne iskljuéuje dodat-
nu mogucnost nefizikalnih utjecaja (Turing nije bio dog-
matik), no istrazivacki program koji proizlazi 1z jednog
takva uvjerenja svakako ée pokusati naci ona objainjenja
kojima nisu potrebne takve dodatne pretpostavke. Mnogi
a priort odbacuju takve pokusaje. Gédel je naprimjer
vjerovao da istinsko objaénjenje matematickog misljenja
mora biti nefizikalno. On je smatrao da nase misljenje o
apstrakimim objektima ne podlijeze Turmgovim ograni-
cenjima, koja se odnose samo na ratunanje s potencijalno
konkretnim objektima. To su 1 danas otvorena pitanja, oko
kojih se suprotstavljaju pobornici teze o mogudénost
umjetne inteligencije | njezini oponenti,

MNema sumnje da je Turingov rad iz 1936. utjecao i
na praktiéni razvoj programabilnoga digitalnog ra¢unala
opce namjene. Univerzalnd Turingov stroj, koji mo#e si-
mulirati rad bilo kojega Turingova stroja, tako da ovaj
(npr. u obliku niza ¢etvorki; usp. gore) postaje program
za rad univerzalnoga stroja, zapravo je teorijski prototip
programabilnoga digitalnog ra¢unala opée namjene (tzv.
von Neumannove arhitekture). Naravno, izvon i1z kojih
se razvilo takvo ratunalo mnogobrojni su, ali sa sigurno-
fcu modemo reci da je Turning stvorio feoriju takvih
racunala prije stvaranja ijednoga konkretnog ra¢unala te
vrste, (Turing je konstruirao svoj univerzalni stroj u /T/,
Dijagonalizacijom po univerzalnom stroju dokazao je
nerjesivost Entscheidungsproblema i drugih sliénih pro-
blema. ObrazloZenje ideje dijagonalizacije i njezinu upo-
rabu u dokazima nerjeSivosti mozete naci u /S1/ str, 104
~ 109 i puno detaljnije u /S4/.)

Sam je Turing 1936, otifao u Princeton, gdje je pod
Churchovim vodstvom (priliéno frustriran i nezadovoljan)
radio pa svojem doktoratu. Tu se nasao medu »besmrini-
mas. Na [nstitute of Advanced Studies bili su Einsten,
Gadel, von Neumann i ostali, Nazalost, u to vrijeme je-
dino je von Neumann shvatio znataj mladoga usamljenog
Engleza, koji je stvorio ¢itavo novo podrudje: conputa-
bility. Von Neumann je jasno razumio teorijske i prakti¢ne
mogucnosti novog podrucja. Ipak, nezadovoljan svojim
boravkom u Americi, depresivan, gotove na rubu samo-
ubojstva, Turing odbija von Neumannovu ponudu da s
njim suraduje na Institutu i vraca se u Cambridge, Us-

— — 159

koro njegovu akademsku karijeru prekida rai. Poslan je
u Bletchley Park, sto kilometara sjeverno od Londona,
gdje je preuzeo vodstvo nad kontraobavjestajnom grupom
koja je trebala razbiti najznaéajniji obavjestajni sustav
nacisticke Njemacke.

Wojska nije bila spremna za Turinga, koji se razvio
u pravopga, Cambridgeskog ckscentrika (vrsta koju samo
korak dijeli od klinickog ekscentrika). Bio je raiCupan,
neuredan, hlaée je umjesto remenom vezao jednom sta-
rom Skolskom kravatom, a odustao je 1 od brijanja (kada
bi se porezao, $to nije bilo rijetko, onesvijestio bi ga po-
gled na viastitu krv). Glas mu je poprimio najvise mogudée
tonove mucajuceg upper-class english izgovora, s ¢estim
provalama nervoznog smijeha (za koji mnogi tvrde da je
podsje¢ao na njistanje). Kada bi se 1zgubio u vlastitim
mislima, 3to je bilo éesto, imao je sklonost da intenzitet
svojih mish poprati jednako intenzivium skvicanjem i kn-
jestanjem. Njegovo drudtveno ophodenje bilo je jednako
uznemirujuée. Potpuno je ignorirao ljude kojih intelekt
nije cijenio, 5to je naravno ukljucivalo kompletno vajno
vodstvo Bletchley Parka (koje mu je inace bilo nadrede-
no). Obi¢no je radio vise dana 1 noéi bez prestanka, posli-
je ¢ega bi ga zapanjeni dezurni ¢asnik nalazio kako spava
na svojem stolu usred radnog vremena. Turing se naprosto
nije mogao podvréi vojnoj stezi. Sve je pogorSavala i éinje-
nica da svoj posao nije uzimao ozbiljno. Ono $to je ra-
dio (ili Sto bi trebao raditi, kako ga je ¢esto upozoravao
zapovjedni ¢asnik), bilo je zaista ozbiljno.

Bilo je to mnogo ozbiljnije no $to je shvacala 1 sama
vojska. Turingov je rad u Bletchleyu gotovo sigumo promi-
jenio tijek Drugoga svjetskog rata. Naime, 1938, mladi
poljski inzenjer Robert Lewinski pojavio se u britanskom
veleposlanstvu u VarSavi, tvrdeci da je radio u njemackoj
tvomici za proizvodnju strojeva za Sifriranje i desifriranje
poruka, te da je uspio zapamtiti sve detalje toga stroja. Bn-
tanct su otprije ¢uli za taj tajanstveni stroj, poznat pod ime-
nom Enigma, kojim se njemacka komanda sluzila za slanje
Sifriranih poruka u podruéja ratnih djelovanja. Zapovijedni-
c1 mjemackih podmomica koristili su ih za javljanje svojih
poloZaja, Sto je omogucavalo njihovo brzo prestrojavanje
prema najblizim saveznickim konvojima i njihovo izuzet-
no efikasno unistavanje. Konvoji spasa u jednom su se tre-
nutku toliko prorijedili da je Britanija ostala na jednotjed-
noj rezervi hrane. Podatci Roberta Lewinskog bili su prevrije-
dni. Odmah je organiziran njegov bijeg u Francusku, gdje je
pod njegovim nadzorom Enigma konaéno rekonstruirana.

Enigma je zapravo bila zapanjujuée jednostavan
stroj, no njezin je sustav Sifriranja ipak bio neprobojan. Su-
stav se sastojao od dva stroja. Stroj posiljatel] postavljao
se u jedan od kljuteva i potom bi poruka jednostavno bila
utipkana u stroj. Poruka je automatski bila »nizmijesana«
pomoéu tri il vise rotora, u skladu s odabranim kljuéem,
i odaslana prema stroju primatelju. Taj stroj, postavljen
u isti kljué, primio bi »izmijesanu« poruku i rekonstrui-
rao je. Tisuc¢e poruka slano je svaka 24 sata, a kljué se
mijenjao tri puta dnevno. Zahvaljuju¢i Lewinskom grupa
u Bletchleyu to¢no je znala kako Enigma radi, No to nije
bilo doveljno. Svaki put kada je slovo upisano u Enigme,
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njezini su se rotori jos jednom zavrtjeli (u skladu s
kljuéem). To je znacilo da su ista slova, Cak u 1stoj rijeci,
nakon »mijesanjac pretvorena u razli¢ita slova. Bez klju-
¢a, koji je odredivao rad rotora, razbijanje sifre ¢inilo se
nemogucéim, a moguéih kljuéeva uz upotrebu tri rotora
bilo je 10" (za top secret poruke, koje je slala Lufiwaffe,
konstile su se Enigme s deset rotora).

Turing je odmah shvatio da je problem degifriranja
Enigmine poruke rjeiiv problem, Turingov stroj s odgo-
varajucéim instrukcijama u nadely moze desifrirati svaku
Enigminu poruku. Naravno, v nadeln moze #naciti sto ili
tisucu godina rada, Sto je praktiéno neupotrebljivo. Turin-
gova grupa trebala je skratiti to vrijeme na prakii¢no upo-
trebljivo. Turingov stroj za desifriranje, Colosus, projao
Jje kroz 10 verzija dok nije dosao do praktiéno upotreblji-
ve verzije. Prvi Colosus, s 2400 vakumiranih cijevi, pro-
radio je u prosincu 1943, i mogao je procesirati 25 000
znakova u sekundi. To nije bilo dovoljno. Njemacke pod-
mornice 1 dalje su potapale saveznicke konvoje, jer je
desifniranje Enigminih poruka trajalo po nekoliko dana.
5 razvojem novih verzija Coloswsa ta) je period smanjen
na sate, a zatim i na minute. Na kraju je polozaj svake
njemacke podmormice u Atlantiku bio otkrivan u roku od
nekoliko minuta i gubitak brodova u saveznickim konvo-
Jima drastiéno je smanjen. Britanija, a to je bio mostobran
Europe, spadena je. Nijemci su odmah uotili da se nesto
zbiva, ali nijednoga trenutka nisu sumnjali u neprobojnost
Enigme, pa su je nastavili koristiti do kraja rata. Smatrali
su da Britancima klju¢eve odaju izdajice iz njihovih redo-
va. Umjesto struénjaka koji bi usavrsili Enigmu, u posao
je ukljucen Gestapo, koji je poteo hapsiti osumnjicene 1
nije to prestao ¢initi do kraja rata. Cijelo to vrijeme nje-
macke su komunikacije saveznicima bile otvorena knjiga.

Turingov rad bio je od takva znaéaja da je u jednom
trenutku poslan u Ameriku da se s von Neumannom
priklju¢i radu na ENIAC-u (Electronic Numerical Inte-
grator and Calculator). ENIAC je, sa svojih 19 000 ci-
Jevi, bio jod kolosalniji od Colosusa, ali on je proradio
tek poslije rata. Godine 1945, Turing se uklju¢io u rad
novoosnovanog National Physical Laboratory, gdje je
vodio projekt izgradnje ACE-a (Automatic Computing
Engine). Turingov projekt ACE-a bio je generaciju ispred
ENIAC-a, no nazalost nije ga pratila odgovarajuca novéa-
na podrika, Turing nije znao pristupiti znanstvenim fon-
dovima i redovito je bio odbijan. Pratila ga je fama loseg
suradnika, a znanstvena ga politika nije uzimala ozbiljno.
(Kada se jednom, u Whitehallu, trebao sastati s duznosni-
cima koji rasporeduju znanstvene fondove, pretréao je 15
kilometara s jednog na drugi kraj Londona, umjesto da
se koristi javnim prijevozom. Tko je god vidio kraj mara-
tona i tko se god susreo sa znanstvenim birokratima, mo-
e lako pretpostaviti koji je dojam Turing ostavio na duz-
nesnike i kolika su mu sredstva odobrena.) Na kraju je
1947, napustio projekt ACE-a i nije sasvim jasno je li dao
ostavku 1l je dobio otkaz.

Nakon godine provedene u Cambridgeu prihvatio je
mjesto jednog od direktora kompjutorskog laboratorija
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Sweutilista u Manchesteru, gdje se upravo stvarala MADAM
(Manchester Automatic Digital Machine). Bilo je to prvo
programabilno digitalno racunalo koje je funkcioniralo
(prva djelatna realizacija univerzalnoga Turingova stroja).
To nije bilo samo prvo djelatno racunalo te vrste, nego
vjerojatno i prvo racunalo koje je koristeno u jednome
inzenjerskom pothvatu velikih razmjera; u proracunu
konstrukcije morskoga kanala St Lawrence (jednog od
inZzenjerskih ¢uda 20. stolje¢a). Sam Tunng koristio je
MADAM u druge svrhe. Ugio ju je igrati $ah i pisati lju-
bavna pisma. Suradnici su s priliénim ¢udenjem gledal
svojeg direktora kako s MADAM satima igra 3ah, a jos
ih je vide zapanjila njegova nova ljubavna korespondenci-
ja. Evo jednog od povijesnih primjera;

wDarling Sweetheart,

You are my avid fellow feeling. My affection curi-
ously cling to your passionate wish.

My liking yearns to your heart. You are my wistful
sympathy: my tender liking.

Yours beautifully,
M.U.C.x

MADAM sc ova) put potpisala kao MUC (Manches-
ter University Computer), §to s obzirom na Turingovu ho-
moseksualnost moZzemo tumaéiti kao freudovsku omadku.

Ukratko, Turing se poceo baviti umjetnom inteligen-
cijom (Al) gotove cijelo desetljece prije njezina sluzbe-
nog nastanka u 1956. godini, Svoje je ideje iznio u jo3
jednom epohalnom radu (uz onaj 1z 1936.). To je Com-
puting Machinery and Inrelligence iz 1950, U njemu
Turing obrazlaze kako se strojevi mogu nauciti da samo-
stalno misle 1 predlaZe slavni Turingov rest za provjeru
njihove uspjesnosti. No to je tema za novi ¢lanak, kao
§to je to 1 treci njegov epohalni doprinos iz 1952.: The
Chemical Basis of Morphogenesis. Tu se Turing poteo
baviti podru¢jem koje (za razliku od Al) jos ni danas nije
nastalo, nego tek pomalo nastaje. (lzmedu ta dva epo-
halna rada Turing je 1951. postao Fellow of the Roval
Society, sa svega 39 godina.)

VI

Nazalost, priéa o Alanu Mathisonu Turingu sadr#i i
tragican zavrsetak. Jednog vikenda na pragu 1952, godine
Alan je ostavio svojeg prijatelja Amolda Murraya samog
u kuci, da bi, na svoje zaprepastenje, po povratku ustano-
vio da je pokraden. Otudeno je svega par sitnica, no
Turing je bio uzasno povrijeden i sluéaj je prijavio polici-
Ji. To se pokazalo kobnim. Policija je odmah uotila ho-
moseksualnu stranu cijeloga slucaja i Turing je u veljaci
1952, uhi¢en pod optuzbom za gross indecency. Sudenje
nije dobilo velik publicitet (objavljen je tek manji ¢lanak
u News of the World pod naslovom dccused has pawer-
Sull Brain), 5to se vjerojatno moze zahvaliti visim vlasti-
ma. To je bilo najmanje $to su mogli uéiniti za ¢ovjeka
koji je odigrao jednu od glavnih uloga u ne tako davnoj
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ratnoj pobjedi. Na kraju je Turing priznao wkrivnju«, ali
je zatvor mogao izbjec¢i samo pod uvjetom da pristane
na hormonalnu »terapiju«, koja bi ga »izlijecilac od ho-
moseksualnosti. Taj neprimjereni tretman imao je gro-
teskne posljedice, izmedu ostalog rast prsiju 1 pojavu
ostalih zenskih karakteristika. Uz sve to njegov rad na
problemima postavljenim u The Chemical Basis of Mor-
phogenesis vrtio se u nepreglednim ra¢unima bez izgle-
da za rjeSenjem. Turing se joi jednom upleo u labirint
depresije i suicidalnih misli.

No ovoga puta samoubojstvo je bilo sasvim blizu,
Turingov rad bio je besplodan, njegov seksualni identi-
tet gubio se pod utjecajem lijekova, sve je vodilo neu-
mitnom zavrietku. U kasnu vecer 7. lipnja 1954. Turing
je pojeo jabuku otrovanu cijanidom
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