BROJEVI 1 BROJKE

ZVONIMIR SIKIC, Zagreb

Spomenem li u svojem tekstu neku stvar, upotrijebit cu njeno ime. Upotri-
iebljeno ime gotovo se uvijek razlikuje od stvari koju spominjem. (Na stranicama
nafih knjiga ne prostiru se krajolici koje knjige opisuju niti iz njih iskafu ljudi
o kojima one pri¢aju.) Sjetimo se, uostalom, da u razliitim jezicima upotreblja-
vamo razliéita imena za iste stvari.

Kako je sa svim stvarima, tako je i s brojevima. Spomenem li u svojem tekstu
neki broj, upotrijebit ¢u njegovo ime, tj. brojku, Upotrijebljeno ime, brojka, uvijek
se razlikuje od broja koji spominjem brojkom. Sjetimo se da u raznim sustavima
zapisivanja brojeva upotrebljavamo razli¢ite brojke kao zapise istog broja. (npr.
VI = 6). Uskoro ¢emo opisati neke od tih sustava.

Prije toga uodimo jo§ jednu analogiju s pisanim jezicima. Svaki pisani jezik
ima neki konaéni broj osnovnih znakova od kojih su gradene sve rijedi, reCenice,
. toga jezika. Ti osnovni znakovi &ine abecedu pisanog jezika. Isto tako svaki
sustav zapisivanja brojeva ima neki konaéni broj osnovnih znakova od kojih su
gradene sve brojke. Ti su osnovni znakovi znamenke tog sustava, koje su i same
imena najjednostavnijih brojeva u tom sustavu. (Uoéite da u pisanim jezicima os-
snovni znak, slovo, ne mora oznaéavati nista. Ipak se ¢esto smatra da slovo oznacava
samo sebe jer ljudi, ¢ini se, te$ko prihvaéaju znakove koji sami za sebe ne ozna-
cavaju nista?s!)

Od starijih sustava zapisivanja brojeva podsjetit éemo na egipatski i rimski.
U egipatskom sustavu nalazimo ove znamenke:
| ; ﬂ : ? s« Svaka od tih znamenki ujedno je i brojka koja oznacava odre-

deni broj; kazat ¢emo da je taj broj vrijednost te znamenke. Zelimo li napisati
koje brojeve oznatavaju te znamenke, moramo upotrijebiti njihova imena. Naravno,
upotrijebit ¢emo njihova imena u é&taocu dobro poznatom indo-arapskom dekad-
skom sustavu. Dakle, vrijednosti su egipatskih znamenki:

=1, (=10, 0.= 100, ...

Svaka druga brojka nastaje konaénim nizanjem tih znamenki i oznatava broj koji
je zbroj vrijednosti nanizanih znamenki. Dakle,

oNnill =123, 29nNNNN - []]]1]]] = 258 ied.



Redoslijed nizanja znamenki nije bitan u tom sustavu, tj. sustav nije ni apsolutno
ni relativno pozicioni. Na primjer:

20N | =123, alii [NND =123 itd.

(Odmah uoCavamo da su zapisi u tom sustavu glomazni i vrlo nespretni za rad
s vecim brojevima. Ipak, uoéite da je u tom sustavu izuzetno jednostavno zbrajanje
1 oduzimanije:

onNill -+ 220NNl = 2nNil220Nnl
g7 — 200 = 2N

5 druge strane, nije uopce jasno kako bi se u tom sustavu mnozilo ili dijelilo.
U rimskom sustavu nalazimo ove znamenke:

I| v, :{.j L_I. G, D i l.h"'li_'l.
Cije su vrijednosti:
I=1, V=5 X=10, L=50, C=100, D=500 i M = 1000,

Osim znamenki, najznatajnije su brojke rimskog sustava ove jednostavne kombi-
nacije znamenki:

IV, IX, XL, XC, CD, i CM,

Cije se vrijednosti dobivaju oduzimanjem vrijednosti lijeve znamenke od vrijednosti
desne znamenke. Dakle,

IV=4, IX=9 XL=40, XC=90, CD =400 i CM = 900.

Nazovemo li tih Sest jednostavnih brojki poluznamenkama, onda moZemo redi
da svaka brojka rimskoga sustava nastaje konaCnim nizanjem znamenki i polu-
znamenki, i to uvijek pocevdi od onih vede vrijednosti prema onima manje vrijed-
nosti (uz ogranicenje da poluznamenke s istom lijevom znamenkom, kao ni vide
od tri iste znamenke, nikada ne slijede jedna drugu). Vrijednost teko dobivene
brojke jest zbroj vrijednosti nanizanih znamenki i poluznamenki. Dakle,

MDCCCLXXXVIIIL = 1888, MCMLXXXVI = 1986 itd.

Doprinos koji znamenka u nekoj brojei daje ukupnoj vrijednosti brojke ovisi o
njenoj relativnoj poziciji spram drugih znamenki, a ne o njenoj apsolutno odrede-
noj poziciji unutar brojke (npr. o tome da je 1. zdesna, 2. zdesna i sl.). Na primjer,
promotrite doprinos znamenke X u ovim brojkama;

XC MXVI CIX

Kazat ¢emo da je rimski sustav relativno pozicioni. Uotite, medutim, da je sva
wrelativnost™ rimskog sustava sadrZana u odredivanju vrijednosti poluznamenki.
Da umjesto tih kombinacija znamenki uvedemo posebne znamenke, rimski se
sustav ne b1 bitno razlikovao od egipawskog sustava (tj. ne bi bio ni relativno ni
apsolutno pozicioni), U vezi s tim recimo da je i u rimskom sustavu priliéno lako
zbrajati i oduzimati, ali nije odmah jasno kako bismo trebali mnozid i dijeliti.
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Mi se danas koristimo indo-arapskim dekadskim sustavom zapisivanja bro-
jeva. Taj su sustav u Evropu donijeli Arapi, preuzevi ga od Indijaca i odatle
mu ime. Kao $to znamo, znamenke su tog sustava 0, 1,2, 3, 4, 5,6, 7, 81 9. To je
apsolutno pozicioni sustav, tj, doprinos koji znamenka u nekoj brojci daje ukupnoj
vrijednosti brojke ovisi o apsolutnoj poziciji te znamenke u brojei (1j. o tome koja
je ona po redu zdesna), a ne o njenoj relativnoj poziciji (tj. o tome koje su znamenke
oko nje). Primijetimo da je apsolutno fiksiranje pozicije omogucéeno upotrebom
nule, koja je strana i egipatskom i rimskom sustavu. Ukratko, doprinos prve zna-
menke zdesna jest njena vrijednost, doprinos druge znamenke zdesna jest njena
vrijednost pomnoZena sa 10, doprinos trefe znamenke zdesna jest njena vrijednost
pomnoZena sa 10* itd. Na primjer, ako je konalni niz aasa.a,a, brojka u indo-
-arapskom dekadskom sustavu (tj. ako su a, znamenke toga sustava), onda je

Agds@a@ydg = ag* 10* 4 ay - 10® 4 a5 - 105 L a, « 10 + a,.

Kao $to znamo, taj je sustav s vremenom prodiren tako da omogudi zapisivanje
brojeva koji nisu cijeli. Naime, u prosirenom je sustavu, npr.:

1 ! 1 1
'}.bbbb _-'b ? “l'b'-"l' 'Eb“. II‘} ¥ -
e T T s 108

Doprinos prve znamenke desno od decimalne tocke jest vrijednost te znamenke
podijeljena sa 10, doprinos druge znamenke desno od decimalne tocke jest vrijed-
nost te znamenke podijeljena sa 10* itd. Naravno, zapisu agasa.a,aq - bybbyb,,
na primjer, dajemo ovo zZnacenje:

Ayilglallydy " b]l":b;b‘ = gl gl ady g |' (1 blb=b3ﬁ"-'

Dakle, u tako prodirenom indo-arapskom dekadskom sustavu mogu se, osim pri-
rodnih brojeva, zapisati i mnogi racionalni brojevi.

Prije nego to nastavimo opisivati ostale sustave, upozorit cemo na neke vrio
Ceste zabune koje nastaju zbog brkanja vrsta brojeva s na¢inima zapisivanja brojeva.
U knjigama &esto nalazimo ovakve naslove: ,,Rimski brojevi”, ,,Decimalni brojevi”,
HRazlomei” (shvadeni kao brojevi) i sl. Medutim, postoje li rimski brojeviz Ne
postoje! Postoje samo rimski zapisi brojeva, tj. rimske brojke. Ipak, terminu rimski
brojevi moZemo dati ovaj smisao: rimski su brojevi oni brojevi koje moZemo zapi-
sati rimskim brojkama. Ali u tom su sluéaju rimski brojevi naprosto prirodni bro-
jevi, pa zato taj termin nije potreban (ni poZeljan). Na isti nalin moZemo kazati
da ne postoje decimalni brojevi (postoje samo decimalne brojke), osim ako i sada
pod decimalnim brojevima ne mislimo na one brojeve koje moZemo zapisati deci-
malnim brojkama. Taj je termin potreban, za razliku od termina rimski brojevi,
jer ne postoji nijedan drugi termin koji bi oznacio tu vrstu brojeva. Zato prihva-
éamo da su decimalni brojevi oni brojevi koje moZemo zapisati decimalnim broj-
kama. Ni razlomke ne moZemo smatrati brojevima (oni su zapisi brojeva), osim
ako ne smatramo da su razlomei upravo oni brojevi koje moZemo zapisati razlom-
cima. No tako shvaceni razlomei jesu racionalni brojevi, pa je upotreba termina
razlomci za tu vrstu brojeva nepotrebna 1 nepoZeljna. Slicnom analizom moZemo
pokazati da je nepotrebno govoriti o periodi¢kim i neperiodickim decimalnim
brojevima; prvi su racionalni brojevi, a drugi su iracionalni brojevi, Vratimo se
sada sustavima zapisivanja brojeva,



U indo-arapskom dekadskom sustavu, koji je apsolutno pozicioni, doprinos
znamenke vrijednosti brojke dobivamo pomnoZivi tu znamenku odgovarajuéom
potencijom broja 10. Broj 10 zovemo bazom toga sustava. Naravno, lako je zami-
sliti neogranieni broj jednako koncipiranih sustava u kojima je baza neki broj
razli¢it od 10. I te éemo sustave, po analogiji, zvati indo-arapski sustavi, navodeéi
odgovarajucu bazu. Na primjer, u indo-arapskom sustavu s bazom 7, kojemu su
znamenke 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 i koji éemo zvati septimalni:

231y, =274+ 371 4+ 1 = 120.

Razmotrimo odmah i obrnuti problem: kako prirodni broj zadan indo-arapskim
dekadskim zapisom moZemo zapisati u indo-arapskom sustavu s bazom 7. To
cemo pokazati na primjeru. Broj 625 zapisati u indo-arapskom sustavu s bazom
7 znafi nadi takve znamenke a; (O € {0, 1,2, 3,4, 5, 6}) da bude:

G5 = ... —]"ﬂﬂ'?!:";"ﬂg'?!-'—ﬂ_‘_"?‘l'ﬂu.
Podijelivii tu jednadZbu sa 7, dobivamo ostatak », koji je jednak prvoj znamenki
ag 1 kvocijent:
g“-:' .+++ﬂg'7g+ﬂg'?+ﬂ1.
Podijelivdi tu jednadibu sa 7, dobivamo ostatak r, koji je jednak drugoj znamenki
ay i kvocijent:
f1=...+ag" 74+ ag

Nastavimo li taj postupak, nalazimo sve trazene znamenke. Dakle, znamenke sep-

timalnog Zapisa ostaci su koje dobivamo uzastopnim dijeljenjem zadanog broja
dobivenih kvocijenata s bazom 7. To moZemo . $ablonski’” izvesti ovako:

625:7=89:7=12:7=1:7=0, 1. 625 = 15524,
65 19

@ ®

+ ¥ 4

g dy &y dy

Maravno, ako broj treba prikazati u nekoj drugoj bazi, dijelit éemo po istoj ,Sab-
loni” s tom drugom bazom. Na primjer, zapis broja 384 u indo-arapskom sustavu
s bazom 5 nalazimo ovako (uotite da je posljednje dijeljenje u prethodnom primjeru
nepotrebno, pa ga sada ne izvodimo):

34 % @

@ @

Analogno dekadskom sustavu, i svaki se drugi indo-arapski sustav moZe pro-
Siriti tako da omogudi zapisivanje necijelih brojeva. Na primjer, u septimalnom
sustavu (sustav s bazom 7):

| 1 | 1
0 "E'lfizba-&lm - 51'? . - E'E":?'E + by 'F + by 7._‘:

Aad o yily " 'blf":ﬁmb{(ﬂ = ﬂuﬂﬂﬂla[uT} —.l— 0- blbgb!bﬂgl.



Dakle,

k iz 1 12 , 12
0154 =1 stk e 219 2 15, = 27, + 0.154, =1—.'—;1§.
Uotite da je 0.15;, racionalm broj, koji nije decimalni broj. Naravno, on se, kao
svaki racionalni broj, moZe prikazati beskonainim periodi¢kim decimalnim raz-
vojem, i o tome ¢emo sada redi nedto vide,

U wvezi sa svakim (prodirenim) indo-arapskim sustavom moZemo govoriti o
brojevima odgovarajudeg tipa. Na primjer, septimalni brojevi ili brojevi tipa (7)
jesu oni brojevi koji se mogu zapisati u (prodirenom) indo-arapskom sustavu
bazom 7. Vec smo vidjeli da ima brojeva koji se ned¢e moci zapisati u uobiéajenom
dekadskom sustavu (usp. gore 0.15;)), nego ¢e u tom sustavu imati beskonalni
periodicki razvoj. Vrijedi i obratno, neki se decimalni brojevi neée modi zapisati
u (prodirenom) indo-arapskom sustavu s bazom 7, nego ¢e u njemu imati besko-
naéni periodicki razvoj. Evo primjera. Nadi razvoj decimalnog broja 0,75 u indo-
-arapskom sustavu s bazom 7 znadi nadi takve znamenke b, (b, = 0, 1, 2,3, 4, 5, 6)
da bude:

|
0 L W W RTINS W

7 7t 7
kojemu je cijeli dio prva znamenka b,, dok mu je ostatak:

I | I
0.25 = by -——+ by + 04"
2 2" o L

PomnozZivii t jednadzbu sa 7, dobivamo na isti nacin drugu znamenku b, kao
cijeli dio umnodka 1 ostatak iz kojega odredujemo by itd. Dakle, znamenke ,,3ablon-
ski” dobivamo ovake:

0.75+-7 Buduci da Ce se znamenke periodicki ponavljat, vidimo da je
by« ©.25-7 0.75 = 0.51,
by M.75-7
7

by < (5).25 -

U nekoj drugoj bazi postupak je isti, samo se mno#i s tom drugom bazom. Raz-
vijmo, na primjer, 0.27 u indo-arapskom sustavu s bazom 5.



0.27-5  Bududi da ¢e se znamenke periodi¢ki ponavljati, vidimo da je
by+ (D.35-5  0.27 =0.113,
by (DT5-5
by« H.T5-5

5

bi‘i . {-‘E-.?j v

Naravno, lako je naci decimalni broj koji ima (konaan) prikaz u indo-arap-
skom sustavu s bazom 5, odnosno takav decimalni broj koji je tipa (5). tj. kvintalan.
Takav je, na primjer, 0.2:

0.2-5
by DO ~  t.  02=0lg

Dakle, ima decimalnih brojeva koji su kvintalni brojevi (npr. 0.2), ali i decimalnih
brojeva koji nisu kvintalni (npr. 0.27). Vidjeli smo, takoder, da neki decimalni bro-
jevi nisu septimalni (npr. 0.75), pa ée se Citatelj, moZda, upitati ima li decimalnih
brojeva koji jesu septimalni. To pitanje prepustamo &itaocu jer se ovdje njime
necemo bavit. Uostalom, predlaZemo éitaocu da pokusa ispitati ovaj opéi problem:

Sto mogemo kazati o odnosu klase brojeva tipa (n) i klase brojeva tipa (m),
ovisne o odnosu brojeva n i m?

Dat ¢cemo samo krajnji rezultat takvog ispitivanja.

Teorem. Ako klasu pozitivnih brojeva tpa (n) koji su manji od | oznacimo
sa |n), onda wvrijed::

(1) ko su p 1 g relativne prosti brojevi, onda je [p) N [g] = 0.

(2) Ako p 1 g nisu relativno prosti brojevi § ako tm je m najveda zajednicka mjera,
onda je [p] N [g] = [m).

Toliko o zapisivanju brojeva u raznim sustavima i o vrstama brojeva vezanima za
te sustave.

Sada ¢emo nesto re¢i o ratunskim operacijama i njihovoj vezi sa sustavima
zapisivanja brojeva, Bududi da brojeve moZemo spominjati samo tako da upotreb-
ljavamo njihova imena (brojke), onda s njima moZemo i ra¢unati samo tako da se
koristimo njihovim imenima, brojkama. Naravno, ratunski algoritmi (npr. pismeno
zbrajanje, oduzimanje, mnoZenje i dijeljenje) s jedne strane ovise o svojstvima samih
brojeva, a s druge strane ovise o svojstvima brojki, tj. o sustavu zapisivanja brojeva.
To modemo ilustrirati na svima poznatim primjerima pismenog zbrajanja i mno-
zenja u indo-arapskom dekadskom sustavu. Komutativnost i asocijativnost zbra-
janja brojeva u nacelu omogucéuje slobodno grupiranje parcijalnih suma, dok kon-
cepeija zapisivanja brojeva u indo-arapskom dekadskom sustavu diktira odabir
pojedinih grupa: jedinice zbrajamo s jedinicama, desetice s deseticama, stotice
sa stoticema itd. Slicno, distributivnost mnoZenja u naéelu omoguéuje svodenje
sloZenijeg mnoZenju na vise jednostavnijih mnoZenja, dok koncepcija zapisivanja
brojeva u indo-arapskom dekadskom sustavu diktira najjednostavniju primjenu
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distributivnosti: 275 =(2047)'5=20+5+7-5, a ne, npr., 27-5 = (15 +
+12)-5=15-5 + 12- 5 Podemo li korak dalje u naoj analizi, moZemo vidjeti
§to je u nadim osnovnim ratunskim algoritmima vezano za opéu ,,indo-arapsku®
koncepciju apsolutno pozicionog sustava, a ito je vezano za odabir baze 10, Za
bazu 10 vezane su tablice zbrajanja i mnoZenja, koje svi znamo napamet (i koje
su ujedno tablice oduzimanja i dijeljenja). Sami algoritmi za izvodenje osnovnih
ratunskih operacija bit ¢e jednaki u svim indo-arapskim sustavima. Pogledajmo,
uostalom, kako Petko zbraja, oduzima, mnoZi i dijeli u indo-arapskom sustavu
s haz?m 3. On se sluzi ovim tablicama zbrajanja (oduzimanja) i mnoZenja (dije-
lienja):

+ ||0 Ity 2 %0 3re 4 _ & A= 2 3 4 f-_
ol ERE ek M e 4 010 0 D 0 [
| 1 2 3 4 10 | 0" 1 2 3 4
2 12 3 4 10 1 2ps 2 & WO
| 3 10 3 11 14 22
3 3 4 10 11 12 4 0 4 13 79 11
4 4 10 11 12 13 o : -
423 Rijetima: 3 + 2 = 10, Pifem 0, pamtim |. 2 +0=21 | %o
+ 302 pamtim je 3. Pidem 3. 4 4 3 = 12, Pifem 12,
1230
423 Rijetima: | do 3 je 2 (vidi strelicu u tablici zbrajanja). Pifem 2.
— 131 3do 12 je 4. Pamtim [. 1 i | to pamtim je 2; 2 do 4 je 2.
242 Pifem 2.
3224 RijeCima: 2-2 = 4, pifem 4. 23 = |1, pifem I, 4-2 = 13,
114 pifem 3 udesno i pamtim 1. 4-3 =22 1 | $w pamtim je 23.
2113 Pigem 23, Zbrajam i dobivam [423.
1423

324 : 4 = 42 Rije¢ima: 4 u 32 ide 4 pura (vidi strelicu u tablici mnoZanja).
14 Pifem 4. 4 -4 = 31, do 32 ostaje 1. Pidem |, spuftam 4. 4 u
I 14 ide 2 puta. Pisem 2. 42 = 13, do 14 ostaje |. 4 u | ne ide.

Dakle, 324 : 4 = 42, uz ostatak 1.

U_krﬂﬂ-u:r, pismena zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja i dijeljenju funkcioniraju u
bilo kﬂ]l.‘:;m; indo-arapskom sustavu zapisivanja brojeva (neovisno o odabiru baze)
uz primjenu odgovarajuéih tablica zbrajanja i mnozenja.

Pogledajmo sada kako izvodimo racunske operacije u sustavima koji nisu
apsolutno  pozicioni, na primjer u rimskom sustavu. Sa zbrajanjem i oduzima-
njem, kako smo uolili na samom pocetku élanka, nema problema. Teskode po-
Cinju s mnoZenjem, a pri dijeljenju su zaista velike. Pokazat ¢emo kako se moze
mnoziti u rimskom sustavu, a dijeljenjem se ne¢emo baviti. (Rimljanin koji je znao
dijeliti bio je, u svoje vrijeme, matematicki prilicno obrazovan.)

Mnuztnj_c S moze sVestl na uzastopna zbrajanja, koja se u rimskom sustavu
lako izvode. Evo primjera (s desne strane prikazujemo postupak u indo-arapskom
dekadskom zapisu, radi lak$eg pracenja)

+
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XCIII - XXVII 93 - 27

XCIII (I puta) 93 (2° puta)
+XCIII +93

CLXXXVI (II puta) 186 (2! puta)
+CLXXXVI + 186

CCCLXXII (IV puta) 372 (2* puta)
+CCCLXXII +372

DCCXLIV (VIII puta) 744 (2% puta)
+DCCXLIV 4744

MCDLXXXVIILI (XVI puta) 1488 (2% puta)

DCCXLIV (VIII puta) 744 (2% puta)

CLXXXVI (IT puta) 186 (21 puta)
+XCIII (I puta) + 93 (2° puta)

MMDXI (XXVII puta) 2511 (27 puta)

Najprije udvostruéimo broj 93, zatim udvostru¢imo dobiveni rezultat, itd., dok
ne dobijemo umnozak 93 - 16, Slijedetim udvostrucavanjem dobili bismo 93 - 32,
ito prelazi traZeni umnozak 93 - 27. Zato dalje ne udvostruéujemo, nego dobivene
umnoéke zbrajamo udvostruéavanjem, tako da dobijemo traZeni umnoZak 93 - 27.
Dakle, trageni umnozak nalazimo ovako:

93-27 =93-(16 + 8 + 2+ 1), 1.

93 +27 = 93+ (2% 4 2% 4 21 4 29), 1j.
93-27 =93 +(1-2¢+1-2940-22 4 121 4 1-29, 1.
93 -27 = 93 - 110114,

Drugim rije¢ima, prikaz drugog faktora u binarnom sustavu (27 = 11011,4) od-
reduje koje ¢emo umnodke dobivene udvostruavanjem na kraju zbrojiti: one ko-
jima odgovara znamenka 1 u binarnom zapisu drugog faktora. Medutim, sjetimo
se kako odredujemo znamenke nekog broja u binarnom zapisu:

27 :2=13:2=6:2=3:2=()

W L © 4V
Znamenke su, redom, ostaci pri uzastopnom dijeljenju s bazom 2. Naravno, osta-
tak ¢e biti | samo onda ako je djeljenik neparni broj. To da zbrajamo one umnoske
prvog faktora dobivene udvostruéavanjem kojima odgovara znamenka | u binar-
nom zapisu drugog faktora znadi, dakle, da zbrajamo one umnoske prvog faktora

dobivene udvestruéavanjem kojima odgovara neparni broj dobiven uzmi;mpnim
prepolavljanjem drugog faktora. Dakle, mnoZenje moemo ,,5ablonski” izvesti ovako:

93 27 Zbrajamo samo one umnodke prvog faktora kojima odgovara
186 I3 neparni broj dobiven uzastopnim prepolavljanjem drugog faktora,
744
1488 1
2511
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Evo jof jednog primjera (mnoZimo 93 - 24):

93 24
186 12
72 6
744 3

1488 1

2232

To se mnoZenje zove rusko mnodenje i ono je, vidjeli smo, pogodno ako mnoZimo
koristeéi se rimskim brojkama. O dijeljenju rimskim brojkama nefemo posebnp
govoriti, ogranidit femo se samo na jednu opéu napomenu. Proudi li italac dobro
standardnu tehniku pismenog dijeljenja, uoéit e da ona zahtijeva: 1. pribliZnu
procienu kvocijenta, koja je uvijek oblika g, - 107 (g, =0, ..., 9) i koju izvodimo
napamet; 2. mnoZenje pribliZnog kvocijenta s djelitelijem (tj. mnoZenje jednozna-
menkastim brojem g,); 3. oduzimanje dobivenog umnodka od djeljenika; 4. zbra-
janje priblinih kvocijenata (koje se zbog specifitnog odabira pribliZnih kvocijenata
svodi na prosto nizanje znamenki ¢,). Dakle, dijeljenje se svodi na procjenu, mno-
#enje, oduzimanje i zbrajanje, tj. na operacije koje znamo obavljati s rimskim
brojkama, pa je u nafelu jasno kako femo dijeliti u rimskom sustavu. Naravno,
tezi je problem pronadi takav sistematski odabir pribliZnih kvocijenata koji potrebna
mno#enja i zbrajanja ¢ini trivijalnima. Pismeno dijeljenje u indo-arapskim susta-
vima jednostavno je zbog jednostavnosti takvog sistematskog odabira, a u rimskom
sustavu je mnogo sloZenije. Toliko o rafunskim operacijama.

Upozorimo jo$ na jednu metodicki vaZnu {injenicu. Svatko ce od nas lako
prihvatiti da broj nije isto 5to i brojka. Ipak, isklju¢ivom upotrebom jednog jedinog
sustava zapisivanja brojeva psiholodki nuZno poistovjetujemo brojke tog sustava
5 brojevima. Zato nijedna eksplikacija razlike broj-brojka koja nije vezana uz pozna-
vanje vife razli¢itih sustava zapisivanja brojeva nije uspje¥na. Evo, uostalom, pri-
mjera koji to potvrduje.

Tako je sviestan da broj nije brojka, svaki ¢e nastavnik matematike kazati:
Broj je djeljiv sa 2 ako je njegova posljednja znamenka djeljiva sa 2. Inzistira li
na toénoj formulaciji: Broj je djeljiv sa 2 ako je vrijednost njegove posljednje zna-
menke u standardnom (indo-arapskom dekadskom) zapisu djeljiva sa 2, udenici,
roditelji i kolege s pravom ¢e ga smatrati besposlenom cjepidlakom. Zasto s pra-
vom? Ne zato Sto njegova formulacija nije toéna, nego zato Sto nije motivirana i,
§to je najgore, nije u funkciji stjecanja nikakvog novog znanja; ona je tu samo
zato da bi bila toéna. Medutim, razmotrimo li razne sustave zapisivanja brojeva
i prvu (netoénu) formulaciju postavimo u opreku, npr., spram ovih zapisa broja 18,

33, 17,41, XVIII, ITIIIIIL,

u kojima vrijednost posljednje znamenke nije djeljiva sa 2, onda postavljamo pravi
problem, koji motivira drugu formulaciju.

U standardnom kontetstu Zkolske aritmetike, koja se bavi prije svega upo-
znavanjem ufenika s indo-arapskim dekadskim sustavom zapisivanja brojeva i
izvodenjem radunskih operacija u tom sustavu, prvoj (netoénoj) formulaciji nema
zamjerki. Tek u prosirenom kontekstu ispitivanja raznih sustava zapisivanja brojeva
u fokus dolaze brojevi i opreka broj-brojka, pa tek tada druga (toéna) formulacija

13



dobiva svoj smisao.® Naravno, u tom Sirem kontekstu dobro je postaviti i dodatne
probleme, koji veXu painju za opreku Sto je Zelimo cksplicirati. Na primjer:

Pokwlay formulivari pravila o djeljivostt brojeva vesana wus njthove zapise u indo-
-arapskim sustavima s bazom razliditom od 10.

Dat ¢emo dva djelomiéna rjeSenja toga problema, do kojih Citalac moze dodi
1 sam.

Teorem.

(1) Broj je djeljiv sa 2 ako je vrijednost njegove posljednje snamenke u indo-arapskom
sustavu 5 parnom bazom djeljiva sa 2.

(2) Broj je dieljiv sa n — | ako je zbroj vrijednosti njegovih snamenki u indo-arap-
skom sustavu 5 bazom n dieliiv s n — 1,

Na primjer, parni su brojevi 1234, 856,,4,, 3458, 144,, @ neparni su brojevi 787,,,,
389 gy 4358544, Nadalje, 123471, je parni broj, 34296, je djeljiv sa 3, 83122
je djeljiv sa 4 itd.

Nasu metodicku napomenu moZemo ovako saZeti: Zelimo li, npr., grupu nap-
rednih udenika uputiti na brojeve kao apstraktne objekte, stavljajuci ith u opreku
prema konkretnim bru]kam:l najbolje je da izlaganje poénemo razmatranjem raz-
nih sustava brojki. Na primjer, kad upuéujemo na apstraktni karakter prirodnih
brojeva, pofnim izlaganje napomenom o njihovu zapisivanju u razliéitim indo-
-arapskim sustavima zapisivanja; kada ukazujemo na apstrakni karakter racionalnih
brojeva, pocnime izlaganje napomenom da ih moZemo zapisivati razlomcima, ali
i decimalnim brojevima (naravno, samo neke od njih). Poslije te, gotovo nuine
napomene, moZemo se posvetiti samim brojevima, koje demo najlelée oznalavari
slovima.

LR

* Inale, u udZbenicima desto nailazimo na upormo |n..:|5umn1¢ na nekim pojmovima i dis-
tinkcijama koje se u samom udbeniku nigdje ne primjenjuju. One su dane samo zato ito su

tofne, same su sebi svrha, Na primjer, ditava tzv. teorija skupova i relacija u osnovnoj fkoli ubraja
se u w vrsiu lofe metodike. No to je vel tema za drugi ¢lanak.
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