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Poucak 4

Brojevni sustavi i pravila djeljivosti

ZVONIMIR SIKI¢, Zagreb

1. Brojevni sustavi

Prirodne brojeve obi¢no zapisujemo u dekadskom brojevnom sustavu Cije su
znamenke 0, 1, . ..19. ZnaCenje dekadskog zapisa p p _,...p,p, gdjesup,, ...

1 p, dekadske znamenke je sljedece:

PP, ---P\Py=p,105+p - 10°"1+ . +p - 10 +p,.
Na primjer
582532=5-10°+8-10*+2-10°+5-102+3-10 + 2.

Za bazu brojevnog sustava moze se uzeti bilo koji prirodni broj b > 2. Takav
sustav zove se b-sustav, a njegove su znamenke znakovi za brojeve 0, 1,...1 b — 1.
Ako je b <10, koristi se prvih b znamenki dekadskog sustava. Npr. 6-znamenke su
0,1,...15, dok su 8-znamenke 0, 1, . . .1 7. Binarni sustav (2-sustav) je sustav sa
samo dvije znamenke 0 i 1. Ako je b > 10, onda se kao znamenke za brojeve vece
od 9 redom koriste slova a, b, ¢, . . . . Dakle, a =10, b=11, ¢ =12 itd. Npr.
12-znamenke su 0, 1,...,9,a1b, dok su 15-znamenke 0, 1, ...,9,a, b,c,d1e.
Znacenje b-zapisa p.p__, ... PPoy gdjesup,, . ..1p, b-znamenke je sljedece:

psps_l---plpo(b)zps'bs"'ps_l-b5*1+...+p1~b+p0.

U dekadskom sustavu, tj. ako je b =10, oznaka (10) se izostavlja. Dakle,
3514 =3" 82+5-8+1=233,

1011(2)=1‘23+0-22+1~2+1:11,

3al, =3" 122+ 10 - 12 + 1 =553.

Prethodni primjeri jasno pokazuju kako se iz b-zapisa nekog broja moze iz-
racunati njegov dekadski zapis.
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Zadatak 1:

Sljedece brojeve napiSite u uobic¢ajenom dekadskom zapisu:

a) 1011101 b) 436, c)aba d)358 . e)led2

@r @y 6y 15y
Obrnuti problem nesto je slozeniji: Kako iz dekadskog zapisa nekog
broja n izracunati njegov b-zapis? Pocevsi s brojem n, provedimo
sljedeci niz uzastopnih dijeljenja:

12y

Dijeljenje: Znacenje dijeljenja:
n:b=gq,

: n=gqb+p, 0< p,<b
Py

q,:b=gq,

: q,=49,b+p,, 0< p,<b
P,

4, b =g,

: q,_,=qb+p _,, 0<p _ <b
Py

q,:b=0

q,=0-b+p, 0< p.<b

P

Iz desnog stupca slijedi:
n= qlb +p,=

=(q,b +p)b+p,= q,b> +pb +p,=
=(q;b +p)b* +p,b+p,=q,p> + p,b* +pb+p,=

=pb+p b1+ . . +pbt+tpbtp, =

=PPs_y - PrDyPopy

Kako to izgleda u konkretnom slucaju pokazujemo u rjesenju sljedeceg prob-

lema.
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Poucak 4

Problem 1:

Rjesenje:

Zadatak 2.

Problem 2.

Rjesenje:

Zadatak 3.

Broj 426 zapisimo u sustavu s bazom 8.

Dijeljenje: Znacenje dijeljenja:
426 : 8=53 426 =53 -8+2
26
2
53:8=6 53=6-8+5
5
6:8=0 6=0-8+6
6
Iz desnog stupca slijedi:
426=53-8+2=
=(6-8+5)-8+2=6-8+5-8+2=
=652,

Cijeli postupak skraceno zapisujemo ovako:

426:83=53:8=6 426 = 6524
26 5
2

ZapiSite brojeve 1011, 64321 12121 u brojevnom sustavu s bazom:
a)2, b)6, ¢)8 d)12, e)ls.

Broj 1a2 ., zapi§imo u 8-sustavu.

(12)
102, =112 +10 12 +2 =266
266:8=33:8=4 266 =412,
26 1
2
Dakle, 142, =266=412.

Brojeve (a) 1011101 ,,  (b) 436
zapisite u 6, 8 i 10-sustavu.

o (©@abag, i (d)358
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2. Osnovna pravila djeljivosti

Pitanje djeljivosti nekog broja s 2 lako je rjesivo u dekadskom sustavu:
Broj je djeljiv s 2 ako mu je (i samo ako mu je) zadnja znamenka djeljiva s 2.
Analogno pravilo vrijedi i za djeljivost s 5 :

Broj je djeljiv s 5 ako mu je (i samo ako mu je) zadnja znamenka djeljiva s 5.

Uocimo da su 2 i 5 jedini djelitelji dekadske baze 10. Zato oba ova pravila
mozemo izre¢i kao jedno:

Broj je djeljiv djeliteljem d baze 10, ako mu je (i samo ako mu je) zadnja zna-
menka djeljiva s d.

Takvo pravilo vrijedi u svim brojevnim sustavima:

Broj je djeljiv djeliteljem d baze b, ako mu je (i samo ako mu je) zadnja zna-
menka u b-zapisu djeljiva s d.

Naime, zapiSemo li broj #» u brojevnom sustavu s bazom b :
n=p.pP._---PrPPypy=

=p b’ +p b+ .. +pbr+pbtp =

=b-(p b~ '+p b +...+pb+p)tp,

odmah uocavamo da je n djeljiv nekim djeliteljem d baze b ako mu je (i samo ako
mu je) zadnja znamenka p, djeljiva s d.

Zadatak 4. Koji su od sljedecih brojeva djeljivi s 3 :

a) 345 . b)27a9,,,, c)1816,, d)20432 .. e)318abc

(')
6y oy (18) *

Broj je djeljiv s 4 odnosno s 25 ako je (i samo ako je) broj koji ¢ine njegove
posljednje dvije znamenke u dekadskom zapisu djeljiv s 4 odnosno s 25.

12y 15y

Na primjer, broj 35416 djeljiv je s 4 jer je broj 16 djeljiv s 4, a broj 42832 ni-
je djeljiv s 25 jer broj 32 nije djeljiv s 25. Poopcenje ovih pravila na zapise brojeva
u proizvoljnim bazama nalazimo u sljede¢em zadatku.

Zadatak 5. Neka je a djelitelj od b takav da a? nije djelitelj od b. Dokazite da je
broj p.p,_,...P,P, P, ® djeljiv s a® to¢no onda kada je broj PP
djeljiv s a?.
Broj je djeljiv s 8 odnosno sa 125 ako je (i samo ako je) broj koji ¢ine njego-
ve posljednje tri znamenke u dekadskom zapisu djeljiv s 8 odnosno sa 125.

Na primjer broj 35108 nije djeljiv s 8 jer broj 108 nije djeljiv s 8, a broj
75432375 djeljiv je sa 125 jer je broj 375 djeljiv sa 125. Poopcenje ovih pravila na
zapise brojeva u proizvoljnim bazama nalazimo u sljede¢em zadatku.

Zadatak 6. Neka je a djelitelj od b takav da @® nije djelitelj od b. Dokazite da je broj
PPy -+ PaP1 Do) djeljiv s @ tocno onda kada je broj p,p, p, ® dje-

ljiv s @’
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U dekadskom sustavu lako su rjeSiva i pitanja djeljivostis 3is 9 :

Broj je djeljiv s 3 odnosno s 9 ako mu je (i samo ako mu je) zbroj znamena-
ka djeljiv s 3 odnosno s 9.

Uocimo da su 3 19 jedini djelitelji baze 10 umanjene za 1. Zato to pravilo di-
jeljenja mozemo izreci i ovako:

Broj je djeljiv djeliteljem d broja 10 — 1 ako mu je (i samo ako mu je) zbroj
znamenaka djeljiv s d.

Takvo pravilo vrijedi u svim brojevnim sustavima:

Broj je djeljiv djeliteljem d broja b — 1 ako mu je (i samo ako mu je) zbroj
znamenaka u b-zapisu djeljiv s d.

Doista, neka je d neki djelitelj broja b — 1. Tada za broj n prikazan u brojev-
nom sustavu s bazom b vrijedi:

n=pp,_y-- P01 Pywy=
=pb+tp b+ . +pb+pb+tp, =
=p (b'=D+p (b '=D+...+p,(b*=D+p(b-1)+

+@,tp,t...+tp _, +p)

Bududi da je b*—1 djeljivos b— 1, zasvaki k=1,..., r, slijedi dajen
djeljiv s d (koji dijeli b — 1) ako i samo ako d dijeli (p0 +... +pr).

Da b — 1 zaista dijeli b*— 1 lako provjeravamo mnozenjem:

b-DGE "+ 2+, +b+1)=b+bF T+ +DP+Db -

b - .- -b-1=Db-1.
Zadatak 7. Ustanovite jesu li brojevi 2405(7), 81a9b(13), 81a96,,, 4354(6) dje-

ljivis: a) 2, b)3, c)6.

3. Djeljivost s 2b - 1

Pravilo o djeljivosti s 19 nije tako dobro poznato kao osnovna pravila djelji-
vosti iz prethodnog odjeljka. Ono glasi:

Broj p.p._, ... p, p, djeljiv je s 19 ako je (i samo ako je) broj
p,P,_, - P, + 2p, djeljivs 19.

Na primjer broj 152 djeljiv je s 19 ako je (i samo ako je) broj 15+ 4 djeljiv
s 19. Budu¢i da je 15+ 4 ocito djeljivo s 19 slijedi da je i broj 152 djeljiv s 19. To
krace zapisujemo ovako:

152 > 15+ 4 =19. Dakle, 19152 jer 191 19.
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Problem 3. Jesu li brojevi 988, 2463 1 23902 djeljivi s 19 ?

Rjesenje:
988 — 98 + 16 =114 — 11 + 8 = 19. Dakle, 19]988 jer 19| 19.
2463 — 246 + 6 =252 — 25+ 4 =29. Dakle, 1912463 jer 19129.
23902 — 2390 + 4 =2394 — 239 + 8 =247 — 24 + 14 = 38.
Dakle, 19123902 jer 191 38.

Sada ¢emo i dokazati pravilo o djeljivosti s 19. Svaki broj n moze se prikaza-
tiu obliku n=100p + 10g + r (npr. 2463 =100 -24 + 10 - 6 + 3). S druge strane:

100p +10g + r=19(10p + g + r) = 9(10p + g + 2r)
odakle slijedi da je broj 100p + 10g + r djeljiv s 19 ako je (i samo ako je) broj
10p + g + 27 djeljiv s 19. No, to je nesto drukcije iskazano gornje pravilo.
Zadatak 8. Jesu li brojevi 437, 532, 1857 1 14326 djeljivis 19 ?

Naravno, i pravilo o djeljivosti s 19 u dekadskom sustavu moze se poopciti
na sve ostale sustave:

Broj p, b, _y -+ Py Py deljiv je s 2b =1 ako je (i samo ako je) broj
PPy - Pyt 20, djeljivs 2b— 1.

Dokaz slijedi iz Cinjenice da je:

bp+bg+r=02b—-1)(bp+q+r)—(b—1)bp+q+2r).

Zadatak 9. Koriste¢i se gornjom formulom, dokazite prethodno formulirano
pravilo o djeljivosti s 2b — 1 brojeva u b-zapisu.

Problem 4. Je li broj 1403 djeljiv s 1547

(6)
Rjesenje:
1403 ;) — 140, + 6 = 140, + 10, = 150, — 15
Dakle, 15 | 1403 jer 15, |15,

Zadatak 10. Jesu li brojevi 454(8) 11206

(6) | 6)

 dieljivi sa 17,42
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