DEFINICIJE U MATEMATICI

ZVONIMIR SIKIC, Zagreb

Potaknut ¢élankom Z. Epﬂrﬂm, » O definicijama u matematici”, Matematika |1
(1987) 5—11, koji je s punim pravom upozorio na neke osnovne metoditke po-
greske pri upotrebi definicija u osnovnoj i1 srednjoj Skoli i koji je osim toga dao
dobre upute za njihovo ispravijanje, Zelio bih ovdje joi poneito reci o definicijama
u matematici.

1. UVOD

Prema starijim logikama definicija je odredenje vrste njenim rodom i spe-
cificnom razlikom. Tipi¢an je primjer definicija ¢ovjeka kao racionalne Zivotinje.
Zivotinja je rod, dok je racionalnost specifi¢na razlika koja fovijeka karakterizira
unutar Zivotinjskog mu roda. Teiko je u struéno-znanstvenoj praksi ograniéiti
se na ovaj strogo propisani, i stoga festo ogranifavajuéi, aristotelovski oblik defi-
nicija. Zato ¢emo u mnogim logikama naiéi na slabiji zahtjev, kojim nije strogo
odreden logicko-gramaticki oblik definicije, nego su samo dana &etiri tradicionalna
pravila koja svaka definicija mora zadovoljavati:

. Definicija mora razotkriti bit onoga $to definiramo.
. Definicija ne smije biti cirkularna,
. Definicija ne smije biti negativna, ako moZe biti pozitivna.
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. Definicija ne smije biti izraZena slikovitim ili na drugi na¢in dvosmislenim jezikom.

Dakle, Ujeviéev inafe rjecit i profinjen uvid:

»Pjesnici su Cudenje u svijetu”
ne bismo smatrali definicijom pjesnika jer ne udovoljava 4. pravilu, dok ova defi-
nicija topolofkog pojma:

»Topoloski pojam je onaj koji nije algebarski.”
ne bi valjala jer kr¥i 3. pravilo. Drugo pravilo kr$i svaka definicija kojom defi-
niramo neki pojam upotrebljavajuéi sam taj pojam, ili pak upotrebljavajuéi neke
druge pojmove koji su definirani upotrebljavajué¢i sam taj pojam itd. Na primjer,
definicije

»Yrijednost robe je veliéina rada opredmedenog u robi.”

,,Cijena robe je (monetarni) ekvivalent njene vrijednosti.”



cirkularne su, kada znamo da se u okviru ekonomske teorije u kojoj ih nalazimo
(radna teorija vrijednosti) veli¢ina rada opredmeéenog u robi odreduje, izmedu
ostalog, i njenom cijenom. (One vrlo vjerojatno krie i 4. pravilo.)

Sto se tite 1. pravila, ono je najmanje jasno, jer je vrijednosno obojeno. De-
finicija:
..Coviek je racionalna Zivotinja™

udovoljava 1. pravilu ako smatramo da je ,.bit ljudskosti racionalnost”. Ako pak
smatramo da je ,,bit ljudskosti rad™ onda gornja definicija krii 1. pravilo i stoga
ne valja, a to¢na definicija glasi:

.Coviek je radna Zivotinja".

Naravno i ta se definicija moZe dovesti u pitanje pa ¢e Covjek moZda postati ,,igra-
juéa Zivotinja™ ili ,,smijeSec¢a Zivotinja™ itd. (naravno sve to pod pretpostavkom
o neupitnoj Zivotinjskoj biti Sovjeka, koja takoder moZe biti dovedena u pitanje).
Uoéimo medutim da sve navedene definicije ¢ovjeka, iako moZda odreduju razlicite
poimove, odreduju pojmove s jednom te istom eckstenzijom, tj. iako je ljudska
bit svakom od tih definicija razli¢ito odredena skup pojedinih individua koje su
svakom od tih definicija obuhvaéene uvijek je isti. On je uostalom odreden 1 ovom
definicijom:
.Coviek je bespernata dvonoZna Zivotinja'.
koju ée, vierujemo, svi prihvatiti kao eklatantni primjer krienja 1. pravila.

Zadnji je uvid instruktivan za na%u temu koju Cine definicije u matematici.
Naime, matematika se upravo i bavi ekstenzijama, pa u matematici definirati neki
pojam i ne znadi nidta drugo nego odrediti njegovu ekstenziju (mogli bismo reci
da je ona njegova matematiCka bit). Dakle, gledano matematicki, sve navedene
definicije ¢ovjeka su dobre i medusobno ckvivalentne. Drugim rije¢ima, sve one
dobro definiraju ,,matemati¢ku bit Eovjeka™ (na stranu to 35to ona moZda nikoga
ne zanima, pa je vostalom u matematici niti ne razmatramo). Ukratko, nejasno 1.
pravilo u matematici nije ni vaZno.

Napominjemo jo¥ da se definicija, ukoliko ,,razotkriva bit definiranoga pojma”,
tradicionalno zove realnom. Onu koja to ne &ini trebamo dakle smatrati nerealnom.
Matematicke definicije moZda ipak moZemo smatrati realnima, iako odreduju
samo ekstenziju definiranoga pojma, buduéi da je bad ekstenzija pojma njegova
matematicka bil.

No s druge strane, tradicionalno se u opreku spram realnih definicija stavljaju
nominalne tj. one definicije kojima novi simbol uvodimo naprosto kao pokratu
(i koji kao takav valjda i ne moZe imati neku bit), a matematicke su definicije te
vrste. Sjetimo se, naime, da je za definiciju nekog matematitkog pojma u okviru
neke matematiCke teorije besmisleno pitati je li ona istinita. Naravno, moZemo
odgovoriti da je ona trivijalno istinita samim tim 5to je definicija, 1 pomisliti da
onaj koji to pita ne zna da je rije¢ o definiciji. To je karakteristika nominalnih
definicija, za razliku od realnih, &ija istinitost moZe biti smisleno upitna. To poka-
zuje sama Cinjenica da realnu definiciju moZemo pobijati; sjetimo se fovjeka kao
racionalne spram Covjeka kao radne Zivotinje. Dakle, ako neSto u matematici
odgovara realnim definicijama onda su to prije teoremi nego definicije.

Sve u svemu razmotrene distinkcije u matematici nemaju operativnog smisla.
Povrh toga i prihvatljiva pravila 2—4. nisu nam od neke koristi. Lako je naci primjer
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w~definicije” koja udoveoljava tim pravilima, a da ipak nije nikakva definicija. Evo
jednog Suppesovog primjera. Definirajmo u aritmetici operaciju = na slijededi
nacin:

(1) x»y=17z ako i samo ako x <z i y <=

Ta ,.definicija™ nije cirkularna, nije negativna, a nije ni izraZena slikovitim ili na
drugi nac¢in dvosmislenim jezikom. Ona ipak ne valja. Naime

l<3 I 2Z=<3
dakle
la2 =3
S druge strane
l<4 1 2<4
dakle
1+2 =4
Zakljuéujemo:
J =4

Sada je jasno zaSto Suppesova definicija ne valja. Kontradiktorna je. Dakle,
tradicionalna pravila su toliko opéenita da su manje-viSe neupotrebljiva. Ona ne
odreduju definiciju ¢ak ni toliko da bi iskljucila kontradiktorne definicije. Upotreb-
ljiive kriterije za definicije tek trebamo nadi, tradicionalna pravila to sigurno nisu.
Naravno, posao nam je olakfan time $to razmatramo relativno jednostavne mate-
matitke definicije.

2. DEFINICHJE U MATEMATICI

Meka nam polaziste bude to da je matematitka deflinicija iskaz matematictke
teorije kojim se utvrduje znalenje nekog izraza te teorije. Naravno, definicija to
postiZe tako Sto izraz koji se definira, tzv. definiendum, objainjava drugim izrazima
Cija su znadenja veé poznata, tzv. definiensom. Medutim :

1) Na koji nadin definicija objainjava definiendum?
2) Kako su poznata znacenja definiensa?

3) Kakav je (uopdée) iskaz definicija?

To su osnovna pitanja.

Sto se tice zadnjeg pitanja, uodimo da je definicija iskaz matematicke teorije
kojoj pripada. S obzirom da svaku matemati¢ku teoriju moZemo opisati kao aksi-
omatsku teoriju u okviru logike prvoga reda s jednako%¢u, i definicije ¢emo smatrati
1skazima prvoga reda. To su iskazi izgradeni od osnovnih matematiékih izraza
te aksiomatske teorije, zajedno s jednako®¢u, a uz pomoé varijabli (x, y, z itd.),
logickih veznika (A 1. ,.i", V ti. ,ili", 7] tj. ,,nije”, — tj. ,,ako-onda™ i + tj. ,,ako
i samo ako”) i kvantifikatora (¥x 1j. ,,za svaki x vrijedi”, 3x ij. ,,postoji x takav
da vrijedi” i sl. za y, =z itd.).

Sto se ti¢e drugog pitanja, tj. kako su poznata znadenja izraza &ij je poznavanje
u definiciji pretpostavljamo, moZemo odgovoriti da su ona poznata iz definicija
tih izraza. Naravno time pretpostavljamo da su nam poznata fnau.cnjn nekih drugih
izraza kojima se koristimo kao definiensima u tim drugim definicijama. 1 tako
dalje. Ali negdje napokon moramo stati! Naravno, svaka aksiomatska teorija
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sadrZi odreden broj nedefiniranih izraza (koji su oznake nedefiniranih pojmova
te teorije). To su osnovni (primitivni) izrazi te aksiomatske teorije, pomodcu kojih
s¢ definiraju svi ostali. Obitno se smatra da su znacenja osnovnih izraza aksio-
matske teorije odredena upravo aksiomima te teorije (Cak se kake da ih oni impli-
citno definiraju). Taj ¢emo problem razmotriti kasnije. Za sada pretpostavljamo
da su znafenja osnovnih izraza na neki nadin poznata i da su dcﬁnILEj:: novih izraza
dane redom tako da definiens prve definicije sadrZi samo osnovne izraze, defliniens
druge definicije osnovne |zrazc i izraz definiran prvom definicijom, definiens trede
definicije osnovne izraze i izraze definirane s prve dvije definicije itd.

Preostalo nam je prvo pitanje. Na koji na&in svaka definicija u nafem nizu
definicija objainjava svoj definiendum? Zahtjevat éemo da ona bude objainjenje
u veoma jakom smislu: definicija mora omoguditi eliminaciju definiranog izraza
iz svakog iskaza teorije i osim toga ne smije pojacati deduktivnu snagu teorije (tj.
teorija zbog definicije ne smije imati posljedica kojih bez nje ne bi imala), Ta dva
osnovna kriterija prvi je formulirao poljski logi¢ar S. Lesniewski (1886— 1939),

ELIMINABILNOST DEFINIENDUMA. Ake je formula D definicija, kojom
w formaliziranu teoriju wodime novi izraz, i ake je A bilo koja formula u kojof
se javilja taj novi izraz, onda postoji formula B, u kejaj se novi izraz ne pojavijuje,
takva da je D — (A «— B) dokaziva formuda reorije.

NEKREATIVNOST DEFINICUE. Ako je formula D definicifa kojom w for-
maliziranu teorifu wodimo novi izraz, i ako je formuwla T, u kojoj se novi izraz
ne pojavijuje, nedokaziva formula, onda je i formula D — T nedokaziva.

(Uodite da je nekontradiktornost posebni sluaj nekreativnosti; onaj u kojemu Jﬂ
formula T kontradikcija. Dakle tako smo iskljucili i kontradiktorne ,,definicije™.)

3. PRAVILA ZA PRAVE DEFINICUE

U prethodnom smo odjeljku upoznali kriterije koje defi nicija mora zadovo-
ljavati u okviru neke matematicke teorije. Medutim nismo dali nikakva pravila
za rDI'I'I'III'EI]JE takvih pravih definicija. To éemo uéiniti u ovom nd_]::ljku Da bismo
olak3ali pradenje izlaganja sve ¢emo relevantne pojmove kao i primjene tih pravila
ilustrirati u jednoj konkretnoj, relativno jednostavnoj matematickoj teoriji.

Na3a ce teorija biti elementarna aritmetika, &ji su osnovni izrazi individualne
konstante 0 i 1, operacijski simboli + i - (koji oznafavaju o peracije zbrajanja
i mnoZenja) i relacijski simbol < (koji oznacava relaciju ,,m anje od”). Aksiom
nase teorije prepoznatljive su aritmeticke istine:

(1) (V) (MIx+y=y+x)

(2) (Vx) (Vp) (x-y = p+x)

(3) (V) (V) (V2)[(x+ )+ z=x+ (¥ + 2)]
(4) (¥x) (V) (Vz) [(x-p) -2 = x+(p-2)]

(5) (V) (¥9) (¥2) [x-(p + 2) = (x-3) + (x2)]
(6) (V) (x + 0 = x)

(7) (Vx) (x-1 = x)
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(8) (V%) (39) (x + y = 0)

9) (Vx) (V) [ # 0 = (32) (x = y+2))
(10) (V) (V) [x <y = 71y < x)]
(11) (V) (VI (Vo) (x <y Ay<z)=x <]
(12) (V) (V) [x 2yr=(x<pV y<x)
(13) (V) (VI (V2) [y <z=(x+ y < x + 2)]
(14) (VM (V2[00 < x Ay<z)=xy < xz]
(15) 0 # 1

Novi relacijski simbol <, definiramo na slijedec¢i naéin
(del <) xXgye(x=yvx<yh

Ta eksplicitna definicija, koja postulira ekvivalenciju atomarnog iskaza koji sadrzi
novi simbol <, s iskazom koji sadrzi samo stare (poznate) simbole, olito omogudéava
eliminaciju novog simbola iz svakog iskaza koji ga sadrZi. Koristedi se nekim osnov-
nim rezultatima matematitke logike lako se dokazuje i to da ta definicija nije kre-
ativna. To uostalom vrijedi opéenito, za svaku definiciju te vrste. Takve, najjed-
nostavnije definicije (koje udovoljavaju oba na%a kriterija; eliminabilnost i nekre-
ativnost) zovemo eksplicitnim definicijama relacijskih simbola. MoZemo ih opisati
ovim pravilom

PRAVILO ZA EKSPLICITNO DEFINIRANIE RELACIISKIH SIMBOLA
Ekvivalencija oblika

Rixy, .. x,)— A
eksplicitna je definicija (atomarneg) n-mjesnog relacijskog simbola R u nekoj
Sformaliziranoj teoriji ake vrijedi;
(i) formula A izgradena je od osnovnih i prethodno definiranih izraza,

(ii) varifable x,, ..., x, medusobno su razlicite,
(iii) formula A ne sadrZi slobodne varijable razlifite od x,, ..., x,.

Zahtjev (i) dovoljno govori sam za sebe. Zahtjev (ii) osigurava da definicija uistinu
bude definicija n-mjesnog relacijskog simbola. Na primjer, definicijom

XLxe=(x=xV x<Xx)

nije definirana 2-mjesna relacija nego 1-mjesna relacija, tj. svojstvo, u ovom sluéaju
univerzalno svojstvo koje ima svaki broj. Zahtjev (iii) isklju¢uje definicije poput ove:
(defl M) M (x) & x < 1.

Lako uvidamo da ovakve definicije moramo iskljuéiti, jer iz njih lako
izvodimo kontradikciju. Na primjer, iz (def M) slijede formule

x<y=M(x) 1 M(x)=>x<y
to jest prema kvantifikacijskim pravilima logike prvoga reda®
(M(x<p)->M() i M) = (¥V)(x <)),

! Ovdje, i inale u tekstu, koristimo se uobifajenom konvencijom prema kojoj nekvantificirane
formule smatramo univerzalno kvantificiranima,
* Uz konvenciju navedenu u opasei 1).



odakle slijedi ofita kontradikcija
(I (x < p) = ) (x < ).

S druge strane zahtjev (iii) dopufta moguénost da se u formuli A pojavljuju samo
neke od ukupnog broja varijabli x,, ..., x,. Tako bi u nasoj ilustrativnoj teoriji
ovo bila prava cksplicitna definicija:

{def P) Pix,y) = x > 0.

Uostalom, takva se definicija uvijek moZe zamijeniti ekvivalentnom u Kkojoj se
na desnoj strani pojavljuju sve varijable. Na primjer

(def P) Plx, ) =»(x>0pAy=1).

Prijedimo sada na primjere definiranja individualnih konstanti i operacijskih
simbola, Novu individualnu konstantu 2 uvodimo u na%u ilustrativnu teoriju ovom
definicijom

(def 2) 2=1+1

Eliminabilnost defimenduma (tj. konstante 2) i nekreativnost definicije 1 ovdje
su odfiti. Medutim, taj najjednostavniji nacin definiranja konstante eksplicitnom
jednakoicu, kojoj je s jedne strane samo konstanta koju definiramo, a s druge
term izgraden od poznatih konstanti i poznatih operacijskih simbola, nije dostatan
za uobifajene potrebe definiranja individualnih konstanti. Na primjer, u na3oj

ilustrativnoj teoriji ne moZemo na taj nacin definirati individualnu konstantu —,

tj. takvu konstantu za koju vrijedi

{der i) , R
2 2

MNaravno, iskaz (de!‘ ;—) moZemo smatrati (implicitnom) definicijom konstante ; .

pod uvjetom da nije kreativan i da omogucava eliminaciju definienduma 1z

svakog drugog |5kaza nnﬁe tenrue

L LT = - _—_""- —

T e ape— T i W RN aee——

Prije svega um‘.‘mm da u naSoj teoriji uz pomoé aksioma (9), (12) 1 (14), moZzemo
dokazati

(16) 3Alx)2-x = 1,
tj. da postoji toéno jedan broj koji zadovoljava (dr:l' ;) Iz (16) uz pomoé elemen-

tarne logike slijedi da je (dcf ;—) ckvivalentna sa

{(det‘-—l-)) AL ol Wi )
2 B
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No, uz pomoé te ekvivalentne formulacije, lako dokazujemo eliminabilnost defi-

nienduma l
2

Naime, svaka formula F ( ) u kojoj se pojavljuje konstanta —i— ckvivalent-

—

.-\,_j|—|-

na je sa formulom

|
A= — = F{-"l}:
2
koja je zbog ((dcf %)) ckvivalentna s formulom
2-x =1 - F(x).

No, u zadnoj se formuli ne pojavljuje konstanta —; 1. ((del" %)) omoguéava nje-
nu eliminaciju.
Nekreativnost definicije (def %) slijedi iz (16) elementarnom logitkom argu-

mentacijom.
Uotimo da je dokazivost teorema (16) bila kljufna za korektnost definicije

(def 4 ) . Da nije dokazivo postejanje broja s definicionim svojstvom, kao i njegova
2

Jedinstvenost nasa bi definicija bila kreativna.
MNa primjer, ova ,definicija”
(7 def +/2) V2: 42 =2
je kreativna jer se u naloj ilustrativnoj teoriji ne moZe dokazati formula
(3x) (x-x = 2),

iako je bai ona neposredna posljedica ,,definicije”. S druge strane i ova je ,.defi-
nicija™ kreativna

(7 def —1) (=1 (=1) =1

buduéi da se u nadoj teoriji ne moZe dokazati da je — 1 jedini broj x sa svojstvom
x+x = 1, jer iz (7) slijedi da to svojstvo ima i broj 1, pa (7 def —1) povla&i (kre-
ativnu) kontradikciju —1 = 1.

Gornja razmatranja o definiranju individualnih konstanti upuéuju na ovo
pravilo:

PRAVILO ZA DEFINIRANIJE INDIVIDUALNIH KONSTANTI. Formula

D (¢), definicija fe individualne konstante ¢ u nekoj formaliziranoj teoriji ako

vrifei

(i) formula D (c) izgradena je od osnovnih i prethodno definiranih izraza i
konstante ¢,

(i) u formuli D(c) ne pajavijuju se slobodne varijable,

(i) fornmda (31x) D (x) izvediva je iz aksioma i prethodnil definicija.
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Ako je definicija D (c) oblika ¢ = t, gdje je t term u kojem se ne pojavijuje ¢,
onda definiciju zovemo eksplicitnom (zahtjev (iii) u tom je slufaju automarski
ispunfen ).

Da je definiendum svake definicije formirane u skladu s pravilom eliminabilan

da ona sama nije kreativna dokazuje se kao i u sluéaju definicije (def —l) Naime,
2

1z zahtjeva (i1) i (111) shijedi da je D (¢) ekvivalentno sa
{def c) x = ¢+ D(x).

S druge strane, svaka formula F(¢), u kojoj se pojavljuje konstanta ¢, ekvi-
valentna je s formulom
x = ¢ = F(x),

koja je prema (defc) ekvivalentna s formulom
D (x) = F(x).

No. u toj se formuli ne pojavljuje konstanta ¢, $to konaéno znaéi da definicija omo-
guéava njenu eliminaciju. Nekreativnost definicije formirane u skladu s na%im
pravilom slijedi iz zahtjeva (i), (ii) i1 (ii1) vz pomo¢é elementarne logike.?

Definiranje individualnih konstanti zaprave je rudimentarna varijjanta defi-
niranja operacijskih simbola (ako konstantu razumijemo kao O-mjesni operacijski
simbol). Predimo, dakle, s te rudimentarne varijante na definiranje pravih ope-
racijskih simbola. Novi operacijski simbol * (kvadriranje) uvodimo u nau ilustra-
tivnu teoriju ovom definicijom

(def ) XV = XX

Eliminabilnost definienduma i nekreativnost takve eksplicitne jednakosti. kojoj
je s jedne strane sam definiendum dok joj je s druge strane term, izgraden od varijabli
na koje djeluje novi operacijski simbol (u naiem slufaju samo x), te pozitivnih
konstanti 1 operacijskih simbola (u na%em sluéaju samo -), o€ita je i u ovom sluéaju,
Medutim, kao i ranije, taj najjednostavniji nac¢in definiranja operacijskih simbola
nije dostatan. Na primjer u nafoj ilustrativnoj teoriji tako se ne moZe definirati

operacijski simbol — (oduzimanje). Naravno moZemo ga definirati implicitnom
definicijom
(def —) Y4+ (x—y =nx

Uvjeti pod kojima ée definiendumi takovih definicija biti eliminabilni, a one same
nekreativne analogni su onima za individualne konstante. Opisujemo ih sljedeéim
pravilom:

PRAVILO ZA DEFINIRANIJE OPERACIJISKIH SIMBOLA. Formula
D(o(xy, ..., x,)) definicifa je n-mjesnog operacijskog simbola o w nekoj
formaliziranoj teoriji ako vrijedi:

(i) formula D{o(x,,. .., x.) izeradena je od osnovnih i prethodno definiranih
izraza i atomarnog terma 0 (Xy, « .« . Xo),

(i) varijable x,, ..., x. medusobne su razlicite

T Naime, kada bi D (¢) == T bila dokariva formula onda bi i 7 bila dokaziva formula (buduéi
da je (3'x) D (x) dokazivo prema (iii)).
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(iii) w formuli D (o (xy, . . ., X)) ne pojavijuju se varijable razlicite od xy, . . ., X.»
(iv) formula (3'2) D (2) izvediva je iz aksionz i prethodnih definicija.

Ako je definicija D (0(xy, ..., x,)) oblika o(xy, ..., x,) = t, gdje je t term u
kajem se ne pojavijuje operacijski simbol o, onda definiciju zovemo eksplicitmom
(zahtjev {iv) u tom je slucaju automaiski ispunjen).

Definicija (def —) u skladu je s nadim pravilom buduéi da su zahtjevi (i), (i) 1 (iii)
oéigledno ispunjeni, a (iv) je neposredna posljedica aksioma naSe teorije. Naime,
zahtjev (iv) u slu¢aju (def —) glasi ovako

() y+z=x

a to u naoj teoriji mofemo dokazati uz pomoé aksioma (8), (12) i (13). Definicija
(def *) primjer je eksplicitne definicije operacijskog simbola.

p—

Da je definiendum svake definicije operacijskog simbola formirane u skladu
s nadim pravilom eliminabilan dokazujemo ovako. Zbog zahtjeva (iii) i (iv) definicija
Do(x,, ... x,)) ekvivalentna je sa

(def Do) z=o0(xy...,x) o D(2)

S druge strane, svaka formula F(o (yy, ... ».)) u kojoj se pojavljuje operacijski
simbol e, ekvivalentna je s formulom

z= 00X, ... Xy =+ F(2),
koja je prema (def Do) ekvivalentna s formulom
D(z) = F(2).

No u toj se formuli ne pojavljuje operacijski simbol o, 3to konaéno znaci da defi-
nicija omogucava njegovu eliminaciju. Nekreativnost definicija operacijskih simbola
formiranih u skladu s na%im pravilom slijedi iz zahtjeva (i), (i), (iii} i (iv), uz pomo¢
elementarne logike, argumentom analognim onome za individualne konstante
{usp. opasku 3).

Suppesov primjer definicije operacije =, s pofetka ovoga &lanka, pokazuje
kako narulavanje zahtjeva (iv) dovodi do kontradikcije (tj. do najgoreg slucaja
kreativnosti). Razmotrite u tom svjetlu i sljedeéu ,.definiciju™:

(? def ) JxoJx = x

4. UVIJETNE DEFINICIIE

Medutim, s definiranjem u matematici ne ide tako lake kako bismo mi to
htjeli. Tko god je pokulao u elementarnoj aritmetici (dakle u naSoj ilustrativnoj
teoriji) definirati dijeljenje, morao se sukobiti s nulom kao djeliteljem. Razmotrimo
taj problem, da bismo vidjeli kako ée naSa pravila prodi u tom sukobu. Prirodna
je ideja da operacijski simbol : analogno operacijskom simbolu —, definiramo
kao inverz:

(?def :) y(x:9) = x
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Nazalost ta ,.definicija” nije prava. Ona ne zadovoljava na¥e pravilo za definiranje
operacijskih simbola, i lako se vidi da je kontradiktorna. Na primjeru iz (? def :)
slijedi

() yrz=2x
pa posebno vrijedi i

(32) 0z = 1,
§to je u suprotnosti s dokazivim teoremom naSe ilustrativne teorije
(17) 1(32)0-z =1,

Problem je, naravno, u tome 5to (? def :) ne zadovoljava uvjet (iv) iz naSeg pravila
za definiranje operacijskih simbola, Naime, u naloj teoriji nije moguée dokazati

{1z} y-z = x,

jer to nije toéno za y = 0. Buduéi da je to i jedini sluéaj koji narudava zahtjev (iv),
namede se misao da definiciju korigiramo iskljuenjem tog slucaja. Dakle kori-
girana definicija izgledala bi ovako

(def :) y#EO=ay(x:y)=x

Na isti nadin kao i ranije, moZemo pokazati da ta definicija nije kreativna. Medutim,
ona ne omoguéava eliminaciju definienduma u svim sludajevima. Na primjer iz
iskaza

1:0=1:0

definiendum : nije mogude eliminirati. Naravno, ona omogucava climinaciju defi-
nienduma u svim ,,zanimljivim” slu¢ajevima, tj. u slu¢ajevima koji ispunjavaju
pretpostavku definicije, y # 0. Takve definicije zovemo uvjetnim definicijama i
opisujemo ih ovim pravilom.

PRAVILO ZA UVIJETNO DEFINIRANIE OPERACIISKIH SIMBOLA.
Uvjetna definicija n-mjesnog operacijskog simbola o, u nekoj formaliziranoj
teoriji, fest implikacija
U (X1 o e op X} = D0 (X1, ...y Xa))
za koju vrifedi;
(i) formula Ulx,. ... x,) izgradena je od osnovnih i prethodno definiranih
izraza, dok formula D (o (xy, ..., x,)) osim njih sadrZi i atomarni term
o [—Th "oy -Tn}'r
(ii) varijable x,, ... x, medusobno su razlidite,

(iii) implikacifja ne sadrii slobodne varijable razlicite od Xy, ..., Xy,
(iv) formula U(xy, ..., x,) — (3!2) D (2) izvediva je iz aksioma i prethodnih
definicifa.

Lako se dokazuje da uvjetne definicije formirane u skladu s ovim pravilom
nisu kreativne i da omogucéavaju eliminaciju definienduma ukoliko je ispunjen
uvjet. To ogranidenje eliminacije stvara odredene teSkoce.

Razmotrimo, neito detaljnije, ¥to zna¢i nemoguénost eliminacije definienduma
u slufajevima kada nije ispunjena pretpostavka uvjetne definicije. Kao prvo, to
znadi da iskaze, u kojima eliminacija nije moguéa, ne moZemo ni dokazati ni OpOVIC
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Na primjer, u nadoj ilustrativnoj teoriji (def :) ne omogucava odluku o tome da i je
1:0=2:0 ii 1:0=23:0itd

S druge strane, vrijednosti varijabli teorije prvoga reda objekti su onog podruéja
kojim se ta teorija bavi. Buduéi da nala logika dopusta supstituciju bilo kojeg
terma na mijesto varijable, to znati da svaki zatvoreni term (term bez varijabli)
oznafava neki objekt razmatranoga podrugja. Dakle, u naSoj ilustrativnoj teoriji
1:0,2:0,3:0,itd. jesu brojevi, samo nada teorija o njima nifta ne zna. Taj zaklju-
¢ak koji moramo prihvatiti ako prihvac¢amo (def :) i standardnu logiku, vedina
matematitara nece prihvatiti (iako misli da prihvada i (def :) i standardnu logiku).
Matematic¢ar ¢e tefkocu najéeice otkloniti tako 5to ¢e smatrati da izraz izgraden
od elemenata koji ne ispunjavaju uvjet nista ne oznacava, ukoliko je term, 1li nema
smisla, ukoliko je iskaz. Dakle, u nafoj ilustrativnoj teoriji 1 : 0 ne oznaava niita,
al:0=1:0nema smisla. Prvi prigovor tom pristupu jest da njime revidiramo
logiku. Naime, ve¢ smo upozorili da je osnovna pretpostavka logike prvoga reda,
bez koje bi se ona znatno zakomplicirala, upravo to da svaki zatvoreni term ozna-
¢ava neki objekt teorije kojoj pripada. Revizija logike ipak je krajnje rjefenje, kojem
pribjegavamo tek kad su sva druga iscrpljena. Medutim, ¢ak ako se i odludimo
na taj krajnji korak nai¢i ¢emo na dodatne poteikoée. Zbog nafe revizije logike,
za mnoge iskaze neéemo moci odluéiti da bl su vopée smisleni ili nisu; na stranu
njihova istinitost ili neistinitost. Na primjer, ako u teoriji prirodnih brojeva defi-
nmramo

g (n) = | ako je n neparan ili je zbroj dvaju prostih brojeva

0 inafe
onda ne znamo odluciti da li je iskaz

(Vn)(1:g(n) =1:g(m)
smislen ili nije.

Druga mogucnost jest da znafenje iskaza u kojem se javljaju elementi koji
ne ispunjavaju uvjttt definicije, naprosto odredime konvencijom. Na primjer uvede
se konvencija da je (¥x) (x : 0 = 0). Tu se zapravo radi o takvoj rcw:run I,H-'Jl','.‘lﬂc
definicije, koja ¢e je uéiniti pravom dcﬁnlcunm (koja nije kreativna i omogudéava
eliminaciju definienduma). U naSem primjeru, uvjetnu definiciju (def :) zamijenili
bismo ovom pravom definicijom

(def :)a (y#EO=2yx:p)=x)A(y=0-=2x:y=0).

Ona nije kreativna i omoguéava eliminaciju definienduma. Jedini njen nedostatak
je Sto matematicari teSko pribvacaju konvenciju po kojoj je x : 0 = 0.

Alternativno konvencionalno rjefenje, koje je matematicarima prihvatljivije,
jest ono kojim se x : 0 proglasava objektom, ali izvan podruéja brojeva o kojemu
govori nada ilustrativna teorija. Moguénost da objekti nase teorije nisu samo brojevi
iziskuje odredene revizije u samoj teoriji. Prije svega, svaki aksiom i svaku definiciju
treba formulirati tako da bude jasno da se ona odnosi na brojeve. To se najjednostav-
nije postiZe tako da se teoriji doda osnovni predikatski simbol B (1j. ,.biti broj™),
te da se aksiomi i definicije ovako preformuliraju:

(L) (V) (V) [B(x) A B(Y) = x+y=y+ x]
(2) (Vx) (V) [B(x) A B(p)) - x+y = y-x] itd.
(def <) [Bx) A B = [x<sy—=(x=yVx<y)] it
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Pored toga moramo dodati i nove aksiome koji osiguravaju da je zbroj i umnozak
brojeva opet broj.
[B(x) A B(¥)]— B(x + »)

[B(x) A B(y)] = B(x-y)
Uvjetna definicija dijeljenja izgledala bi tada ovako

(def :)y [B(x) A BO) Ay £ —[y(x:y)= 2]

U okviru tako revidirane teorije ne mofemo dokazati

B(x:0) tj. x:0 je broj,
ali ni
18(x:0) . x:0 nie broj.

Tako smo izadli iz intuitivno neprihvatljive situacije (u koju nas dovode dosadainja
rjefenja koja Cuvaju standardnu logiku) da x : 0 morame zvati brojem. Na nama
je da odlu¢imo da li to hoéemo ili neéemo, bez naruSavanja standardne logike.
Ako neéemo, uvesti éemo u nasu teoriju osnovnu konstantu oo i ovaj aksiom

- 8(a0),
pa éemo, u okviru tako obogacene teorije, dijeljenje definirati ovako
(def:), [B(x) A BN -2M(r#0-2y(x:p)=x)A(r=0—=x:y=w)]

Definicija (def :), smjesdta x : 0 van podrucja brojeva, za svaki broj x, i to je kona¢no
mjesto kuda ¢e x ;0 smjestiti vedina matematicara.

Spomenimo, na kraju ove rasprave o uvjetnim definicijama, jos i jedno teorijski
vrlo znacajno ali u matematikoj praksi nepostojeée rjeienje. Rije¢ je o standardnom
logickom svodenju operacija 1 konstanti na relacije. Ono se provodi tako da se
umjesto konstante u teoriju uvede odgovarajuca jednomjesna relacija (tj. svojstvo),
umjesto jednomjesne operacije odgovarajuéa dvomjesna relacija, umjesto dvomjesne
operacije odgovarajuéa tromjesna relacija itd. Naravno, tako da sve Sto je bilo
izrazivo i dokazivo pomodu konstanti i operacija bude izrazivo i dokazivo i pomocu
odgovarajuéih relacija, Takvo svodenje je mogude, a mi éemo ga samo ilustrirati.
Na primjer, konstante 0 1 1 mogli bismo u na3oj ilustrativnoj teoriji zamijeniti
predikatima N 1 J, a dvomjesne operacijske simbole + i + tromjesnim relacijskim
simbolima S 1 P, uz odgovarajuéu preformulaciju aksioma (1)—(15):

1) S, A Shx,¥)—=u=vy
2) Plx,y, ) A P(p,x,¥) s> u=y
6) Ny =8 (x. 1. x)

7) J() =P (x, y,x) itd,

Citalac je uotio da N (x) izrafava x = 0, da J(x) izrazava x = 1, da S(x, », 2)
izraZava x + y = z, i da P(x, y, z) izraZava x'y = z. Lako je u tome vidjeti opci

16



postupak, koji je primjenljiv u svakoj teoriji, i koji ofito ¢uva izrazivost i dokazivost.
Sto se tice nafeg problema definiranja dvomjesne operacije : (dijeljenje, u nasoj
ilustrativnoj teoriji), on se sada svodi na problem definiranja tromjesne relacije D,
takve da D (x, y, z) izraZava x : y = z. Taj problem rjefavamo ovom jednostavnom
eksplicitnom definicijom, koja nije kreativna, omoguéava eliminaciju definienduma
i ne dira u standardnu logiku:

(def D) Di{x,y,z) = "1 N{) A P(y,z, x).

Gledajuci (def D) ¢italac ¢e se moZda upitati, zbog fega je ta definicija dobra,
a odgovarajuéa operacijska varijanta

(def :), X:y=zeysldp pr=x

ne valja, iako smo nju dobili obitnom zamjenom relacije D (x, v, z) s onim §to
ona irraZava tj. sa x 1y = z, i slitnom zamjenom N (y) sa y = 0 i P(y, 2, x) sa
vez = x. To ¢e nam biti jasno kada toénije pogledamo zasto ne valja (def :),. Na
primjer. iz (def :); slijedi (kao poseban slucaj)

1:0=z=0#0pA0:z=1

odakle neposredno slijedi
LEL 2 =7)

t). ne postoji z takav da je 1 : 0 = z. To znadéi da konstanta 1 : 0 nifta ne oznacava,
suprotno kanonima logike, o temu smo ve¢ govorili, i to ne valja. U sluéaju (def D)
analogni argument ne izaziva nikakve te$koce. Naime, iz

D(L,0,z)e N(O) A P(0,21)
slijedi
1 0(1,0, 2)

tj. 1, 01 z nisu u relaciji D, ni za koji z, i to je sasvim u redu. Neki objekti stoje u
odredenoj relaciji dok drugi naprosto ne stoje. Nasuprot tome, u standardnoj
logici operacije iz objekata generiraju objckte, a ne fantome oznafene znakovima
koji nista ne oznacavaju, Zato operacije stvaraju probleme, kojih s relacijama nema.
Ipak, logicki moguca eliminacija operacija i konstanti, u prilog relacija, ne koristi
se u matematickoj praksi jer bi je bitno zakomplicirala. Osim toga operacijski
pristup ima veliku heuristicku vrijednost. Znakovi koji nifta ne oznadavaju, kao

1:0. 4/ =1 itd. stvaraju probleme i zato nas upravo sile da uvedemo nove mate-
maticke objekte oo, 7 itd. koji su njihove reference, i koji vode k novim 1 vaznim
matematickim teorijama. Na primjer, ranije spomenuta ,.definicija”

(?def V) JaoJx = x

nije korekina w ekvirn nafe ilustrativne teorije, ali je heuristicki znatajna, i u tom
smislu produktivna, jer nas navodi da izademo izvan okvira nase teorije | izgradimo
obuhvatniju teoriju u kojoj ¢e ona biti valjana definicija. Nevaljala produktivna
definicija neke tcorije moZe nas motivirati da samu teoriju podesimo definiciji
umjesto da nju podeiavamo teoriji. Ovdje se neéemo upustati u daljnja razmatranja
produktivnih ,,definicija™,

17



5. KONTEKSTUALNE DEFINICIIE

U svim dosada3njim razmatranjima, bavili smo se definicijama koje su opisivale
i imenovale odredene objekte naleg podrudja razmatranja. Tako je (def 2) opisivala
tocno jedan broj i imenovala ga s 2, (def —) opisala je operaciju koja je inverzna
zbrajanju i imenovala je s —, (def <) opisala je jednu relaciju medu brojevima i
imenovala je s < itd. Sve su te definicije bile pokrate, u tom smislu $to smo odgo-
varajuce ubjekm operacije i relacije mogli opisati i bez uvodenja definienduma,
a sve u vezi s njima izraziti 1 bez | |m=nuvam¢ koja su provedena tim definicijama.
Medutim, festo se u matematici koristimo 1 pokratama u doslovnijem smislu. Na
]'JI']I]IJEI‘ Felimo li olak3ati izlaganje u knucm se Cesto _'|EI.'|.-'|]H. neki sloZeni izraz, v_lem—
jatno éemo uvesti pokratu za &itav taj izraz. Time nismo morali opisati niti ime-
novati nifta u nasem pﬂdruc_]u razmatranja. Naprosto smo uveli pokratu na &isto
]muﬁknm nivou nase teorije bez Ikakmg ukazivanja na neito 5to bismo mugll naci
u samﬂj strukturi koju ona nplsl.ue Prakti¢na vaznost takvih pokreta ofita je,
kao i njihova eliminabilnost i nekreativnost.

Katkada, medutim, izrazi matematiéke teorije mogu izgledati kao da ukazuju
na neke objekte, koje bi teorija trebala pretpostavljati, a zapravo ith je moguce u
potpunosti razumjeti kao pokrate na jezickom nivou teorije. i tako uvidjeti da
teorija zapravo ne predstavlja objekte na koje njeni izrazi, ¢ini se, ukazuju. Naj-
poznatiji takav primjer jesu skupovi u raznim matematiCkim teorijama (a isto
tako i u nafim Skolama).

Uvedemo li u nasu ilustrativnu teoriju oznaku za skupove, {x | A (x)}, i oznaku
£ za relaciju prlpﬂdﬂn_qﬂ elementa skupu, da i smo time nasu teoriju pretvorili u
teoriju skupova tj. pretpostavlja li tada nasa teorija da su skupuw ob _IEk[I kojima
se ona bavi? Odgovor, naravno, ovisi 0 tome 5to je za nas operacija 11} i relacija €.
To bismo znali ako bismo € i {|} definirali u nadoj teoriji. To, medutim, nije moguce.
Kako se onda ti simboli ukljuéuju u mnoge teorije u kojima ih nalazimo? Tako
Sto se pretpostavlja intuitivno razumjevanje pojma skupa i operacije {|}, kojom
se skupovi grade u naSoj teoriji, i osnovne relacije €, koja skup povezuje s njegovim
elementima. To intuitivno razumijevanje obiéno se drZi elementarnim poznavanjem
naivne teorije skupﬂva &iju to€nu eksplikaciju daju aksiomi teorije skupova koji
kodificiraju naSe intuicije. 5a tog uobiéajenog stanovifta izgleda da nafa ilustra-
tivna teorija, dodavanjem & i {|}, prestaje biti elementarna aritmetika, i pﬂEtE_IE
elementarna aritmetika s elementarnom (naivnom) tf:ﬂrl_lﬂm skupova, a buduci
da i u drugim elementarnim matematickim teorijama susreéemo € i {|}, €ini se
da jt.; E’Icmemanm teorija skupova nezaobilazna. Valjda je zato i u€imo veé u osnov-
noj koli.

Medutim, analizirame li upotrebu simbola & i {I} v bilo kojoj od spomenutih
matematickih teorija, najéesée ¢emo ustanoviti da se u njenim iskazima term oblika
fx| F(x)} uvijek nalazi desno od relacijskog simbola €, koji se pak uvijek nalazi
lijevo od terma toga oblika. S druge strane, svaku takvu kombinaciju simbola
€ 1 {|} moZemo tumaéiti na ovaj naéin:

(S) WYE{X| F (X)) je zapis za ,.F ()"

Naravno, time same za sebe ne objainjavamo ni € ni {|}, nego objainjavamo
znaﬁcnje Citavog konteksta y € {x | F(x)} u kojem se javljaju oba simbola. MoZda
¢e Citalac 'p:]l‘mhlﬁl da ovakve komtekstualne definicije ne omoguéavaju uvodenje
standardnih pojmova ,teorije skupova” kao ¥to su C (podskup), n (presjek),
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