Godelovi teoereni

Zvonimir Sikié

1. to tvrde Godelovi teoremi o
nepotpunosti

Zamislimo skup svih propozicija
koje su izrazive u nekoj deduktivnoj
teoriji. Neke od njih su istinite, a one
preostale su neistinite. Idealna deduk-
tivna teorija bila bi ona u kojoj ne bi bila
dokaziva nijedna neistinita propozicija,
ali bi bile dokazive sve (U njoj izrazive)
istinite propozicije. Godelov 1. teorem
o nepotpunosti tvrdi da nijedna dovolj-
no jaka deduktivna teorija nije u tom
smislu idealna. {Deduktivne teorije ko-
je obuhvacaju elementamu tecriju bro-
jeva "dovoljino su jake") Maime, iz
Godelovog 1. teorema slijedi da svaka
korektna™ i dovolino jaka deduktivna
teorija uvijek sadrii cdgovarajucu pro-
poziciu G (tzv. Godelowy propoziciju)
koja je istinita ali u toj teorifi nije dokazi-
va, Naravno, negacija te propozicije -G,
koja je neistinita, takoder nije dokaziva
u toj teoriji (vidi sliku).

ISTINITE NEISTINITE
G- Lg
DOKAZIVE

Godel se u svojem izvormom doka-
zu 1. teorema (Godel, 1931) zapravo i
ne poziva na pojam istinitosti, nego
dokazuje da svaka dovoljino jaka de-
dukiivna teorija, koja je w-konzistent-
na”, wvijek sadrii odgovarajuéu pro-
poziciju G takvu da ni ona ni njgzina
negacija -G nisu dokazive u toj teorij
(vidli sliku).

G- .-G

DOKAZIVE

Gdadelov 2. teorem 0 nepotpunosti
tvrdi da svaka korekina dovaoljino jaka
deduktivna teorja uvijek sadrzi odgo-
varajuéu propoziciju Con, kojom se iz-
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razava konzistentnost deduktivne leo-
rije u njoj samoj, te da ta propozicija,
(vidi sliku),

ISTINITE MNEISTINITE

- Con

DOKAZIVE

Ni u dokazu svojeg 2. teorema
Godel se ne poziva na pojam istinitos-
ti, nego dokazuje (Godel, 1931)" da
svaka dovaljno jaka dedukiivna teori-
ja, koja je m-konzistentna, uvijek sadri
odgovarajucu propoziciju Con koja ni-
je dokaziva u toj teoriji (vidi sliku).

« Con

DOKAZIVE

Formulacije teorema nepotpunosti
koje spominju pojam istinitosti uveo je
Tarski. Te su formulacije neposredne
posljedice izvomih Godelovih teorema
i Tarskijeve definicije pojma istinitosti
(usp. dalje). Sam Godel nije se pozi-
vao na pojam istinitost, jer je taj pojam
izuzetno problematican,

2. Sto je istina

Sto znadi da je neka propozicija is-
tinita? To znadi da jest tako kako ona
tvrdi. Ovaj jednostavni odgovor nalazi-
mo jo3 kod Aristotela, a ponavijali su
ga mnogi od Aristotela do Tarskog.
(Taj odgovor je u temelju tzv. teorije ko-
respodencije.) Primjerice, propozicija
"Snijeg je bijel" je istinita ako | samo
ako snijeq jest bijel.

*SNIJEG JE BIJEL" JE ISTINITA =
SNIJEG JE BIJEL

Istaknuta ekvivalencija je valjana
definicija istinitosti propozicije "Snijeg
je bijel". Medutim, ono $to traZzimo nije
definicija istinitosti pojedine propozici-
je. nego je to definicija opteg pojma
istinitosti Ist, koji e se modi valjano
primijeniti na svaku propoziciju iz od-
redenog skupa propozicija (npr. sku-

pa propozicija koje su izrazive u nekoj
deduktivnoj teoriji). To znaci da iz defi-
nicije pojma fst moraju slijediti ekviva-
lencije oblika

Ist ‘A" = A,
za cijeli jedan skup propozicija A. Tar-
ski je definirao takav opéi pojam Ist za
skup aritmetickih propozicija A, ali u
okvin jezika teorije skupova koji bitno
proSiruje jezik aritmetickih propozicija
(Tarski. 1931 i 1935). To nije bilo slutaj-
no.

Razmotrimo sliedece propozicije,
koje izri¢e Kre¢anin Epimenid:

(K) Kre¢ani uvifek laZu.

(L) Ja sada laZem.

Ako je propozicija K istinita onda
jest tako kako ona tvrdi, pa je zato
neigtinita. Dakle, propozicija K nije isti-
nita. To smo dokazali bez ikakvog em-
pirijskog istraZivanja konkretnih propo-
zicija koje izricu Krecani, 8to je para-
doksalno. Naime, empirijska situacija
u kojoj su sve ostale izjave Kre¢ana
doista laZne odmah dovodi do para-
doksa, jer tada iz neistinitosti propozi-
cije K slijedi njezina istinitost. (Zamisli-
mao i, osim toga, empirijsku situaciju u
kojoj je Epimenid jedini Krecanin, a
propozicija K jedina propozicija koju je
on izrekao, dolazimo do paradoksa
koji je iste vrste kao onaj koji generira
propozicija L; usp. dalje.)

Paradoksalnost propozicije L jos je
odilija. Ako je ona istinita, onda jest ta-
ko kako ona tvrdi, pa je zato neistinita.
Ako je ona neistinita, onda nije tako
kako ona twrdi, pa je zato istinita.

Russell, Tarski i mnogi drugi sma-
trali su da je problem ovakvih propozi-
cija u samareferiranju, 1. u tome da
one govore 0 sebi samima. Primjerice,
paradoksalnost propozicije L proizlazi
iz &injenica da ona sama o sebi govori
da nije istinita. Dakle, za nju vrijedi

Le-Ist'L
Osim toga vrijedi i
L e Ist'l

jer to vrijedi za svaku propoziciju (usp.
gore). Mo, uokvirene ekvivalencije evi-
dentno su kontradiktorme.

Tarski je zato odbacio moguénost
definiranja opéeg pojma isting za pro-
pozicije nekog jezika u samom tom je-
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zikw. Islinitost propozicija objekinog
jezika J, definira se tek u prosirenom
melajeziku J,. Dalde, jezik J, sadri
pojam Ist, kaoji se odnosi (samo) na
propozicije jezika J, Ako Zelimo defi-
nirati pojam Ist,, koji se odnosi na pro-
pozicije metajezika J,, moramo prijedi
u jo& obuhvatniji metametajezik J, itd.

OBJEKTNI META METAMETA
JEZIK  JEZIK  JEZIK
J, J, J,
(Ist) {Ist,)

U ovakvoj hijerarhiji jezika ne mode
doci do samoreferiranja kakvo nalazi-
ma u propoziciji L, pa ni do sloZenijih
"kruZnih® samoreferiranja kakva nalazi-
mo na T-majicama Sto ih prodaju neka

amernicka sveudtilidla:
LIEE

hLA ERSINN

JE IETINETA,

Lako je uvrdili da su propozicije
na prsima (P) i ledima (L), uzete zajed-
no, paradoksaine. Maime, to se ne-
posredno vidi iz sliedeteg kruga evi-
dentnih implikacija:

IEt iFI

/|
Ist L' |T\

—Ist'P

Primijetimo, medutim, da je teorija
istine koju nam nudi Tarski priliéno radi-
kalna u svojim zabranama. Ushiajena
uporaba pojma istinitosti u prirodnim je-
zicima golovo nikada ne udovoljava
njegovirmn zabranama. Primjerice, g. Jo-
nes ne bi smio izjavili da vedina Nixono-
vin iZjava o Watergateu niti jest nili e
ikada biti istinita jer se mofe desiti da de
Nixon u jednoj od svojih izjava o Water-
gateuw spomenuti i tu njegovy izjavy, &i-
me se stvara "zli krug® samoreferiranja
kaiji rusi hijerarhiju Tarskog. Svakodnav-
ni govor o istini i lazi "a la Tarski® gotovo
j@ nemogudé. Stoga se gini da je odbaci-
vanje svakog samoreferiranja i svakog
kruinog samoreferiranja prestroga za-
brana. Mozda bi se mogao nadi i neki

I8 prosnca 1958

Kurt Giodel

blaZi kriterij koji bi jo¥ uvijek iskljuéivao
paradoksalne propozicije.

Medutim, Kripke je jasno upozorio
(Kripke, 1972) da je prirodni govor o isli-
ni i ladi gotovo uvijek u opasnosti da bu-
de paradoksalan, te da to ne ovisi samo
o strukturi propozicija koje izricemao, ne-
go |05 Eedde o empirijskim situacijama
u kojima ih izriéemo. Razmotrimo, prim-
jerice, sliedete propozicije koje izri¢u g
Jones i predsjednik Nixan:

Jones: Vecina Nixonovih izjava o
Watergateu fe neistinfta.

Nixon: Sve Jonesove izjave o Water-
gateu su istinite.

Ako su sve Jonesove izjave o Water-
gateu stinite, te ako je omjer Nixanowvih
istina i 1a2i o Watergateu todno pola pola,
onda su te dvije propozicije paradoksal-
ne. (Situacija je tada analogna onojna T-
majicama.) U svakoj drugoj empirijskoj
situtaciji te su propozicije potpuno benig-
ne. Ovakvi problemi pajam istinitosti i da-
lje Eine tedko razumljivim pojmom.

Ipak, na razini pojedinih deduktivnih
teorija hijerarhizirana teonja istine Alfreda
Tarskog sasvim dobro funkcionira. On je
primjerom pokazao kako se pojam arnit-
meticke istine, dakle istine u jeziku arit-
metke J,, moZe precizno definirati u
obunwatnijem jeziku teorije skupova J,.
Mo, da bismo bolje razumjell daljnja raz-
matranja potrebno je nesto detaljnije
objasnili $to je dedukivna teorija.

3. Sto je deduktivna teorija

Svaka deduktivna teorija formulira-
na je u odgovarajucem jeziku. Na prim-
jer, aritmetika (elementarna teorija bro-
jeva) farmulirana je u jeziku aritmetike.

NelogiCki elementi jezika su:

(1) Imena objekata kojima se teo-
rija bavi; u slucaju aritmetike to su bro-
jewi 0,1,2.3, itd.

(2] Imena aperacija (unarmih, binar-
nifitd.) koje objekle prevode u objekie;
u slucaju aritmetike 10 SU npr, unama
operacija generiranja sljedbenika ('),
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binarna operacija zbrajanja (+), binar-
na operacija mnozenja (+), itd.

{3) Predikati (jednomjesni, dvom-
jesni, itd.) kojima se izridu svojstva
objekata | odnosi medu objeklima; u
slucaju aritmetike to su npr. bili pros!
(Pr), biti identiCan sa® (=). biti manje
od (<), biti djelitelj od (1), itd.

Melogicki elementi jezika omogu-
¢uju izgradnju jednostavnih redenica
log jerika. Takve su, na primjer, sljede-
¢e recenice jezika aritmetike:

Pr (5+4+3) 5+3 = 4+2

7|13 4+9 < 86

(Primijetimo, usput, da prve dvije re-
cenice izritu istinite antmetitke propozi-
cije, dok druge dvije izriéu neistine. )
Logicki elementi jezika su:

(4) Negacija (<), te logicki veznici
i" (&), "ili* (w), "ako onda® (—), itd.

(5) Univerzalni kvantifikator "za
svaki® (¥), partikularmi kvantifikator "za
neki® (3), uz varijable (tj. zamjenice) x,
v, Z, itd.

Logicki elermenti jezika omogudéuju
izgradnju sloZenih redenica tog jezika.
Takve su, na primjer, sliedede redenice
jezika aritmetike:

-Pr{3jwv3<0 Wx{x<0)
W<y vewEixlzaylz)

(Primijetimo, usput, da prve dvije
refenice izricu neistinile aritmeticke
propazicije, dok druge dvije izricu isti-
ne. )%

Maravno, jezik” deduktivene tearije
jo% ne ¢ini samu tu teoriju. Za nju su
jo% potrebni aksiomi i logicka pravila
zakljuGivanja pomocu kojih se iz ak-
sioma izvode (1 tako dokazuju) lecremi
te teorije.

Maprimjer, neki od aksioma aritme-
fike su:

W (x<y) - (x < 0) itd.

Neka od logickih pravila zakljudi-
vanja su:

A A8 Fx Alx)

B Aft)  itd.

Dakle, deduktivna teorija je potpu-
no odredena kada su odredeni njezin
jezilk, njgzini aksiomi | njezina pravila
zakljudivanja. Sve one propozicije koje
ge u jeziku teorije mogu izvesti iz njezi-
nih aksioma, pomodu njezinih pravila
zakljudivanja, dokazive su propozicije
te teorije. Krade ih zovemo teoremima
te teorije.

Medu deduktivnim tecrijama razli-
kujemo dvije osnovne wrste. U prwu
vrstu spadaju teorije koje opisuju jed-
nu strukturu i njihov je krajnji cilj doka-
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zivanje svih istina o toj jednoj strukturi,
Takva je, na primjer, deduktivna arit-
metika koja opisuje strukiuru prirodnih
brojeva i Ciji je krajnji cilj dokazivanje
svih istina o toj strukturi (tj. svihistina o
prirodnim brojevima)®. U drugu wrstu
spadaju teorije koje opisuju vise struk-
tura (cijelu klasu struktura) i &iji je kraj-
nji cilj dokazivanje svih onih istina koje
vrijede u svim strukiurama te klase. Ta-
kva je, na primjer, teorija abelovih gru-
pa koja opisuje cijelu klasu grupa i &iji
|e krajnji cilj dokazivanje svih onih isti-
na koje vnjede u svim grupama te kla-
se. Prirodoslovne teorije, ukoliko su
uopée formulirane kao deduktivne
tecrije, spadaju u prvu vrstu jer je nji-
hov predmet jedna jedina struktura, u
ovom sluéaju sama priroda. Mas ée
zanimati deduktivne teorije prve vrste.

4. Sto tvrdi Godelov teorem o
potpunosti

Deduktivna teorija, kako smo je
definirali u prethodnom odijeliku, moie
promagiti svoj krajnji cilj zbog nedosal-
nosti svojih aksioma ili pak zbog ne-
dostatnosti svojih pravila zakljudiva-
nja. Povijest matematike, od Euklido-
vih Elemenata do Dedekindove® ko-
nacéne aksiomatizacije aritmetike (De-
dekind, 1888}, pokazuje koliko je ted-
ka bila potraga za dostatnom aksio-
matizacijom temeljne  matematicke
strukture prirodnih brojeva. Povijest lo-
gike, od Aristotelovog Organona do
Booleovih Zakona mislienja (Boole,
1854), pokazuje kako se tefko dolazi
do dostatnog sustava logickih pravila
zaklju¢ivanja. Booleov sustav logickih
pravila, iako neizmjemo bogatiji od
Aristotelovog, jos je uvijek bio nedos-
tatan za izvodenje teorema vedine ma-
tematickih teorija.

Frege je bio prvi kaji je suslav lo-
gitkih pravila zakljudivanja pokusao
destilirati iz matematiCke prakse™.
Zahvaljujuéi tome uspio je dodi do
dostatnog  sustava logickih pravila
(Frege, 1879), koji je ugradio u svoj
deduklivni sustav elementarme i vise
aritmetike (Frege, 1893 -1903). Taj se
dedukltivni sustav pokazao kontradik-
tornim u Fregeovom dodatnom poku-
$aju da ga ucini &isto logickim, tj. u po-
kusaju da sve aritmeti¢ke pojmove de-
finira pomocu logikih pojmova, te da
sve aritmetiCke aksiome izvede iz lo-
gi¢kih pravila. Bez obzira na taj speci-
fiéni neuspjeh, Fregeov logiéki sustav
(Frege. 1879) najznacajniji je korak lo-

gike od njezina utemeljenja u Organo-
nu. Maime, Russell i Whitehead su pri-
mjerom pokazali (Whithead & Russell,
1910-1913) kako se uz pomot Fre-
geovih pravila zakljuéivanja sva poz-
nata matermatika moZe izvesli iz svega
nekoliko aksioma. Time je empirijski
potvrdena dostatnost Fregovih pravila
zakljucivanja.

Ta empirijska potvrda jo¥ nije do-
kaz da se svaki (poznali il nepoznali)
logiéki valjani izvod moZe realizirati po-
mocu Fregeovih pravila zakljucivanja.
To je dokazao tek Godel svojim teore-
mom o potpunosti (Godel, 1929 |
1930). Teorem tvrdi da Fregeova logic-
ka pravila zakljudivanja' iz zadanih
aksioma uvijek generiraju sve njihove
logicke posljedice. Naravno, Godelov
leorem o potpunosti ima smisla tek
onda ako je pojam logicke posljedice
definiran neovisno o pravilima zakljudi-
vanja; inae bi bio puka tautologija.
Zametak takve neovisne definicije na-
lazimo kod Bolzana, a njezina novija
povijest uklju¢uje imena Bernaysa, Hil-
berta, Godela (1929 i 1930), Tarskog
(1936), Kemenyja | Henkina. Jednos-
tavno je moZemo formulirati na sljede-
¢i nagin: Propozicija P je logicka pos-
liedica propozicija (npr. aksioma)
A,A,A,... ako u svakoj strukturi u
kojoj wrijede A, A, A,,... nuZno vrijedi i
P; drugim rijeima, ako svaka struktura
koja modelira propozicije A, A, A,,...
nu#no modelira | propoziciju P.

Dakle, ponovimo to jof jednom,
Fregeova logicka pravila su potpuna,
jer primijenjena na bilo koji skup aksio-
ma sigumo generiraju sve njihove lo-
gitke posliedice. Zamislimo li Fregeo-
va pravila kao fiksni logicki stroj u koji
se umedu aksiomi (v. sl 5), onda sva-
ku deduktivnu teoriju moZzemo zamis-
ljati kao strajni generator svih teorema
kaji su logitke posliedice umetnutin
aksiorna, (Cinjenicu da je propozicija
T teorem odredene deduktivne teorije
oznatavat cemo sa =T, u skladu sa
sl. 5.)

PoveZemno li Godelov teorem o pot-
punosti s njegovim 1. leoremom o ne-
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potpunosti, lako cemo zakljuditi da je
nepotpunost korekinib | dovoling jakih
deduktivnih leorja uzrokovana nepot-
punoi¢u njihovih aksioma. Kratko bis-
mo moglh reci da su korekine | dovolino
[ake deduktivre tecrije logitki potpune i
fakticki nepotpune. (Tu &injenicu jos jas-
nije isti¢e Skolem-Léwenheaimov teocrem
(Skolem, 1919 i Lowenheim, 1915). Taj
teorem tvrdi da svaki skup aksioma, ko-
jim Zelimo karakterizirati strukturu s bes-
konaéno mnogo objekata (kakva je na
primjer temeljna matemati¢ka struktura
prirodnih brojeva) nuZno vrijedi i u mno-
gim drugim strukturama, koje su bitno
razliGite od strukture koju Zelimo karak-
terizirati. Drugim redima, deduktivne
teorije prve vrste, koje bi trebale karak-
terizirati jednu jedinu strukiuru {usp. kraj
3. odjeljka), zapravo nisu moguée.)

4. Kako se dokazuje nepotpunost

avaka deduktivna teorija zapravo je
siroj za geneiranje teorema. Ako je takav
stroj korektan i dovoljno jak onda je on
fakticki nepotpun, iako je logitki potpun.
Za8to je to tako pokazat ée nam jedan
jednostawni primjer fakti¢ki nepotpunog
stroja, koj je lipifan (usp. Quine, 1946 i
Smulkyan, 1992).

Kurt Gadel | Albert Einstein

18 prosmca 1906

Zamislimo stroj koji printa nizove sim-
bola, - Pid, koje cemo zvali izrazima. Na
primjer, Pd-, d, - - d | P- su izrazi. Stroj ih
printa u diskretnim vremenskim razmaci-
ma, koje cemo zvati trenucima. Dakle, ako
stroj u 1. trenutku printa izraz Pd-, u 2. tre-
nutku izraz o, u 3. trenutku izraz --diud,
izraz P-, onda rezultat njegovoga rada
nakon prva Setin trenutka izgleda ovako:

4 3 ] 1
P- --d d Pd-
lzrazi oblika
(1) PX, (2) -PX,
(3) PdX, (4) -PdX,

gdje je X bilo koji izraz, imaju sljedeéa
Znadenja'™:

(1) lzraz oblika PX znadi da stroj
printa { printao je, printati ée ) izraz X.

(2) lzraz oblika -PX znadi da stroj
ne printa izraz X.

Frije no $to definiramo znacenija iz-
raza koji su oblika (3) i (4) potrebno je
definirati znadenje dijagonalizacije d.
Dijagonalizacija dX izraza X je izraz XX.
Ma primjer, dijagonalizacija d-Pd izra-
2a -Pd je izraz -Pd-Pd.

b |
&
E
X

(3) lzraz oblika PdX znati da siroj
printa dijagonalizaciju izraza X,

(4) lzraz oblika -PdX znadi da siroj
ne printa dijagonalizaciju izraza X.

lzraze oblika (1) - (4) zvati éemo P-
re€enicama. Dakle, stroj (izmedu osta-
leg) printa Prreéenice koje govore o to-
me 3to on printa, tj. stroj je samoreferi-
rajuc. Postavija se pitanje, je li mogude
konstruirati stroj kaji bi bio korektan, 1.
ne bi printao neistinite P-reCenice, i koji
bi uz to bio fakti¢ki potpun, tj. prije ili
kasnije otprintao bi sve istinite P-redeni-
ce, Odgovor je negativan:

AKO JE STROJ KOREKTAN
ONDA JE NEPOTPUN.

Razmolrimo, naime, P-reéenicu
-Pd-Pd. Buduci da je ona dijagonali-
zacija od -Pd, lako se vidi da vrijede
sliedece ekvivalencije:

Redenica -Pd-Pd je istinita. «» Stroj
ne printa dijagonalizaciju od -Pd.
Stroj ne printa reenicu -Pd-Pd.

Dakle, imamo dvije moguénosti:

1. Redenica -PdPd je istinita i
stroj je ne printa,

2. Refenica -Pd-Pd nije istinita |
stroj je printa.
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Ako je stroj korektan, onda druga
moguénost ne dolazi u obzir, pa preos-
laje samo prva mogudnost, tj. stroj je
fakticki nepotpun. (Uodimo da Kjudna
P-reCenica ovoga dokaza, -Pd-Pd, sa-
ma o sebi govori da nije printana,)

Ovakav dokaz fakti¢ke nepotpunos-
li moZemo ponovili za svaku deduktivnu
teariju (stroj), ako je ona korekina | do-
voljno jaka u sljiededern smisiu:

I. Teorija sadri redenice koje go-
vore o dokazivosti njezinih redenica.

Il. Teorija sadrzi funkciju dijagona-
liziranja koja omoguéuje izgradnju
konkretne Godelove reéenice G, koja
sama o sebi govori da nije dokaziva,

Maime, sada “printan” postaje "do-
kaziv', P-reCenice postaju redenice o
dokazivosti, konkretna recenica -Pd-Pd
(koja sama o sebi govori da nije printa-
na) postaje konkretna Gadelova redeni-
ca G (koja sama o sebi govori da nije
dokaziva).

Godel je zapravo dokazao da de-
duktivna teorija koja sadrZi elementarnu
antrmetiku ima svojstva L. i Il. Najprije je
svakom izrazu J, izgradenom od logié-
kih i nelogickih elemenata teorije, prid-
nuZio njegov broj W ' koji je ime tog izraza
u samoj teoriji. To se pridruzenje zove
Gadelovomn numeracijom. Buduéi da
tecrija ocbuhwvaca elementamu aritrmeti-
ku, ona sadrd reCenice koje izridu tvrd-
nje o brojevima i koje pomodcu Gadelo-
ve numeracije postaju tdnje o izrazi-
ma. Neke od tih reéenica izndu da nesto
jest reCenica, neke da nedto jest ak-
siom, ..., neke da je neslo dokaz neke
redenice, Godel je pokazao kako e
svaki od navedenih predikata: Ax (x je
recenica), Ax (x je aksiom), ..., yDx (y je
dokaz od x), moZe definirati unutar de-
duktivne teorije, u tom smislu da je
FAn  « nje Godelov broj redenice
FAn  + nje Godelov broj aksioma

Fmin & m je Godelov broj niza

recenica koje ¢ine dokaz
regenice Ciji je Godelov
brojn

To je bio najsloZeniji dio Godelo-
vog dokaza nepotpunosti'®, Kada je
definiran dvomjesni predikat D, lako je
definirati jednomjesni predikat dokazi-
vosti Dok, na sljigdedi nadina:

Dok x « Zy(yDx)

Time je potvrdeno |. svojstvo de-
duktivne teorije.

Gadel je potom aritmeticki defini-
rao funkeiju dijagonaliziranja d, da bi
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pomocu nje, na sliededi nadin, izgra-
dio redenicu G:

G = -Dok d(*-Dok d(x)')

Nije bilo teSko dokazati'™ da za tu
reéenicu vrijedi

F (G « -Dok'GY,

tj. da ona sama o sebi tvrdi da nije
dokaziva, te da je to dokazivo u samoj
leoriji {vocite znak | u gomijoj formu-
li). Time je potwrdeno Il. svojstvo de-
duktivne teorije.

Makon toga se dokaz nepotpunos-
ti moZe provesti analogno dokazu fak-
ticke nepolpunosti ranije opisanog
stroja. Godelov je dokaz bio neéto slo-
Zeniji, jer se on nije htio pozvati na po-
jam istinitosti'®, kojim smo se mi koris-
tili u gornjerm dokazu. (Zato u izvor-
nom Godelovom teoremu ne nailazi-
mo na korekinost kao jedan od uvjeta
nepotpunosti, nego je taj uvjet w-kon-
zistentnost,)

Godelov 2. teorermn o nepotpunosti
moZe se dokazati tako da se dokaz 1.
teorema, koji je dokaz jedne tvrdnje o
deduktivno] teoriji, reproducira u sa-
moj toj teoriji. Dakle, moZe se dokazati
da je u samoj teoriji dokazivo da iz
konzistentnosti teorije slijedi njezina
nepctpunast, (t. nedokazivost Gade-
love redenice G):

I (Con — - Dok'G)

S druge strane, ako bi se konzis-
tentnost teorije mogla dokazati u sa-
moj teoriji vrijedilo bi

|- Con
Iz te bi dvie Ginjenice slijedilo
- -Dok'G' 1. |- G (jer G = - Dok 'G"),
Sto je u suprotnosti s 1. teoremom o
nepotpunosti, koji dokazuje da ne vri-
jedi - G. To znadi da je pretpostavka
o dokazivosti konzistentnosti bila po-
gredna. Dakle, konzistentnost tecrije
nije dokaziva u samoj teoriji,"™

- Con

Naravno, pretpostavka je svakog
dokaza 2, teorema da konzistentnost
teorije moZemo izraziti u samoj teoriji
(re€enicomn koju smo oznadili s Con).
To je neposredna posljedica izrazivosti
predikata dokazivosti Dok, jer konzis-
tentnost znaci nedokazivost kontradik-
cije oblika A & -A, koju krade oznata-
vamo sa 1L . Dakle,

Con = - Dok'L".

5. 5to jo$ znamo o dokazivosti

Vidjeli smo da kjuénu ulogu u doka-
zu nepolpunosti neke dovoljno jake teo-

rije ima Godelova redenica G koja sama
0 sebi tvwrdi da nije dokaziva u toj teoriji.
Godel je dokazao da ona u toj teoriji nije
dokaziva, $to znaci da je istinita.

Henkin je 1952. postavio pita-
nje 5to je s reGenicom M koja, u dovolj-
no jakoj teoriji, sama o sebi tvrdi da je
dokaziva u toj teoriji'™:

= (H < Dok'H").

|z Lobovog teorema slijedi da je ta-
kva reCenica uvijek dokaziva u to] teo-
riji (Léb, 1955). Maime, Lab je rigfava-
jici Henkinov problem dokazao da za
svaku recenicu A vrijedi
{L} F (Dok'A'— A) = |- A

Kreisel je 1965. dokazao da je
Godelov 2. leorem o nepotpunosti ne-
posredna posljedica Lébovog teore-
ma. Maime, po Lobovom tecremu vri-
jediimplikacija:

F-(Dok'Ll' = 1) = |- L,
¢ija je konzekventa u suprotnosti s
konzistentnodéu teorije (jer konzistent-
nost znadi da nije |- ). Dakle, njezina
antecedenta ne vrijedi:

B- (Dok'L — L) tj. b -Dok'L,
jer Dok 'L' = Lzna&i - Dok 'L, (Ci-
nienica da iz A slijedi kontradikcija
znadi danije A, 1. A—L znadi-A) Bu-
ducida je -Dok'1L' = Con, dobili smo
2. Godelov teorem:

k- Con.

Kripke je 1965. dokazao da vrijedi |
obral, 1j. da je Lobov teorem posijedi-
ca 2. Godelovog teorema. S5 weme-
nom su dokazana i mnoga druga svoj-
sha dokazovisti u dovoljne jakim
deduktivnim tecrijama. Sva ta svoj-
stva uvijek su se uspjela reducirati na
nekoliko temeljinih svojstava, koja je
formulirao Lob i koja se stoga zowvu
Lobovim uvietima (Lob, 1952). To su:
(DI)FA = |- Dok'A
(D2) |-(Dok'A' & Dok 'A—B'—Dok '8),
(D3) |- (Dok ‘A' — Dok 'Dok 'A"").

To nije bilo sluéajno. Soloway je
1976. dokazao da se svi rezultati o do-
kazivosti u dovoljno jakim deduktivnim
teorijama mogu izvesti iz Lobovih uvie-
ta (D1)-(D3) i Lébovog teorema (L). Ti-
me je dokazano da postoji potpuna
tedrija dokazivosti.

Napominjemo, na kraju, da je cije-
lo podruéje koje je 30-tih godina otvo-
reno Gddelovim otkriéem nepotpu-
nosti | dalje predmetom intenzivnib lo-
gickih istraZivanja.

1} Deduktivna tecrija je korekina
ako ne dokazuje neistine.

2) Deduktivna teorija je konzis-
tentna, ako nijedna njezina propozicija
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nije ujedno dokaziva | opovrgliiva u
toj teoriji. (Propozicija je opovrgliiva,
ako je njezina negacija dokaziva.), Do-
voljno jaka deduktivna teorija j@ w-in-
konzistentna, ako je u njoj dokazivo da
neki priradni broj ima neko svojstva,
iako je za svaki pojedini prirodni broj
opovrgljivo da ima lo svojstvo. Narav-
no. leorija je w-kKonzistenina ako nije
w-inkonzistenina. Ako je teorija w-kon-
zistentna onda |e i konzistentna, ali je
moguce da teorija bude konzistentna
iako nije w-konzistentna.

3) U Godelovomn élanku iz 1931,
nalazi se samo skica dokaza 2. teore-
ma. Tearem je trebao biti detaljno do-
kazan u drugom dijelu toga dlanka,
koji Gédel nikada nije napisao. Prvi
potpuni dokaz 2. teorema objavio je
Bernays u (Hilbernt-Bernays, 1939).

4) Od pojave Kripkeove teorije
(Kripke, 1975), koja je unijela sasvim
novo svietlo u razmisljanje o pojmu is-
ting, ponudene su jos neke teorije. Po
nasem misljenju, uz ve¢ spomenutu
Kripkeovu, najuspjesnije su Guptina
(Gupta, 1982) | Barwise-Elchemendy-
jeva (Barwise & Etchemendy, 1987).

5) Identitet zapravo spada u logié-
ke elemente jezika, ali smo ga zbog
jednostavnostiprikaza ovdje uvrstili u
nelogike elemente.

B) Lako je dokazati da se logicki
elementi mogu reducirati na samo deti-
ri:-, &, W i=. MNaime, svi se ostali (uz od-
govarajucu specifikaciju "svih ostalih®)
rmogu definirati pomodu ta detin. Nelo-
gicki elementi jezika aritmetike mogu se
reducirati na samo dva: +is .

7) Tip jezika koji smo upravo opi-
sali | u kojem je moguce formulirati
svaku deduktivnu teoriju zove se jezi-
kom 1. reda.

8) Gédel je, svojim 1. teoremom o
nepotpunosti, dokazao da se takav
krajnji cilj ne moze postici.

8) Peanova aksiomatizacija prirod-
nih brojeva koju nalazimo u (Peano,
1889) zapravo je preuzeta od Dedekin-
da (Dedekind, 1888), o Peano i navodi
na samom podéetku svojega clanka, Vi-
Se o cijeloj prablematici aksiomatizacije
prirodnit brojeva moze se nadi u (Sikic,
1989), pod naslovom Kako su i zasto ak-
siomatizirani prirodni brojevi.,

10) Vise o znacaju takvog pristu-
pa logici moZe se naci u (Siki¢, 1989),
pod naslovom Boofe | Frege - mate-
matika logike vs, logika matematike.

11) Tecrem wrijedi za sustave lo-
gickih pravila zakljuéivanja sasvim od-
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redenea vrste, koje u literaturi nalazimo
pod raznim imenima: kvantifikacijska
logika, predikatska logika, logika 1. re-
da, funkcijski ratun 1. reda itd. Mo,
svaki sustav te vrste potice od Fregeo-
vog "prasustava’

12} Znadenja ostalih zraza nisu
bitna za dalinju argumentaciju. Oni
tak mogu biti bez znafenja.

13) Godel je razvio cijelu teoriju
primitivno  rekurzivnih funkcija da bi
dosao do log rezultata,

14) Jednostavan dokaz te &injeni-
ce moze se naéi u (Siki¢, 1992), gdje
je osim loga pokazano u kojoj je on
vezi s Cantorovim postupkom dijago-
nalizacije. Klju€nu ulogu te &injenice,
koja nije eksplicitno istaknuta u Gode-
lovom radu, uoéio je Carnap, poka-
zavsi da iz Godelovih razmatranja za-
pravo slijedi da za svaki predikat Pr,
koji je definabilan u teoriji, postoji rece-
nica C za koju vrijedi |- (C « Pr'C)
(Carnap, 1934). Odavde neposredno
slijedi Tarskijev rezultat o nedefinabil-
nosti pojma istinitosti propozicija neke
teorije u samoj to] teoriji. Naime, po-
jam istinitosti /st morao bi zadovolja-
vati |- (R « Ist'R'), za svaku receni-
cu R te teorije. Kada bi lakav pojam Ist
bio definabilan u samaj teoriji onda bi
u njoj bio definabilan | pojam - Ist. Za
taj bi pojam (prema Carnapu, usp.
prethodnu napomenu) postojala rece-
nica C sa svojstvom |- (C & -Ist'C’),
5to je u kontradikciji s prethodnim zah-
tiewvom. Dakle, pojam Ist nije definabi-
lan u samaj teoriji,

15) Gddel je svojim teoremima o
nepotpunosti (izmedu ostalog) hiio po-
kazati da nije moguce realizirati Hilber-
tov program opravdavanja klasiéne ne-
finitne matematike finitnim sredstvima.
Njegowvi teoremi to pokazuju tek ako su
finitno dokazani. Buduéi da pojam istini-
tosti nije finitan, trebalo ga je izbjedi.

16) Na ovakav dokaz 2. leorema
upuéuje Gadel u |. dijelu svojega &lan-
ka. Medutim, detalina provedba ta-
kvog dokaza bila bi doista mukotrpna,
pa moZda zbog toga Gadel nikada ni-
je napisao Il. dio svojeg Clanka (usp.
3. napomenu). Bemaysov se dokaz
zato temelji na uvjetima izvodijivosti,
tzv. Bernaysovim uvjetima, koji su for-
malizacija nekoliko osnovnih svojstava
predikata Dok i iz kojih relativno brzo
slijedi redukcija 2. teorema na 1. teo-
rem. (Bernaysovi uvjeli jog su uvijek
presloZeni da bismo ih ovdje mogli for-
mulirati. Bitno su jednostavniji Lobovi

uvieti, iz kojih ne slijedi samo 2. teo-
rem nego i svi ostali rezultali o dokazi-
vosti; usp, dalje.)

17) Prema (Carnap, 1934) takva
recenica uvijek postaji; usp. 14, napo-
menu.
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