IZOLIRANI SINGULARITETI FUNKCIJE

ZVONIMIR SIKIC, Zagreb

Sto znaci da funkc.ija f ima izolirani Singuldlitﬁ.t u tocki a, s obzirom na neko
ev0]stv03 To znaci da funkcija f ima to SVﬂjSIVO u SVEII\OJ tocki neke okoline tocke
a, osim u samoj toc¢ki a. U ovom ¢lanku ée biti rije¢ o izoliranim singularitetima-
realnih i kompleksnih funkcija s obzirom na derivabilnost.

Uocimo prije svega da funkcija f, koja ima prekid u tocki a, sigurno nije de-
rivabilna u toj tocki. Dakle, svaki izolirani prekid (tj. svaki izolirani singularitet
s obzirom na neprekinutost) mora biti i izolirani singularitet s obzirom na deri-
vabilnost. Razlikovati ¢emo cetiri vrste izoliranih prekida.

Definicija 1. Ako na nekim nizovima, koji teZze prema a, funkcija f ostaje
konalna, a na nekim drugim nizovima, koji takoder teZe prema a, ista funkcija
postaje beskonacna, onda je izolirani prekid funkcije f u tocki ¢ bitni prekid.

Definicija 2. Ako na svim nizovima, koji teZe prema a, funkcija f postaje
beskonacna onda je izolirani prekid funkcije f u tocki ¢ beskona&ni prekid.

Definicija 3. Ako funkcija f nema istu granicu na svim nizovima koji teZe
prema a, ali ipak ostaje kona¢na na svim tim nizovima, onda je izolirani prekid
funkcije f u to¢ki ¢ konaéni prekid.

Definicija 4. Ako funkcija f ima istu (kona¢nu) granicu na svim nizovima,
koji teze prema a, onda je izolirani prekid funkcije f u toc¢ki a uklonjivi prekid.
(Prekid se moze ukloniti promjenom vrijednosti funkcije f u to¢ki a: f (@) = lim f (x).

X—>a
Ova promjena pretvara funkciju f u neprekinutu funkciju.) Dakle, uklonjivi pre-
kid funkcije f u tocki a je ,,lazni” prekid. Problem je samo u tome da funkcija f
,>nije dobro definirana™ u tocki a (ili ¢ak uopée nije definirana u toj tocki). Narav-
no, 1 ovaj lazni prekid moze biti pravi singularitet s obzirom na derivabilnost, pa
zato razlikujemo tri podvrste ,,laznih” prekida iz definicije 4.

Definicija 4.1. Ako f’ (a) ne postoji ni nakon eventualnog uklanjanja izoliranog
prekida funkcije f u tocki @ onda funkcija f ima u tocki a pravi d-singularitet
(tj. pravi singularitet s obzirom na derivabilnost).

Definicija 4.2. Ako funkcija f* nema istu granicu na svim nizovima, koji
teze prema a, i ako usprkos tome (nakon eventualnog uklanjanja izoliranog prekida
funkcije / u tocki a) postoji /' (a) onda funkcija f ima u to¢ki @ prekinuto uklonjivi
d-singularitet.
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Definicija 4.3. Ako funkcija /" ima istu granicu na svim nizovima, koji teze
prema a, onda (nakon eventualnog uklanjanja izoliranog prekida funkcije f u toc¢ki
a) postoji f'(a) i f'(a) = lim f’ (x) tj. onda je funkcija f* neprekinuta u a. U ovom

X—>a
slu¢aju funkcija f ima u tocki a ,,lazni” neprekinuto uklonjivi d-singularitet.

Sve ove definicije vrijede kako za realne tako i za kompleksne funkcije. Za
svaku od ovih definicija lako nalazimo realnu funkciju koja ima odgovarajudi sin-
gularitet. Na primjer:

1. Funkcija f(x) = =z sin—]- ima bitni prekid u 0.
X X

2. TFunkcija f(x) = — ima beskonac¢ni prekid u 0.
v

. b . .
3. Funkcija f(x) = sin — ima kona¢ni prekid u 0.
X

: " 2 1 R (L (N iy y =
4. Funkcije f(x) = xsin—, f(x) = x¥*sin— 1 f(x) = x®sin — 1imaju uklo-
x X X
njivi prekid u 0.

4.1. Funkcija f(x) = xsin — ima pravi d-singularitet u 0.
%

4.2. TFunkcija f(x) = x*sin— ima prekinuto uklonjivi d-singularitet u 0.
%

. . N . . . .
4.3. Funkcija f(x) = 23 sin — 1ima neprekinuto uklonjivi d-singularitet u 0.
' %

Odgovarajuce kompleksne funkcije nemaju odgovarajuce singularitete.

Funkcija f(2) = -—l~ ima beskonac¢ni prekid u 0, ali sve ostale funkcije (tj. flz)=
Z

— Lsint,f(s) =sin 1, f (2) = zsin—, () = 2* sin— i f(2) — 2° Si“i)
2 < a4 2 z <
imaju bitni prekid u 0. To nije slucajno. Ovdje se ne radi o lo§em izboru primjera
ve¢ o tome da kompleksne funkcije, kao singularitete s obzirom na derivabilnost,
mogu imati samo uklonjive, beskonacne i bitne prekide. Kompleksni singulariteti
vrste 2, 4. 1. 1 4.2. ne postoje. Naime, ako je kompleksna funkcija f derivabilna
u nekoj okolini tocke a, ali ne i u samoj tocki a (tj. ako je kompleksna funkcija f
analiticka u nekoj okolini tocke a, ali ne i u samoj tocki a), i ako ona ostaje konacna
u toj okolini singularne to¢ke a, onda je singularitet u a uklonjiv (tj. kompleksna
funkcija f je analiticka u tocki @ uz odgovaraju¢u redefiniciju njene vrijednosti
u toc¢ki a). Evo sada i dokaza ove tvrdnje, koja se nekad naziva Riemannovim teore-

mom.
Neka je f analiti¢cka funkcija s izoliranim singularitetom u toc¢ki a, koja ostaje
kona¢na (tj. omedena je) u nekoj okolini tocke a. Tada je funkcija

D (z) = [(z—a)2f(z) za 2 # a

0 78 B =g
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analiticka 1 u tocki a jer je

@ﬁg:mﬁMQfmwzﬁmw-@ﬂ@:u

Z—>a a — a Z—>a

Dakle, funkciju @ (2) mozemo razviti u Taylorov red oko a:

zg—a)P ..

Medutim @ (a) = @’ (a) = 0 pa je

Py (0

@(z)=(z—a>2( ) =

o) =@y @,
—f

gdje je funkcija § (2) analiticka u tocki a. Ali ¥ (2) (2) za 2 #4 a tj. f(2) ima

uklonjivi singularitet u a.

Dakle, pravi izolirani singularitet kompleksne funkcije, s obzirom na deriva-
bilnost, je beskonac¢ni ili bitni prekid tj. izolirani singulariteti analiticke funkcije
s obzirom na neprekinutost su ujedno i jedini izolirani singulariteti analititke
funkcije s obzirom na derivabilnost.

Lako se dokazuje da beskona¢ni izolirani singularitet analiticke funkcije mora
biti pol, pa stoga pol mozemo i definirati kao beskonacni izolirani singularitet
analiticke funkcije. Dakle, polazimo od ove definicije:

Definicija. Pol analiticke funkcije je njezin izolirani beskonacni singu-
laritet,

Sada mozemo dokazati teorem, koji je inace definicija pola:

Teorem. Ako je tocka a pol analiticke funkcije f onda postoji funkcija ® ana-
litiCka u to¢ki @ takva da je u svakoj okolini to¢ke a.
D (2)

za neki prirodni broj m,
m
(2 — a)

flz) =

gdje je @ (a) -+ 0. Broj m je red pola a.

Razvijanjem funkcije @ (2) u Taylorov red oko to¢ke a dobivamo da je u nekoj
okolini tocke a

ﬂ@=_‘ﬂ—rmiﬂLn+.”#_fﬂ3+%+qw—a%k

(z—a) (z— a)”‘“. (g —a

+eaz—a)?+...,
gdje je ¢, # 0.

Dokaz. Tocka a je pol funkcije f, pa mora postojati okolina D tocke a takva
da je f analiticka funkcija u D\_{a}, koja ne i§¢ezava ni u jednoj tocki podrucja
D\ {a}. (Naime, ako bi u svakoj okolini to¢ke a mogli na¢i to¢ku u kojoj f i§cezava
onda bi mogli na¢i z-niz koji ide prema tocki @, a na kojem f(z) ima kona&nu
granicu 0, $to se protivi pretpostavei da je tocka a pol funkcije f.)
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Promotrimo sada funkciju

| _
= za ze D {a!}
F(2)=1{f () 1)

0 zZa Z=a

Funkcija F (2) je analiticka u D\_{a} i lim F(2) = 0 (jer je a pol funkcije f).
Z->a
Dakle, funkcija I¥ ostaje kona¢na na svakom z-nizu koji ide prema a. Prema Rie-
mannovom teoremu /< moze imati samo uklonjivi singularitet u tocki a. No mi
smo funkciju F definirali tako da bude neprekinuta u tocki a, pa je taj singularitet
ve¢ uklonjen samom tom definicijom tj. funkcija F je analiticka funkcija u tocki
a. Dakle,
F(2)=F(@) + F(a)(g—a)+ F'(a)(z—a)*+ ...

Ali F (a) = 0, odakle slijjedi da je
F(2) =(z — a™ Fy(2) za neki m = 1,

gdje je funkcija F, analiti¢ka u to¢ki a i F, (a) # 0. Funkcija F; je neprekinuta
u toc¢ki a, pa postoji i ¢itava okolina ove to¢ke u kojoj je F, (z) #+ 0. No tada je

i funkcija ®(z) = — — analiticka funkcija u toj okolini. Dakle, postoji analiticka
41 3
funkcija @ (2) takva da je u nekoj okolini tocke a
1 1 ® (=)
f(=2) . T B e

F(2) (z—a)"F,(z) (z—a"
To je 1 trebalo dokazati.

Napomena: Uocite analogiju pojma pola s pojmom nultocke funkcije f.
Analiti¢ka funkcija f ima u toc¢ki @ nultocku reda m ako je u nekoj okolini tocke a

f(2) = (z — a)" f1 (2),

gdje je f, analiticka funkcija u toj okolini i f, (a) # 0. Analiticka funkcija f ima
u tocki a pol reda m ako je u nekoj okolini tocke a

f(z) =z —a)™f(2),
gdje je f, analiticka funkcija u toj okolini i f, (a) # 0.

I na kraju recimo nesto o bitnim (izoliranim) singularitetima analitickih funkci-
ja. Ako je tocka a bitni izolirani singularitet analiticke funkcije f onda se lako dokazuje
da za svaki kompleksni broj L postoji z-niz, koji ide prema a, tako da na njemu
f(2) ide prema L. Naime, kada ne bi bilo tako onda bi postojala takva okolina
D tocke a i takva pozitivna konstanta ¢ za koje bi vrijedilo

| f(2) — L|> = za svaki z& D\_{a}.
No odavde slijedi da je
l I
— < — zasvaki ze D\ {a},
| f(2) — L | g
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Sto bi znacilo da je funkcija
|

Y& = —
f(z)—L
analiticka i konatna u D {a}, tj. (prema Riemannovom teoremu) funkcija y
. S 3 i3 q s . a i I
bi imala uklonjivi singularitet u toc¢ki a. No tada bi i funkcija —— =/ (2) — L,
v (2

pa dakle i funkcija f (), imala u « ili uklonjivi singularitet ili pol to je u suprotnosti
s pretpostavkom da funkcija f ima bitni singularitet u tocki a.

Napomena : Picardov teorem, koji ovdje ne mozemo dokazati, tvrdi 1 viSe:
Jednadzba f(z) = L ima u svakoj okolini bitnog singulariteta analiticke funkcije
f beskona¢no mnogo rje$enja, za svaki kompleksni broj L osim (mozda) za jedan
jedini.

Riemannova je tradicija da se analiticke funkcije karakteriziraju malenim
brojem svojih bitnih karakteristika. (Npr. funkcija z = exp (2) karakterizira se
kao ona koja zadovoljava jednadzbu =’ = @ i uvjet w (0) = 1.) U toj je tradiciji
i karakterizacija! Citavih klasa. analitickih funkcija pomocCu broja i vrste njihovih
singulariteta. Naime, promatramo li funkcije definirane na ravnini prosirenoj toc-
kom o0, i definiramo li svako svojstvo (dakle i singularnost) funkcije f (z) u tocki oo

A

kao odgovarajuce svojstvo funkcije f (—) u tocki 0 onda vrijede ove karakteri-
zacije: <

Cijele funkeije su jednoznatne analiticke funkcije kojima je tocka oo jedini
singularitet (ako uopée imaju singularitet tj. ako nisu konstante). Lako se pokazuje
da se cijele funkcije mogu razviti u red potencija konvergentan u svakoj konacnoj
toCki. (Naravno, vrijedi i obrat.)

Cijele racionalne funkcije ili polinomi (reda n) su cijele funkcije koje
u toc¢ki oo imaju pol (reda n).

Cijele transcedentne funkcije su cijele funkcije koje u toc¢ki oo imaju bitni
singularitet.

Racionalne funkecije su jednoznacne analiti¢ke funkcije kojima su svi singu-
lariteti polovi. (Lako se pokazuje da one imaju samo kona¢no mnogo singulariteta.)

Algebarske funkcije su viseznacne analiticke funkcije (definirane na odgo-
varajuéim Riemannovim povr$inama) kojima su svi singulariteti polovi.

Elipti¢ke funkcije su jednoznacne analiticke dvostruko periodicke funkcije,
koje u paralelogramu perioda, kao jedine singularitete, imaju polove. (Lako se
pokazuje da i one imaju samo kona¢no mmnogo singulariteta.)
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