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KRATKI PREGLED OSNOVNIH ZNANJA O REALNIM BROJEVIMA

IZ NASTAVNE
PRAKSE

Kratki pregled osnovnih
znanja o realnim brojevima

ZVONIMIR SIKIG, Zagreb

Jedini primjereni nain uvodenja realnih brojeva u srednjoskolskoj nastavi
jest preko njihovih decimalnih zapisa. Do tih nas zapisa prirodno vodi postupak
decimalnoga mjerenja, koji je najjednostavnije objasniti na konkretnom primjeru
mjerenja duZina.

U takvom pristupu realni su brojevi naprosto op¢i decimalni brojevi, oni s
kona¢nim brojem decimala i oni s beskona¢nim brojem decimala. Primijetimo da
matematicari samo one s kona¢nim brojem decimala zovu decimalnim brojevima,
dok nematematicari najcesce i jedne i druge (dakle, nase opée decimalne brojeve)
zovu decimalnim brojevima.

Naravno, op¢i decimalni brojevi s konacno mnogo decimala ili, pak, s besko-
na¢no mnogo decimala koje se periodicki ponavljaju, racionalni su brojevi. S druge
strane, op¢i decimalni brojevi s beskona¢no mnogo decimala koje se periodicki ne
ponavljaju iracionalni su brojevi pa je skup realnih brojeva zapravo unija racional-
nih i iracionalnih.

U 1.1 2. odjeljku teksta koji slijedi sistematski uvodimo sve ove pojmove na
nacin koji drzimo primjerenim srednjoskolskoj nastavi matematike. U 3. odjeljku
uvodimo potpunost skupa realnih brojeva i iz nje izvodimo njegovu neprebrojivost,
i to na nacin koji drzimo primjerenim dodatnoj nastavi.

1. Sumjerljivost, racionalni brojevi i decimalno mjerenje

Duzina a moze se izmjeriti duzinom b ako postoji duzina j koja cijeli broj
putaide u aib. Tada je
a=nj i b=mj n, meN.

U tom slucaju kazemo da su duzine a i b sumjerljive te da je duzina j njiho-
va zajednicka mjera.
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Omyjer duzina a i b tada je pozitivni racionalni broj

a_mn _n

b~ mj m’
koji se zove mjernim brojem od a u odnosu na b. Taj broj izrazava duljinu od a u
odnosu na b kao jedini¢nu duzinu. Naime b/b=1. Cesto se pisei a =n/m ako je
iz konteksta jasno S$to je jedini¢na duzina. Uo¢imo da se tada istom oznakom a kori-
stimo i za duzinu i za njezin mjerni broj, tj. za njezinu duljinu.

Uobicajeni postupak mjerenja duzine a jedinicnom duzinom b (npr. metrom)
jest decimalno mjerenje. Prvo se izmjeri koliko jedini¢nih duzina b ide u duzinu a :
a=pb+r, p EN, r<b.

Zatim se ostatak », mjeri 10 puta manjom duzinom b/10 (decimetrom):
b
" =470 +r, q,€D, r<r,

gdje D sadrzi decimalne znamenke, tj. D=1{0,1,2,...,9}. Zatim se r, mjeri 100 puta

manjom duzinom 5/10% (centimetrom):

b
=407 +ry 49,€D, r<r,

i tako dalje. Ako se takvo mjerenje zavrsi u konacnom broju koraka £, rezultat je:

b b b
a:pb+qlm+qzm++qsz

—(p+ i, 1o Ik

=(Pt15 1ozt ToF
Drugim rije¢ima, mjerni broj od a u odnosu na jedini¢nu duzinu b je pozitivni deci-
malni broj

)b.

a b b b
b=P 40 T 902 T T AR

Decimalni zapis toga broja je

PPs_y - P1Py919 - dp
gdjeje p.p, _, ... p,p, dekadski zapis prirodnoga broja p. Znamenke g, iza deci-
malne tocke zovu se decimale. Suprotan broj pise se sa znakom minus:

PPy PPy - 9

I on je decimalan broj. Ukratko, decimalni broj je onaj racionalni broj ¢iji decimal-
ni zapis ima konacno mnogo decimala.
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Primjer 1:

Izmjerimo duzinu a =47; duzinom b =20j, primjenjujuci postupak deci-
malnoga mjerenja. Omjer a/b zapisimo u decimalnom zapisu.

Rjesenje:
47j=2-20j+7; (@=2-b+r),
. 20/ .. b
7]23'W+1j (7’123'm+}’2),
< 207 < b
j=5" 102 (r,=5 102).
To mozemo zapisati i ovako: ili jo$ jednostavnije ovako:
47/=2-20j +7j S0+
70/ =3 - 20j + 10, B=3+13,
100/ = 5 - 20, M =s.

1z jednostavnijega desnog zapisa odmah uocavamo da je rijec¢ o standar-
nom pismenom dijeljenju:

47:20=2.35
70
100
Ukratko,
a_4l _ 40 50—
b~ 20f =47 :20=2.35.

Decimalni brojevi samo su dio racionalnih brojeva, jer primjenom decimal-
noga mjerenja mnoge duzine a nije moguce izmjeriti jedinicnom duzinom b, cak i
ako su a i b sumjerljive duzine. Na primjer, a =7/ 1 b =3j sumjerljive su duzine,
ali postupak decimalnoga mjerenja duzine a jedinicnom duzinom b nikad se ne

zavrsava:
a_Ti_7.3-2333..-23
b3 10
10
10
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Sli¢no je
5:6=0.833...=0.83 4:33=0.1212... =0.12
50 40
20 ili 70
20 40

70

1z prethodnih razmatranja o€ito je da racionalni broj x koji nije decimalan ima deci-
malni zapis s beskona¢no mnogo decimala koje se periodicki ponavljaju:

X=p Do Py Py G Gy

Dakle, decimalni zapis racionalnoga broja ima konacno mnogo decimala ili
ima beskona¢no mnogo decimala koje se periodicki ponavljaju. U prvom slucaju
rije¢ je o decimalnom broju, dok je u drugom slucaju rije¢ o opcem decimalnom
broju s beskonacno mnogo decimala koje se periodicki ponavljaju.

Decimalni zapis broja posebno je pogodan jer se u njemu brojevi lako uspo-
reduju, a lako se izvode i osnovne racunske operacije.

2. Nesumjerljivost, decimalno mjerenje i iracionalni brojevi

Racionalni brojevi gusto su rasporedeni po brojevnom pravcu, ali ga ipak potpu-
no ne ispunjavaju. Mnogo je tocaka cija se udaljenost od ishodista ne moze izmjeriti
jedini¢nom duZzinom tako da rezultat mjerenja bude racionalan broj. Drugim rijeCima,
mnoge duzine nisu sumjerljive s jedinicnom duZinom. To moZemo dokazati na sljedeci
nacin.

UocCimo najprije jedno karakteristicno svojstvo sumjerljivih duzina a i b.
Neka je, na primjer, a =12j i b=75j, Sto znaci da je a/b = 12/5. Tada uzastopno
oduzimanje duzina, koje pocinje s a i b, zavrsava u kona¢no mnogo koraka:

12/ =5 =7, =5 =2, J=2%=3
3-2=1j, 2 - 1j=1j, - 1=0.

Ocito je da to vrijedi za svaki par sumjerljivih duzina a i b. Dakle, ako takvo
uzastopno oduzimanje, koje pocinje s a i b, nikada ne zavrsava, onda to znaci da a
i b nisu sumjerljive duzine. Pitagorejci su najvjerojatnije na taj nacin dokazali da
stranica i dijagonala kvadrata nisu sumjerljive.
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A B

Naime, prvo oduzimanje stranice AB od dijagonale AC daje
AC — AB=DC.
Trokut CDE je jednakokracan, pa je DC = DE. Trokuti AEB i AED su sukladni, pa
je DC = BE. Dakle, DC = BE, pa drugo oduzimanje daje
AB-DC = BC - BE = EC.
Sljedeée oduzimanje opet je oduzimanje stranice kvadrata DC od njegove dijagona-
le EC. Ono se u smanjenom mjerilu ponavlja na isti nacin te vodi na sljedeéi jo§

manyji kvadrat, u kojem se opet ponavlja isti postupak i tako dalje, bez kraja. Dakle,
dijagonala kvadrata nije sumjerljiva s njegovom stranicom. To izricemo i tako da

kazemo kako tocka brojevnoga pravca oznacena s J2 nije racionalna.

'
Py

0 1 V2

Moze se dokazati da ni tocke oznaCene s /3, /5, /6, ﬁ , ... takoder nisu racionalne.
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Primjer 2.

Dokazimo da je J/n, n €N, racionalan broj samo ako je n=m? m €N.
Dakle, racionalni su samo /Zl =2, /§ =3, \/B =4, ...

Rjesenje:

Akoje /n=plq, §j. n=p*q, ondaje ¢ djelitelj od p2. To je moguce samo
ako je ¢ djelitelj od p. (Naime, ako g ima prosti faktor koji nije faktor od p,
onda taj faktor nije ni faktor od p?.) Bududi da je g djelitelj od p, slijedi da
je p/lg=m e N, $to znaCidaje n=p?/q*=m? meN. Dakle, racionalni su
samo /4=2, /9=3, /16=4,....

Zadatak 1.

Dokazite da je %/n, n € N, racionalan broj samo ako je n=mt, m eN.
(Uputa: Dokaz je doslovno jednak onome u primjeru 2 ako se drugi kori-

jen svugdje zamijeni sa k-tim korijenom, a druga potencija s k~tom poten-
cijom.)

Mnoge duzine ne mogu se izmjeriti jedinicnom duzinom j tako da rezultat
mjerenja bude racionalan broj. Medutim, svaku duzinu @ mozemo sve tocnije mjeriti
jedinicnom duZzinom j primjenjujuci postupak decimalnoga mjerenja. Prvo se izmje-
1i koliko jedini¢nih duZinaideu a :

a=pj+r PEN, r <.

Zatim se ostatak », mjeri 10 puta manjom duzinom j/10 :

q, € D, ry<F,

gdje je D={0,1,...,9}. Potom se r, mjeri 100 puta manjom duzinom ;/10*:
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J
r2=q2W+r3 q,€ D, r;<r,

i tako dalje. Ako je duzina a nesumjerljiva sa j, postupak Ce se nastavljati bez kraja
pa slijedi da je

a= pﬁ%% + q2102+q3L =

103
4, 9 4,
—(p+ +102+103+ ) J-
Drugim rijec¢ima, mjerni broj od @ moze se izraziti kao suma od beskona¢no mnogo
pribrojnika:
G, B,
a_p+ +102+103+
Nju zovemo opcim decimalnim brojem (s beskona¢no mnogo decimala) i krace je
zapisujemo
DsPs_y -+ P1Po- 919295 -
gdje je p.p,_, ... p, p, dekadski zapis prirodnoga broja p, a iza decimalne tocke

nalazi se beskonacno mnogo decimala g,q,q;... Tu sumu ne mozemo izracunati do

kraja, ali sto je dalje racunamo, to se vise priblizavamo to¢noj vrijednosti od a. Ako
s a, oznaCimo decimalni broj

a =p....py-q; - 4,
koji se dobiva nakon zadnjeg mjerenja s 1/10”, odmah uocavamo da je

1

10}'1)

tj. decimalni broj a, aproksimira op¢i decimalni broj a s tocnoscu 1/10” (kaze se jos

0<a-a,<

da je broj a aproksimiran s @, na n decimala).

Upravo opisani op¢i decimalni brojevi, koji su mjere duzina nesumjerljivih s
jedinicnom duzinom, i njima suprotni brojevi (ispred kojih stoji minus) zovu se ira-
cionalni brojevi. Skup iracionalnih brojeva I i skup racionalnih brojeva Q zajedno
¢ine skup realnih brojeva R. Dakle, R=QuUl i OQNnI=0.

Ako je udaljenost tocke brojevnoga pravca od ishodista sumjerljiva s jedini-
¢nom duzinom, onda je toj tocki pridruzen broj iz Q, a ako ona nije sumjerljiva s
jedinicnom duzinom, onda je toj tocki pridruzen broj iz I. Dakle, svakoj tocki bro-
jevnoga pravca pridruzen je jedan broj iz R. Pravac je potpuno popunjen realnim
brojevima.

Iz prethodnih razmatranja zakljucujemo da za svaki realni broj (tj. za svaki
op¢i decimalni broj) vrijedi jedna od triju moguénosti:

(1a) Broj je racionalan i ima decimalni zapis s konacno mnogo decimala.

1
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(1b) Broj je racionalan i ima decimalni zapis s beskonacno mnogo decimala
koje se periodicki ponavljaju.

(2) Broj je iracionalan i ima decimalni zapis s beskonacno mnogo decima-
la koje se periodicki ne ponavljaju.

Na primjer,

3 _ 9 _
50 =015, 7= 0.81818181...= 0.81

J/2=1.41421... (bez periodickih ponavljanja).
Primjer 3.

Iracionalni broj /2 izraCunajmo na pet decimala.

Rjesenje:

12<2<22 1.4112<2

1.12<2 1.4122<2

1.22<2 1.4132<2

1.32<2 14142 <2< 14152
1.42<2<1.5? 1.41412 <2
1.412<2<1.42? 1.41422 <2 < 1.4143?

1.41421% <2 < 1.414222
Dakle, /2 ~ 1.41421.
Zadatak 2.
Izracunajte \/g, \/g, %ﬁ, 3\/3 i 3/4 na tri decimale.

3. Potpunost i neprebrojivost skupa realnih brojeva

Poput racionalnih brojeva i realni su brojevi (kao njihov nadskup) gusto
rasporedeni po brojevnom pravcu. Medutim, oni su i potpuno rasporedeni po broje-
vnom pravcu, tj. sve tocke brojevnoga pravca pokrivene su realnim brojevima.

Potpunost skupa realnih brojeva moze se iskazati i na sljedeci nacin:
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POTPUNOST SKUPA REALNIH BROJEVA
Ako je
la,, b12]a,, b] 2a,, b)] 2. ..
beskonacni niz medusobno uklopljenih segmenata, onda
postoji broj ¢ koji je sadrzan u svim tim segmentima.

c

/

—
—
—

L L L
L L L

Da skup racionalnih brojeva nije potpun, pokazuje nam primjer 3. Tamo smo kon-
struirali niz uklopljenih segmenata s racionalnim rubovima

[1,2]2[1.4,15]2[1.41,1.42]2[1.414,1.415]2...
za koji ne postoji racionalni broj ¢ sadrzan u svim tim segmentima. Naime, u svim
tim segmentima sadrzan je samo iracionalni broj /2.

Svojstvo potpunosti temeljno je svojstvo kojim se skup realnih brojeva bitno
razlikuje od skupa racionalnih brojeva. Zbog toga svojstva realnih brojeva ima puno
vise nego racionalnih. Naime, oba su skupa beskonac¢na, ali @ je prebrojiv, dok R
nije prebrojiv. To znaci da se elementi od Q@ mogu svrstati u niz, dok se elementi od
R ne mogu. Dakle, nijedan niz realnih brojeva ne moze obuhvatiti sve realne broje-
ve. Tu vaznu posljedicu potpunosti realnih brojeva sada ¢emo i dokazati.

Za bilo koji niz realnih brojeva

a, ay, a,;, a,, . ..

dokazat ¢emo da ne obuhvaca sve realne brojeve. Odaberimo najprije segment /|
koji ne sadrzi a,. Zatim odaberimo njegov podsegment /, koji ne sadrzi a,, potom
njegov podsegment /; koji ne sadrzi a, i tako dalje.

/1, /12 /13

a; a; a,

Tako nastaje uklopljeni niz segmenata
L 2L212. ..
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Zbog potpunosti skupa realnih brojeva postoji realni broj a koji je sadrzan u svim
segmentima / . Buduci da za svaki n vrijedi a ¢ I, slijedi daje a#a, za svakin.

Dakle, niz a,, a,,... ne obuhvaca sve realne brojeve sto smo i htjeli dokazati.
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