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Poznato je znatenje geometrijskog predodenja osnovnih mehanickih i opéenito
fizikalnih veli¢ina, Jedan od elementarnijih primjera je predodenje sile kliznim vek-
torom (usmjerenom duZinom &iji potetak moZe biti bilo koja to¢ka pravea — nosada
te duZine). Pojmovi rezultante sila i ravnoteZnog stanja, koji imaju posve fizikalni
smisao, dobivaju ovim predolenjem jednostavne 1 lako shvatljive geometrijske
korelate:

Rezultanta sistema sila jedna je sila ekvivalentna sistemu u jasno odredenom
fizikalnom smislu. Sistemi sila su ekvivalentni ako uzrokuju jednaka gibanja jedna-
kih tijela.

Geometrijsko predofenje omoguéuje jednostavan geometrijski korelat ovom
pojmu. To je slaganje kliznih vektora po pravilu paralelograma, u slufaju da se
nosadi vektora sijeku, ili po pravilu krakova, u slu¢aju paralelnosti nosaéa. Simetrié-
nom pojmu ekvivalentnosti sila odgovaraju, naravno, i obrnuta pravila razlaganja
kliznih vektora,

Sistem sila je u ravnoteZi ako ne uzrokuje gibanje tijela. To je fizikalni smisao.
Geometrijsko predolenje opet omogucuje jednostavne geometrijske karakterizacije
izvedene iz prethodnih. Dvije su sile u ravnotei ako imaju jednake iznose, zajednicki
nosad i suprotne smjerove.

Da bi tri sile bile u ravnote#i, nuZno je da se njihovi nosadi sijeku u jednoj
totki (naime, ako to nije sluéaj, nosaé rezultante prvih dviju sila nije ujedno i nosac
trece sile, pa ne moZe biti s njom u ravnotedi).

Posljednji iskazi govore u stvari 0 geometrijskom predodenju sila iako izrijekom
spominju same sile. Cesto, naime, identificiramo silu s odgovaraju¢im geometrij-
skim predotenjem, kliznim vektorom. Toliko je znaéenje geometrijskog predocenja.

No ne bismo vife o tome kako geometrijsko djeluje u mehanickom. Ovdje
Zelimo upozoriti na povratnu vezu. Dokazat ¢emo nekoliko genmctrmhh teorema
nrglmmmra;uél ih ,;kao u mehanici™ ili, ta:anru]f:=r slueci se s!agan;m 1 razlaganjem
sila te navedenim iskazima o ravnoteZi kao fizikalnim ofevidnostima' {znatne heu-
risticke v'.ruﬂdnusu‘)'

Teorem 1. Simetrale kutova u trokutu sijeku se u jednoj tocki.

! Koje su, ako to nekome pomafe, i eksperimentalno potvrdive.

# Tasno je prema prethodnom opisu veze mehanike i geometrije (na ovom nivou) da bi se
ti dokazi mogli ,ofistiti do geometrijske argumentacije, ali je isto ko jasno da bi time (bar
u ovom obliku) izgubili svoju heuristiku vrijednost.
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Dokaz

- -
Promotrimo $est po iznosu jednakih sila, Fy, . . ., F, koje djeluju duZ stranica
trokuta kao na sl. 1.* Bududi da te sile ponistavaju jedna drugu u parovima, itav je

- - —=
sistem u ravnoteZl pa je, dakle, i sistem rezultanti Ry, Ra3 i R, takoder u ravnotefi.
Pravci nosadi rezultanata sijeku se, dakle, u jednoj tocki. Jasno je da su ti pravci
simetrale kutova u trokutu.

C

Slika 1
Teorem 2, TezZidnice trokuta sijeku se u jednoj toéki.
Dokaz

- -+
Promotrimo Sest sila Fy, . . ., I; koje djeluju duZ stranica trokuta kao na sl. 2.
Svaka od tih sila ima iznos jednak polovici duljine pripadne stranice trokuta. Rezul-

o C

A - ' =
& f
Slika 2

=l
* Iznos sile X u ovem je flanku opéenito oznaden sa X,
35



tante pojedinih parova jednake su teZiinicama trokuta. To se lako vidi uoavanjem

-3 =
paralelograma na sl. 2. Sile Fy, . . ., F su u ravnotezi, pa to kao i u slucaju iz teore-
ma 1. dokazuje nasu tvrdnju.

Teorem 3. Visine trokuta sijcku se u jednoj tocki.

Dokaz

Duz stranica trokuta na sl. 3. djeluju sile Fi, - :FJ-:, iznosa odredenih tako da
vrijedi

F,=F;=Fcos B

Fy=F;,=Fcozs A

Fy=F, = Fcog (,
gdje je F neka pogodno odabrana veli¢ina (jedinica mjere). Buduéi da su sile I?l, - aimy

- i = :
F, u ravnoteZi, nosati rezultanata R, Ry i R nuZno se sijeku u jednoj tocki, Pokazat
¢emo da su ti nosadéi visine trokura,

Slika 4

- =
SloZimo npr. sile F, i F,; koje djeluju u vrhu € (vidi sl. 4). To ¢emo ufiniti
tako da obje sile razloZimo na komponente; jednu paralelno sa AB i drugu okomito

- =k
na AB. Otito je da komponente sila F, i FF; paralelne sa 4B imaju iznose Fy cos A i
F, cos B. Zbog zahtjeva Fy = Fcos Bi Fy; = F cos A slijedi da su iznosi tih kompo-

nenti jednaki, tj. da se komponente, paralelne sa 4B, poniftavaju. Rezultanta R,
jednaka je stoga zbroju komponenti okomitih na AB, tj. ona je sama okomita na

_l.
AB, Slitno se dokazuje da je rezultanta R, okomita na stranicu BC 1 da je rezul-
tanta R, okomita na stranicu AC. Time je dokaz zavrien.
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Teorem 4. Pravci a, b i ¢ koji prolaze vrhovima A, B i C trokuta ABC i sijeku
stranice BC, AC i AB tog trokuta imaju zajedniku toku ako i samo ako vrijedi
jednakost

sine, sinf; siny,

- - ; 2
siney, sinP,  sin y,

gdje su «,;, «, kutovi® na koje pravac a dijeli kut uz 4, B, i 8, kutovi na koje pravac
b dijeli kut uz B, a v, i v, kutovi na koje pravac ¢ dl]c:h kut uz C.

Dokaz

Promotrimo trokut ABC &jim vrhovima prolaze pravci a, b, ¢ i dijele kutove
tog trokuta na parove oy, oy; fiy, Bai 3y, e kao u Iskﬂzu teorema (vidi sl. 5). Duz

pravca & u vrhu 4, neka djeluje proizvoljna sila R1 ¢ije su komponente duZ AB i
AC jednake I; i ;:_:'r.l Sile EE 1 EB neka djeluju duibis u vrhuwmn BiC,a odgovara-
ju¢e komponente neka su Pz, Qa1 1;3, 5, S:Lle Fq_., Rz, {_}2 Q,, 1531. P, jednoznaéno
su odredene H.H.ht_i"[‘.'".’ﬂm da komponenta PE nisti komponentu Ql, a komponenta
Fl,_ Immpnnnmu Qg, Prema tim definicijama sistem sila :‘El, Ry R ekvivalentan je

sistemu sila PL, Qa. Iz odgovarajucih paralelograma na sl. 5. lako se vidi da je
31“ i, Ql a:in Py Q4 siny, O

k] . » 3
sin o, PL sinfl, P, siny, P,

Odatle slijedi

sinay sinf, siny, _ 0,0.0, _ 0,
sinagsinfysiny, P, P,P, P

A —
A Q; c
ol B - Slika 5
¢ Ovdje ne dopuitamo ,kutove™ od nula stupnjeva.
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Moguca su dva slutaja:

sin o, sin B, sin 9,

1. == ],

sin ay s5in By 5in 4
Tada je Py, = Q, i sile 13:_ i ﬁa s u ravnoteZi, odakle slijedi da su i sile El,
ﬁl i .ﬁg u ravnotezi, Pravci a, b i ¢ sijeku se u jednoj todki.
sin &, sin B, sin y,
sin e, sin B, sin 3,
Tada je P; # Q,. Rc:-'ultanta sistcma El, E: i E djeluje duz stranice AC jer
]: ;&dnaka rezultanti sistema P Qa Pravei @, b 1 ¢ duZ kojih djeluju rezultante

2.

# 1.

R R, 1 R ne mogu imati zajednicko sjeciSte jer bi u tom sluéaju rezultanta sistema

RL, Ry, R= morala djelovati duZ pravea koji prolazi tim sjeciStem. Vidjeli smo,
medutim, da je taj pravac nuZno pravac AC. Odito je da pretpostavijeno zajednittko
sjecifte pravaca a, b i ¢ ne moZe leZati na praveu AC.

Teorem 5. Spojnice AA,, BB, i CC, vrhova A, B, C trokuta ABC s to¢kama
A,, B,, C, na suprotnim stranicama tog trokuta sijeku se u jednoj toéki ako i samo
ako vrijedi jednakost
AC, BA, CB, _
c,B A,C B, A

Dokaz
-
Pmm::itrima truk:ut na sl 6. Duz A4, djeluje proizvoljna sila R, &ije su kom-
ponente P,l i Qr Sile R i R odredene su zahtjevima Py, = Ql i Py = ;. Promo-

trimo za trenutak sl. 7. da bismo izratunali omjer = . Sile P,: QI razloZene su na
1

e o -+ -
komponente P; i Q] paralelne s BCte na komponente P;” i 0 u smjeru rezultante
=

R;. Iz sli¢nih trokuta vidi se da vrijede jednakosti
P A, l‘.'_'-' Q; BA

___l

P, CA’ O, 4B

- -+ e
Budufi da rezultanta sila P, 1 O, djeluje duZ pravca A4, iznos komponente P
-
jednak je iznosu komponente Q; tj. Py Q;. QOdatle slijedi

Pxﬁlf— l.Efi,_ . P1=GABA1.
CcA AB 0, ABA,C
Sliéno se dobiva
Py_ABCB,  , Py BCAC,
0, BCBHB,A ' Qs CACB

38



MnoZenjem dolazimo do jednakosti:
P, P, P, BA,CB,AC,
0,0: 0y A,CBACB’
QOdatle, zbog Py = Q, 1 Py = Q,, slijedi
AC,BA,CB, P,
C.BA,CBA 0,

Mogudéa su dva sluéaja;
1 AC,BA, CB, ¥
C,B A,CB,A

- = -+
Tada je P, = Q,. Sile Ry, R, i R, su u ravnoteZi pa spojnice AA4,, BB, i
CC, imaju zajedniéku tocku.

AC,BA, CB,
C,B A,C B, A

2.

Slika 6

' Tada je P, # Q. Argumentacijom iz prethodnog teorema dokazujemo da
spojnice AAd,, BB, i CC, nemaju zajednitku totku.

Sljededi teorem dokazujemo sluZedi se dvama fizikalno oevidnim principima.
Prvi tvrdi nemoguénost perpetuum mobilea u ovom obliku: zatvorena posuda
jednoliéno ispunjena plinom ne moZe se gibati bez utjecaja vanjskih sila. Drugi je
pr&wlc:- 0 slaganju paralelnih sila u ovom obliku: u zatvorenoj posudi jednoliéno
ispunjenoj plinom rezultanta sila koje d]::lu]u zbog pritiska plina na ravnu stijenku
posude proporcionalna je povrdini stijenke i djeluje duZ pravca koji prolazi okomito
na stijenku njenim teZiftem.5

# Ne treba ponavljati da se i u ovom iskazu, kao i prije, krije govor o geometrijskim predofe-
njima, paravno sada mnogo suptilnijim (infinitezimalnim),
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Slika 7

Teorem 6. Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki.
Dokaz

Promotrimo trostranu prizmu 4,8,C,4,B,C, na sl. 8. Zamislimo da je ona
jednoli¢no ispunjena plinom i da na nju ne djeluju vanjske sile. Tada je prizma

u stanju mirovanja, tj. sile koje djeluju na njezine stijenke su u ravnotezi, Sile
e == =

koje djeluju na gornju i donju bazu poniitavaju se. Ostale tri sile F,, Fp i Fg

djeluju u ravnini trokuta ABC okomito na njegove stranice prolazeci teZiStem
- -

stijenki, tj. poloviitem stranica trokuta. Drugim rije¢ima, F,, F; 1 F; djeluju
duZ simetrala stranica trokuta ABC. Simetrale se, dakle, sijeku u jednoj tocki.

Posljednja tri teorema dokazat ¢emo sluZeéi se poznatim pravilom statike
krutog tijela: Kruto tijelo koje se moze gibati oko fiksne osi ne giba se oko te osi
samo u sludaju kada na njega djeluju sile kojima je suma momenata s obzirom na
tu os jednaka nuli. Apsolutni iznos momenta sile okomite na os® s obzirom na tu
os dobro je poznati umnoZak (iznosa) sile i kraka (sile), Momenti sila koje uzrokuju
rotacije suprotnih smjerova imaju suprotne predznake.

Teorem 7. Pitagorin teorem. Suma kvadrata nad katetama pravokutnog tro-
kuta jednaka je kvadratu nad hipotenuzom.

Dokaz

Promotrimo trostranu prizmu &ija je baza pravokutan trokut ABC (vidi sl. 9).
Zamislimo da je prizma ispunjena plinom i da se moZe vrtjeti oko fiksne osi 00",
Ako na prizmu ne djeluju vanjske sile, ona ¢e mirovati. Suma momenata sila koje

¢ Promatrat ¢emio samo takve sluajeve.



Slika 8
zhog pritiska djeluju na stijenke posude mora stoga it¢ezavati. Sile koje djeluju

- -
na gornju i donju bazu ponistavaju se. Sile Fy i F, (sile na katetama) prisiljavaju

prizmu na rotaciju suprotnu rotaciji kazaljke na satu, a sila F, (sila na hipotenuzi)
u smijeru rotacije kazaljke na saru (vidi sl. 9). Ravnoteino stanje karakterizirano
je ovom relacijom medu apsolutnim iznosima momenata:

=4 - =
M (F) + M (Fy) = M (Fy).
Svaki od tih momenata jest produkt iznosa sile i njena kraka s obzirom na 00",

Dakle,
=+ AR -+ BC == AC
M{FJ:}H"';"': M[Fﬂ':':" ’ M{Fa}=-Fa"_‘-

ﬂr

Alb 8

Sh=
N

Slika 9
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Iznos svake od ovih sila proporcionalan je povriini odgovarajuée stijenke, tj.
F,=p-AB-h, Fy=p-BCh, Fy=p-AC-h.

Vrijedi, dakle,
p—dﬂ+h-if+p-BG*J:*'B—;:——-;I:-'AG*&-?.

MnoZenjem sa —‘?'F dobivamo
ph
AB® + BC?* = AC2

Teorem 8. Kvadrat tangente povudene iz tofke na kruZnicu jednak je pro-
duktu dviju kolinearnih sekanti povulenih iz te tofke. (AB* = AC- AD, vidi
sl. 10).

Dokaz

Promotrimo figuru ABC na sl. 10. Zamislimo da je ona baza prizme ispu-
njene plinom. Citava prizma je krutom #ipkom BO povezana s fiksnom osi O,
Prizma miruje ako na nju ne djeluju vanjske sile. Krak svih sila koje zbog pritiska
plina djeluju na stijenku BC jednak je nuli (BC je luk kruZnice s centrom u O).
Uvjet ravnoteZnog stanja je stoga

M (F) = M (Fy,
F,-GB=F,HK.

to jest

Slika 10
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Medutim,

o HK =HC + cH=4S,CB_4C+CD _4AD
3 3 2 3
Odatle slijedi
Frﬁ: Fi‘-:ig
2 2
Nadalje je
Fu=p-AB‘k i F,=p-AC+h

dakle
ABY = AC - AD.
Teorem 9. Ako su AB i CD tetive kruZnice &ije je sjecifte tofka FE, tada
vrijedi AE+ EB = CE - ED!
Dokaz

Promotrimo sl. 11. Razmatranjem sli*nim onom u prethodnom teoremu do-
lazimo do relacije
FLFGPZFE'HK.

Medutim,
GP — GP—GGu——Gﬂ—GE: CD—CE _=ED
: 2 2 2 2
HK=;{K—J{H-——’{B—AE= AB— AE =E.H
2 2 2 2
Fi=p-CE-h, Fs=p-AE-h.
Dakle,

CE - ED = AE - EB.
A

Slika 11
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