NEPREBROJIVOST KONTINUUMA I NASTANAK
TEORIJE SKUPOVA

ZVONIMIR SIKIC, Zagreb

Ovim ¢lankom Zelimo ukratko prikazati nastanak teorije skupova, uz detalj-
niji osvrt na Cantorovo otkri¢e neprebrojivosti kontinuuma, kao kljuéni moment
nastajania nade teorije. Glavni je junak ove povijesti Georg Cantor.

PRETPOVIJEST

Cantor je zavriio svoje studije matematike n1 Berlinskom sveudilistu, 14.
12, 1866, obranom disertacije ,,De aequationibus secundi gradis indeterminatis®.
Njegovi berlinski profesori Kummer, Kronecker i Weirstrass ocjenili su radnju
kao docta et ingeniosa, $to bijade najbolja moguéa ocjena. (UoZite da prvi Cantorov
matematitki rad spada u teoriju brojeva.) Nakon krateg sluthovania u jednaj
beslinskoj djevojackoj gimnaziji, Cantor dobiva mjesto na Sveudilistu u Halleu,
Njegov pristupni Habilirationschrift jo§ uvijek spada u teoriju brojeva; unjemu
j¢ rije¢ o transformacijama ternarnih kvadratnih formi. Medutim, Cantor se u
Halleu, pod utjecajem starijeg kolege Edwarda Heinea, okreée analizi. Kao berlinski,
Weierstrassov dak imao je solidno analititko obrazovanje, $to ovu promjenu interesa
¢ini sasvim prirodnom.

Hceine je u to vrijeme (1870) uspio dokazati teorem o jednoznaénoj reprezenta-
ciji funkcije trigonometrijskim redom. Rezultat prili¢no znadajan veé i zbog toga
sto su ga bezuspjedno pokufavali poluditi i takvi velikani kao Dirichlet, Lipschitz
i Riemann. Toénije, Heine je dokazao:

Ako trigonometrijski red konvergira uniformno (osim, mozda, u konadno
mmnogo todaka) onda je grani¢na funkcija jedinstveno prikazaini tim redom
tj. svaki drugi trigonometrijski red s istom granicom poklapa se s ovim,

Cantor se, na Heineov nagovor, prihvatio uopcéavanija tog rezultata, Prvi korak
u tom nastojanju bio je pokusaj da se analogni teorem dokaZe uz slabiju pretpo-
stavku o obi¢noj konvergenciji trigonometrijskog reda. Trebalo je, dakle, dokazati
jedinstvenost reprezentacije ne pretpostavivii uniformnu kinvergenciju. Ne ulazeéi
u detalje, recimo toliko da je Cantor uspio dokazati to noplenje pokazavii zavidnu
ingenioznost u upotrebi standardnih analitickih tehnika svojeg vremena. Razmatra-
juci tzv. Riemannovu funkciju trigonomettijskog reda (koju je Riemann uveo u
svojem  Habilirationschrifeu posveéenom trigonometrijskim redovima) Cantor je
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uocio da e uniformna konvergentnost reda biti posljedica obiéne, ako uspije do-
kazati linearnost Riemannove funkecije. Linearnost je uspio dokazati analizirajuci
specifinosti konvergencije trigonometrijskih redova. Drugi korak Cantorovog
uopcavanja sastojao se u dopuitanju da trigonometrijski red (&iju jedinstvenost
treba dokazati) ne konvergira u kona¢no mnogo to¢aka. Ako je tih konaéno mnogo
tocaka rasporedeno kao na sl. 1. onda je Cantor ve¢ opisanim argumentom mogao
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dokazati da je Riemannova funkecija u svakom od pojedinih poadrudja odredenih
ovim tockama linearna. Dakle, u sludaju sa sl. 1, R, (x), R.(x), R.(x) i R, (x)
lincarne su funkcije. Da bi se argument, kojim se iz linearnosti Riemannove funk-
cije izvodi-uniformna konvergentnost reda, mogao sprovesti na Citavom podrudju,
trebalo je dokazati da se radi o jednoj lincarnoj funkciji; u nasem slucaju sa sl. 1,
da je R,(x) = R, (x) = R, (x) = R, (x). Cantor je to dokazao. Dakle, njegov
rezultat o jedinstvenosti reprezentacije vrijedi i onda ako funkcija koju reprezen-
tiramo trigonometrijskim redom ima konaéno mnogo singulariteta s obzirom na
tu reprezentaciju. Naravno, dopustimo li 1 beskonatno mnogo diskretno raspo-
redenih singulariteta (poput cijelih brojeva na brojevnom pravecu), vrijedi isti
Cantorov argument. Dapaée, Cantor je uz neznatnu modifikaciju svojeg zaklju-
¢ivanja uspio dokazati teorem o jedinstvenoj reprezentaciji i za funkcije &iji skup
singulariteta ima tofku gomilanja. Na primjer, ako je beskonaéno mnogo singu-
lariteta rasporedeno kao na sl. 2, a bududi da se podrudje u kojem nalazimo R, (x)
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moZe konainim intervalom izolirati od gomilidta «, za svako n, onda Cantor moze
ponoviti svoje zakljuCivanje i u ovom sluéaju, pokazujuci da je R, (x) — R, (x)
za svaki n i m. Pratedi slijed ovih vopéavanja, uvidamo da se u njima uvijek ponavlja
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jedan te isti analitiCki argument, te da je jedino 3to se mijenja skup singulariteta
na koji se to zakljucivanje primjenjuje. Tako u daljnjim Cantorovim uopéavanjima
osnavni problem vise nije analiticke prirode, bududi da krucijalni analiticki argu-
ment s Riemannovom funkcijom uvijek ostaje isti, ve¢ osnovni problem postaje
specifikacija skupa singulariteta dane funkcije na koji ¢e se ovaj argument primi-
jemiti.  Zbog boljeg sagledavanja povijesnog konteksta spomenimo da je Hankel
svojim principom kondenzacije singulariteta, formuliranim bag u to doba, pokazao
kako se 1z funkcije s odredenim brojem singulariteta odredenog tipa mogu konstru-
irati funkcije s umnoZenim brojem singulariteta istoga tipa. Hankzlov rad, inace
potaknut Riemannovim Habdieationschriftom o trigonometrijskim redovima, po-
taknuo je Cantora da, uz safuvanje jedinstvenosti reprezentacije, analogno umnaza
singularitete trigonometrijskih redova. Naravno, problem precizne specifikacije
skupa singularnih toCaka pretpostavljao je preciznu specifikaciju samog skupa
tocaka iz kojeg se singulariteti izdvajaju, dakle, prerpostavljao je zasnivanje line-
arnog podrucja realnih brojeva, drugim rije¢ima zasnivanje linearnog kontinuuma.
Cantor se prihvatio toga zadatka, $to je rezultirao tzv. Cantorovim zasnivanjem
realnih brojeva, koje u danaSnjoj literaturi najlakie prepoznajemo po imenu tzv.
Cantorovog aksioma: Svaki niz uklopljenih segmenata realnih brojeva ima neprazni
presjek (vidi sl. 3), 1ako je to kod Cantora teorem, dokaziv za realne brojeve koje
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Cantor definira kao fundamentalne nizove racionalnih brojeva (3to je i u danasnjoj
literaturi standardni postupak). Nakon preciznog i strogog odredenja podrudja
realnih brojeva Cantor definira pojam derivata proizvolinog skupa realnih brojeva:
Derivirani skup skupa X, oznakom X7, jest skup svih graniénih todaka skupa X.
Taj mu pojam omogucéava da precizno specificira tj. strogo definira tzv. skupove
prve vrste: S je skup prve vrste ako je njegova n-ta derivacija, za neki prirodni
broj n, prazna (S = @). Nakon precizne specifikacije skupova prve vrste Cantor
je mogao, koristeci se onim istim zakljuivanjem preko linearnosti Riemannove
funkcije, dokazati svoj najopcenitiji rezultat:

Ako je skup singulariteta funkcije reprezentirane trigonometrijskim redom
skup prve vrste onda je ta reprezentacija jo§ uvijek jedinstvena.

Taj je rezultat objavljen 1872, g. u radu ,,Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der
Theorie der trigonomerrischen Rethen’’ (Mathematische Annalen 5). Ono zbog ¢ega
je taj rad posebno zanimljiv za na$u temu, i zbog fega smo mu posvetili toliku
painju, jest ved spomenuti evidentni pomak od standardnih analitickih razmatranja
onog vremena K razmatranju i istraZivanju skupova tocaka linearnog kontinuuma.
Upravo taj pomak danas smatramo zametkom budude teorije skupova. Dapace
Cantor u svom radu spominje i skupove druge vrste tj. one kojima su sve konadne
derivacije neprazne i za koje bi se mogao uvesti pojam beskonaéne derivacije 8''.
Naravno, postupak deriviranja mogudce je nastaviti daljnjom produkcijom niza
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koji se temelji, prema Cantorovim rijeéima iz 1872, na ,,pojmu broja koji, bar
utoliko koli ko je tu razvijen, nosi u svojoj jezgri nuino i apsolutno beskonatno
protezanje.” Lako je u toj opaski prepoznati specifiéni zametak budude teorije
ordinala. Ipak bilo bi pretjerano redi da je 1872, rodcna teorija skupova, Dijete
j¢ na putu ali jo¥ nije rodeno.

NEPREBROJIVOST KONTINUUMA, FOCETAK POVIJESTI

Transfinitna teorija skupova ne slijedi neposredno iz Cantorovog rada o tri-
gonometrijskim redovima 1872. godine. Iako je uvodenje deriviranih skupova i
ostalih Cantorevih metoda odmah prepoznato kao moéno sredstvo za primjen= u
analizi (medu prvima su se njima koristili Ulysse Dini i Gosta Mittag-Leffler),
Cantorove metode nisu dopustale neki bitni korak prema transfinitmoj teoriji sku-
pova. Ono $to je transfinitnu teoriju skupova donijelo na svijet, bilo je Cantorovo
otkrice neprebrojivosti kontinuuma.,

Izradunavanjem svojstava Kontinuuma i njegovim strogim i detaljnim zasni-
vanjem nije se bavio samo Cantor. Veé 1858, predavajuéi analizu na politchnici
u Ziirichu, Dedekind je do3ao do toga da realni broj poima kao Selnit, rez u padrudju
racionalnih brojeva, i da linearni kontinuum definira kao skup svih mogudih rezova
u racionalnom podruc¢ju. Bududi da je takvo zasnivanje realnih brojeva bilo dosta
slofeno i nije obeéavalo neke lake primjene u analizi, Dedekind se nije patrudio
da objavi svoja cirifka predavanja. To ne znadi da svoj rezultat nije smatrao zna-
éajnim. Dapade, u njegovim je spisima brizljivo zapisan datum 24. 11. 1858, kao
dan kada je dofao ,,... do istinske definicije kontinuuma . ..”. Cetrnaest godina
kasnije, procitavii Heineov prikaz Cantorove teorije iracionalnih brojeva u njego-
vim e Elemente der Funerionenlefre kao 1 izvorni Cantorov rad iz 1872, godine,
Dedekind smatra da je doSlo vrijeme da se objavi njegova teorija iracionalnih
brojeva i kontinuuma, koju on smatra jednostavnijom i jasnijom od Canrorove,
1ako je ovoj ekvivalentna, Tako 1872, dolazi do objavljivanja slavne Dedekindove
monografije Stetigheit wnd Irrationalzahlen. Dedekind (kao i Cantor u svojem
radu iz 1872) smatra da su priroda grani¢nih procesa i neprekidnosti, i aritmeti¢ka
teorija Kontinuuma realnih brojeva nerazdvojno povezane, U 3. odjeljku svoje
monografije on ¢e napisati da je ,,pravac |_ beskona¢no bogatiji todkama no $to
je podrudje R racionalnih brojeva brojevima™. U toj tvrdnji leZi dio tajne konti-
nuuma, i mada Dedekind nije imao bad nikakvu stvamu ideju o tom bogatstvu
kontinuuma, on je svojom tvrdnjom ukazao na onu znalajku kontinmuma koja
je vec bila osnovom Cantorovom preokupacijom.

U bogatoj i prijateljskoj prepisci Cantora 1 Dedekinda, zapodetoj u to vrijeme,
nalazimo Cantorovo pismo (otposlano 29. 11. 1873) u kojem Cantor osnovni problem
postavlja u jasnoj matematitkoj formulaciji, koja omoguéava dokazivanje ili opo-
vrgavanje teze o ,,beskonaino bogatijem kontinuumu®:

Uzmi kolekeiju svih pozitivnih cijelih brojeva » i oznadi je sa (n); zatim zamisli

kolekciju svih realnih brojeva x i oznali ju sa (x); pitanje je, jednostavno,

mogu li se (#n) i (x) tako pridruziti da svakoj individui jedne kolekcije odgovara
jedna i samo jedna individua druge? Na prvi bi se pogled moglo odgovoriti
ne, to nije moguce, jer (n) je diskretan dok (x) wvori kontinuum; ali nifta se
ne pelucuje ovem primjedbom, i mada sem sklon smatrati da (n) i (x) ne do-
puitaju takvo pridruZenje, ja ne mogu otkriti razlog zbog kojez je to tako
(a pridajem mu veliku vaZnost) iako je taj razlog, moZda vrlo jednostavan.
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Cantorova je opaska na mjestu, jer mnogi bi mozda primjetili i da gusto raspo-
redeni racionalni i algebarski brojevi n= mogu biti na isti natin pridruZeni kolekciji
{n), 1ako to nije toéno. Kako dakle karakterizirati tu vaznu razliku izmedu racio-
nalnih i realnih brojeva. Podruéje racionalnih brojeva je gusto (izmedu svaka dva
uvijek nalazimo tredi) ali ono ipak nije neprekinuto. Mozda bag zato #to je racio-
nalnih brojeva manje no §to ima realnih. Cantor je prvo uoéio da racionalnih i
algebarskih brojeva ima keliko i prirodnih, sve su to beskonaénosti iste veliine,
a onda se pojavila plodonosna misao da tajna kontinuuma lezi u tome $to realnih
brojeva ima vise, U svojem pismu od 2. 12. 1873. on padsjeca Dedekinda da sim
vel godinama traga Za pravom prirodom kontinuuma, bezuspjeino pokusavajudi
da dokaZe neprebrojivost kontinuuma. Cak je pomisljao da mu mozda i izmide
neki vrlo jednostavan argument, ali sada kada je iz Dedekindova pisma saznio
da ni on ne uspjeva dokazati neprebrojivost, jasno vidi da je rije¢ o objektivno
teskom problemu. Iznenada, poadetkom prosinca 1873, Cantor uspijeva dokazati
neprebrojivost kontinuuma.

Dokaz je objavljen pofetkom 1874. u ¢lanku ¢udnog naslova: Uber eine
cigenschafe des Inbegriffes aller veellen algebratschen Zahlen (Jouwrnal fiir die reine
und angewandre Mathematik, 77). Naime, naslovom je istaknuta prebrojivost pod-
rucja algebarskih brojeva, dok se neprebrojivost kontinuuma u naslovu ne spominje,
iako je potpuno sigurno da je Cantor upravo taj rezultat smatrao najznacajnijim,
buduci da je prebrojivost algebarskog podrudja dokazao veé pred par godina i
nije smatrao potrebnim objaviti taj rezultat sve do ovoga trenutka. Zasto, onda,
taj naslov?

Nova, ,Zrnasta” teorija kontinuuma &iji su konstitutivni elementi todke,
koje se ne mogu efektivno konstruirati pa je njihovo postojanje ustvrdens mimeo
njihova konstruiranja, nai§la je na velik otpor konstruktivista, Narodito joj se suprot-
stavljao tada vrlo utjecajni Leopold Kronecker, koji je javno dovedio u pitanje
pojam iracionalnog broja i u vezi s njim smislenost Bolzano-Weirstrassovog teo-
rema. Kronecker je bio izdavaé Crelleovog Sournala 1 Cantor se plagio da bi njegov
rad mogao biti odbijen zbog nekonstruktivnih metoda. (Ta je bojazan bila oprav-
dana. Kronecker je veé ranije nagovarao Heinea da ne objavi svoj ,,Uber trigo-
nometrische Reihen”, no on ga je ipak poslao C. W. Borschardtu da ga objavi u
Cralleovn Jowrnalu. Medutim, Kronecker je &lanak ,.spremio u ladicu™ odakle
ga je izvukao tek osobmi Heineov dolazak u Berlin.) Zato se Cantor odludio na
neupadljivi naslov, pa je ¢ak i Citav ¢lanak koncipirao kao rad o algebarskim broje-
vima. Neprebrojivost kontinuuma spominje se tek kao uzgredni rezultar koji omo-
gucava jednu primjenu osnovnog rezultata iz naslova: osnovno je da je algebarsko
podrucje prebrojivo, a jedna zgodna primjena tog glavnog rezultata jest da (uz
neprebrojivost realnog padrudja koju usput dokazujemo) odavde slijedi postojanje
transcedentnih brojeva; no to je ve¢ poznati Liouvilleov rezultat. Kao da Cantor
Zeli da njegov rezultat o neprebrojivosti dobije patinu neéeg poznatog. Dapale
u samom dokazu neprc]:-mjwnsn, koji ¢emo uskoro opisati, on posebno pazi da
ne naglasi upotrebu principa kontinuiranosti (danas bismo rekli Cantorova aksioma)
12ko je jasno da je to kljuéni korak dokaza. Da je stvarno rije¢ o skrivanju saznajemo
iz prepiske s Dedekindom. Dedekind je preporudio da se naglasi ova kljuéna uloga
principa kontinuiranosti, ali Cantor to odbija udiniti zbog ve¢ spomenutih raxloga.

Dokaz neprebrojivosti, koji nalazimo u Cantorovom pismu Dedekindu, nedto
je sloZeniji od objavljenoga u &lanku ,,ludnoga naslova®, Naime, Cantor je objavio
Dedekindovo upro$éenje svojega dokaza. Ovdje éemo prikazati osnovne ideje oba
dokaza.
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Cantor (u svojem pismu Dedekindu, 7. 12. 1873) polazi od pretpostavke da
se kontinuum realnih brojeva moZe prebrojati tj. da se oni mogu poredati u niz

Uy, Gdgy Glgy Odgy . ..

u kojem se pojavljuje svaki realni broj. U prvom koraku svoje analize Cantor iz
poletnog niza odstranjuje jedan beskonacni niz brojeva, tako da prvo odstrani
w, = @', zatim prvi slijedeéi broj u podetnom nizu koji je vedi od w), nazovimo
ga o}, pa prvi slijede¢i koji je vedi od i, nazovimo ga ] itd. Tako je generiran
prvi ulazmi miz

E]] tI}{, mf} m?} 4 4 &

Zatim se isti postupak odstranjivanja ponavlja sa nizom brojeva preostalih u po-
¢etnom nizu (nakon odstranjivanja niza (1)). Take dobivamo niz

(2) aif, @i, of, ...

Postupak nastavljamo, generirajuéi niz uzlaznih nizova, koji obuhvaca sve realne
brojeve poletnog mza:

(3) Y, Gy, €3 « - .
(4) Gy, gy Oy + o«

Na primjer, ako je prvih 16 brojeva poetnog niza ovako smijesteno na realnom
pravcu
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onda prvih Sest (odstranjenih) uzlaznih nizova podinje ovako

{I) l'.i.ill,, [l.:IE]. :'l.:l_*j '!.l'jn_j. ‘I.l'-:{”. tl}l:!‘ f":.l_ﬂl 5o @
EE] Gly, Olgy Oy Cpgy . ..
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(4) @y ...
(3) oyy5 ..
(6) gy .-

U sljededéem koraku svoje analize Cantor uofava segment [z, ], koji je smjesten
izmedu bilo koja dva ¢lana niza (1). Taj segment ocito ne sadrZi ni jedan ¢lan
uzlaznog niza (1). Cantor zatim zakljutuje: Ako nijedan ¢lan preostalih nizova
nije sadrZzan u [, 8], onda se elementi iz [«, 3] ne nalaze u pofetnom nizu i time
ie oborena pretpostavka da pocetni niz sadrZi sve realne brojeve tj. dokazana je
neprebrojivost kontinuuma. Ako to nije slucaj, postoji prvi takav niz (&) &iji su
neki ¢lanovi sadrani u [=, 8]. Buduéi da je niz (&) uzlazan, lako je naci segment
[%,, ;] sadrZan u [=, B], koji ne sadrZi nijedan ¢lan niza (k). Sada se opet otvaraju
dvije moguénosti: ili nijedan ¢lan preostalih nizova (& + 1), (& + 2), ... nije
sadrfan u [#,, 8,], odakle opet slijedi neprebrojivost; ili postoji prvi takav niz (k)
&iji su neki Elanovi sadrani u [«,, B,], no tada je opet lako naci segment [a, B.]
12
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sadrZan u [=,, 8,1, koji ne sadr?i nijedan ¢lan niza (k). Ponavljanjem ovog postupka
Cantor proizvodi beskonaéni niz uklopljenih segmenata

[ty Bads [otas Bals [otas Bals -
¢iji lijevi krajevi Cine uzlazni niz, omeden gornjom medom f,
PR P P N -
dok mu desni krajevi Cine silazni niz, omeden donjom medom =

ﬁ't:}ﬁg:ﬂ'ﬁ';}...}ﬂi.

Dakle prvi niz odreduje granicu =, = limx,, dok drugi niz odreduje granicu

— lim B,. Ukoliko je %, = 8_, Cantor tu zajedniCku granicu mora naci u
= 1 ul - &)

podetnom nizu kao neki «,, a ukoliko je =, < B onda se bilo koji, specificirani
element segmenta [x_, §.] mora naéi u podetnom nizu kao neki w,. Medutim,
prema konstrukeiji uklopljenog niza segmenta, svaki je Clan podetnog niza ¢,
thgy gy -+ -» iskljuden iz svih segmenata sadrZanih u [o,, §.], 2a dovoljno veliki n,
§to znadi da o, nije ukljucen u pocetni niz. To obara poCetnu pretpostavku o pre-
brojivosti kontinuuma i dokazuje njegovu neprebrojivost,

Dwva dana kasnije Cantor uvida da je njegov dokaz nepotrebno zakompliciran
uzlaznim nizovima (1), (2), (3), ... pa samo kratko obavjedtava Dedekinda (u
novom pismu 9. 12. 1873) da je argument moguée provesti bez te komplikacije,
Dedekind je takvo uproftenje veé nafao i poslao ga Cantoru u pismu datiranom
8. 12, 1873. Taj uprodceni dokaz nalazimo u radu objavljenom u Crelleovom Journalu.
I u njemu se polazi od pretpostavke da su svi realni brojevi poredani u niz

ml:' N-_., E-l.ilm CI

Dedekind proizvodi niz uklopljenih segmenata na sljededi nain. Segment [x, {]
je [&,, ] (pod pretpostavkom da je @, < e, inale [x, B] = [wy, @,]). Segment
[, Byl, Cine prvi sljedei par e,, t«, pofetnoga niza, koji ima svojstvo da je
[e3;,s e0,]C [, B). Segment [axg, Ba], Cini prvi sljedeci par o, @y, poletnoga niza,
koji ima svojstvo da je [w,, ©,]C [x, B;). I tako dalje. Proizvedeni uklopljeni
niz segmenata

[ot, B3 [200 Bals [225 Bals -

mo#e biti konacan, u kojem slutaju u zadnjem segmentu [ex,, B,] leZi jo§ najvise
jedan Clan ostatka podetnog niza «,,, ey .qs @0 - - - N0 onda, beskonatno mnogo
elemenata segmenta [x,, 3,] nije obuhvadeno poletnim nizom tj. Kontinuum nije
prebrojiv. Ako je uklopljeni niz segmenata beskonacan onda postoji «,, = lim o,
=0
(jer je niz o, % %y . . - Uzlazan i odozgo omeden sa f), i postoji B, = lim 8, (jer
il =l O

je niz B,y Bas Pas . . - silazan i odozdo omeden sa o). Argument sa o i {3, sada je
jednak prethodnom Cantorovom argumentu.

Do jof jednostavnije varijante tog istog dokaza do3ao je autor ovoga Clanka
prije pet godina (kasnije je upozoren da se ona moZe naci u jednom Freudentha-
lovom radu, ali nije uspio saznati gdje se ona prvi put pojavljuje). Neka je

Wiy Wy Wz -
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bilo koji niz to¢aka linearnog kontinuuma. U prvom koraku odaberimo segment
[y, B,] koji ne sadrZi tofku ¢,. U drugom koraku odabiremo segment [o., [B.)
koji je sadrZzan u segmentu [=,, B,], ali koji ne sadrZi toéku e, I tako dalje. Jasno
je da za svaki segment [e,_, Ba_4] i svaku tolku w,, moZemo nadi segment [z, 3.1,
koji je sadrfan u prethodnom, a koji ne sadrii tolku w,.

P e iRl

=k o o

-1 Oy I fipa
51, 4

Tako dobivamo niz uklopljenih segmenata

['I*'.lr ﬂi]; [':'rar EE]; [5:3:- ﬁ:]]; W L

Prema Dedekindovu naéelu neprekinutosti ili Cantorovom aksiomu, postoji bar
jedna tocka n koja je sadrZzana u svim segmentima. § druge strane, prema konstruk-
ciji niza segmenata, o, & [«,, B,] $to znali da se totka v razlikuje od svake tolke
podetnog niza w,, ., Wy, ... Dakle, sve totke linearnog kontinuuma nisu nabro-
jene u tom nizu. Bududi da isti argument vrijedi za svaki niz, zakljuéujemo da je
kontinuum neprebrojiv.

Dokazavii neprebrojivost kontinuuma Cantor je rije$io dio njegove rtajne,
No, on je tim dokazom dao i prvi primjer razlikovanja beskonac¢nosti. Tu se prvi
put egzaktmo pokazalo da beskonacéni skupovi mogu biti nejednakih veli¢ina. Ta
je Cinjenica, sama po sebi, rasion d’érre transfinitne teorije skupova, jer se njome
jasno pokazuje da postoje distinkcije koje ta teorija treba istraziti. Ipak, Cantorov
glavni interes, u to vrijeme, jod je uvijek primjena njegovih novih metoda na daljnje
istrazivanje kontinuuma. Pojam dimenzije kontinuuma, bitan za osnovnu klasifi-
kaciju kontinuuma, Cantor ¢e pokuiati objasniti razlikom u broju tocaka. Time bi
intuitivni pojam dimenzije bio objadnjen i egzakmo matemati¢ki definiran, a osim
toga bi se nastavilo raslojavanje beskonaénosti, koje je osnovni preduvjet razvitka
teorije skupova.

Dedekind &e 5. 1. 1874, primiti jod jedno Cantorovo pismd u kojem je formu-
liran novi problem:

Da li je mogude povriinu (na primjer kvadrat sa njegovim stranicama) presli-
kati na krivulju (n1 primjer dufinu sa njenim krajevima), tako da svakoj tocki
povrdine odgovara jedna tocka krivulje i obratno, da svakoj tocki krivulje
odgovara jedni tolki povrin:?

Cantor dalje primjecuje da je problem vjerojatny teZik, i1k» su mas gi skloni reci
da je ofiti odgovor ,,ne” i da je tu svaki dokaz suvifin. Ustvari, kada je Cantor,
prilikom jedne posjete Berlinu u proljeée 1874, u krugu svojih prijatelja matemati-
Cara spomenuo taj problem, oni su bili zapanjeni apsurdnodcéu postavljenog pitanja.
Bili su uvjereni da se dvije nezavisne varijable ne mogu reducirati na jednu i da
je to evidentno bez ikakva dokaza. I Cantor je vjerovao u nemoguénost te redukcije,
s tom razlikom #to je on smatrao da je treba dokazati. Naravno, da bi, bilo doka-
zivanje, bilo opovrgavanje te oliglednosti uopée bilo moguce trebale je jasnim
matematickim pojmovima objasniti $to znadi ,,reducirati dvije nezavisne varijable
na jednu®. Cantor je svojom formulacijom problema uéinio upravo to. Tocke
linearnog kontinuuma, krivulje, mogu se adresirati realnim brojevima, dakle jednom
realnom varijablom, dok sc tofke dvodimenzionalnog kontinuuma, povriine,
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mogu adresirati parovima realnih brojeva, dakle s dvije realne varijable. To Sto
je moguce, veéina matematicara (bez ikakva dokaza) smatra nuZnim, driedi da
su za adresiranje tofaka dvodimenzionalnog kontinuuma nuZneo potrebni parovi
realnih brojeva, a da za to nedostaju sami realni brojevi. Na kraju krajeva upravo
zato se dvodimenzionalni kontinuum i zove dvo-dimenzionalnim. Cantor ne sumnja
u tu ociglednu ¢injenicu, on samo misli da je treba dokazati, i to tako da dokaze
nemogucnost 1 —1 pridruZenja tocaka linearnog i dvodimenzionalnog kontinuuma,
tj. realnih brojeva i njihovih parova.

Tri i pol godine protekle su od formulacije problema do njegovog rjesenja.
A rjesenje je bilo zapanjujuée. Apsurdno 1 ocigledno nemogude 1—1 pridruzenje
toaka linearnog i dvodimenzionalnog (éak i svakog konaéno-dimenzionalnog)
kontinuuma jest moguce. Toéke svake povriine, tocke Citavog trodimenzionalnog
prostora, cak i tofke bilo kojeg konaéno-dimenzionalnog prostora moderne geo-
metrije Cantorova doba, mogu se adresirati realnim brojevima; za to nam nisu
nuzno potrebni ni parovi, ni trojke, ni »#-torke realnih brojeva. Dvije, tri, n-vari-
jabli mogu se reducirati na jednu jedinu. Dokaz te tvrdnje Cantor e skicirat u
pismu poslanom Dedekindu 29, 6. 1877, poprativii ga usklikom Je le vois, mais
je me le crois pas! Definicija dimenzije kontinuuma, kao broja realnih varijabli
potrebnih za njegov opis (tj. za adresiranje svih njegovih tofaka), postaje besmisle-
nom. Da li time i sam pojam dimenzije postaje besmislen? Ruse li se sami temelji
modernog, Riemannovog poimanja geometrije? Vratit ¢emo se tim pitanjima
nakon prikaza Cantorovog dokaza.

Cantorov je dokaz savrieno jednostavan. Sve realne brojeve iz intervala [0, 1]
(oni adresiraju toCke jedini¢ne duzine, dok njihovi parovi adresiraju tocke jediniénog
kvadrata) moZemo prikazati njihovim decimalnim razvojima. Na primjer

= 0. a, das ...
IE" :ﬂ.blbgbgb¢1.u itd.-

Pridruzenje realnih brojeva njithovim parovima Cantor je definirao, koristeCi se
decimalnim razvojima, na sljedeci nacin. Paru realnih brojeva (a, &), s gore navede-
nim decimalnim razvojima, pridrudio je realni broj ¢ definiran ovim decimalnim
razvojem:

c =0 iy E’lﬂgbg "1353- ‘i

Tim je pravilom svakom paru realnih brojeva pridruZen realni broj, a otito je
da se iz svakog broja moZe rekonstruirati par kojemu je taj broj pridruZen.
Proditavii Cantorov dokaz, Dedekind je u njemu nasao gresku, prouzrokovanu
time &to jedan te isti realni broj moZe imati dva decimalna razvoja. Na primjer,
0.5000 ... = 0.4999 ..., pa broju 1/2, ovisno o odabranom razvoju, moZe biti
produZen par (1/2, 0) ili par (1/2, 1), a paru (1/2, 0), opet ovisno o odabranom
razvoju mofemo pridruziti broj 1/2 ili broj 81/18. Ograni¢imo li s¢ na inter_v:ll
(0, 1] i definiramo li pridruZenje isklju¢ivo preko razvoja ,,bez nula na kr:iju”
suodit éemo se s novim problemom. Broj koji pocevii od nekog decimalnog myjesta
na svakom parnom mjestu decimalnog razvoja ima znamenku 0, nece biti pridruZen
ni jednom paru brojeva. Na primjer, broj 0.11101010. .. nefe biti pridruZen
ni jednom paru brojeva. Cantor je gredku ispravio u sljedecih nekoliko dana, ali
korektni dokaz jednakobrojnosti kontinuuma razli¢itih dimenzija nije bio tako
savrdeno jednostavan kao prvi, pogredni. MoZda je najjednostavniji nacin da se
korektno dokaze Cantorov rezultat taj, da se broju ¢ pridruZuje par brojeva (a, b),
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pomocu grupa znamenaka koje zavriavaju znamenkom # 0 i &ije su sve prethod-
nice znamenke = 0 (ukljutujudi i pojedinaéne znamenke # 0), a ne pomocu poje-
dinaénih znamenaka kao u Cantorovom nekorekmom dokazu. Na primjer broju

c=03|5]|07]|9|001|2|6]0004]...

pridruZit ¢emo par brojeva: 0.3070016... 1 0.5920004... Lako sc vidi da je
to pridruZenje, 1—1 pridruZenje realnih brojeva i njihovih parova,

Vratimo se problemima vezanim uz pojam dimenzije, koje je pokrenuo Canto-
rov dokaz. Postaje li pojam dimenzije besmislenim? Izgleda da je Cantor, na tre-
nutak, pomislio bad to. Ma istoj dopisnici, kojom Dedekinda obavje$tava da je
ispravio gredku u prvoj jednostavnoj varijanti dokaza, on upozorava da je do sada,
kao i svi ostali matematicari, pratpostavljao da su tocke n-dimenzionalnog konti-
nuuma determinirane sa # nezavisnih realnih varijabli. On smatra da njegovo
novo otkrice pokazuje ,,da su sve filozofske i matematicke dedukcije koje se koriste
tom pogreinom pretpostavkom nedopustive”, Dedekind, u svojem odgovoru 2. 7.
1877, Cestita Cantoru na izvanrednom i znafajnom rezultatu, ali dodaje da se ne
moZe sloZiti s opovrgavanjem svih filozofskih i matemari¢kih radova koji pret-
postavljaju invarijantnost dimenzije. On je uvjeren da je ,.dimenzija kontinuiranog
prostora njegova prva i najvaZnija invarijanta i, kada je o tome rije¢, on mora stati
u obranu svih ranijih autora.” Uostalom, dodatna i isto tako univerzaln» prihva-
¢ena pretpostavka (kao i ona o n varijabli) jest ta da kontinuitet igra klju¢nu ulogu
u odredenju invarijantnosti dimenzije. Dedekind je t drugu pretpostavku (prvi!)
cksplicitno formulirao:

Ako je moguce obostrano jednoznacno pridruZenje tocaka kontinuiranog
podrucja A, dimenzije a, i kontinuiranog podrudja B, dimenzije b, onda je
to pridruZenje, nuZno, potpuno diskontinuirano, ako su a i b razliiti.

Dva dana kasnije, 4. 7. 1877, Cantor objadnjava da se radi o nesporazumu. On
invarijantnost dimenzije nikada nije dovodio u pitanje. On ne osuduje ranije autore
zato §to pretpostavljaju invarijantnost dimenzije, nego zato §to pretpostavljaju
,»determiniranost broja nezavisnih koordinata, i $to taj broj smatraju brojem dimen-
zija. Naprotiv, kaZe Cantor

. ako razmotrimo pojam koordinata sasvim oplenito, bez ikakvih pret-
postavki o prirodi upletenih funkcija, broj nezavisnih, jedinstvenih i potpunih
koordinata, moZe biti, kao $to sam pokazao, bilo koji broj.

Naravno, Cantor se slaZe s Dedekindom da je tajna u kontinuiranosti pridru-
zenja podrudja s razlicitim dimenzijama. Ali i pretpostavku da kontinuirano pridru-
Zenje nije mogude, treba dokazati. Cantor ¢e to pokusati u Uber einen Sarz aus der
Thearie der Stetigen Manmigfaltigheiten (Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft
der Wissenschaften und der Georg Augusius Unmiversitdr zu Garingen, str. 127 — 135,
1879). Nazalost bezuspjesno, dokaz je bio pogrefan. Korcktan dokaz nemogué-
nosti obostrano kontinuiranog i obostrano jednoznaénog pridruZenja 1-dimen-
zionalnog i (n = 2)-dimenzionalnog kontinuuma dao je Liroth 1878. On je uspio
dokazati isti rezultat za 2-dimenzionalni i (n = 3)-dimenzionalni kontinuum. Taj
je dokaz bio toliko sloZen da je Liroth odustao od daljeg istrazivanja. Tek je razvoj
moderne topologije omogucio da L. E. J. Brouwer 1911. g. rijedi problem za pro-
izvoljne vrijednosti dimenzija.

Jedna od posljedica Cantorovog rezultata, znadajna za transfinitnu teoriju
skupova, bila je ta da se beskona¢nost nije dalje raslojavala kako je to Cantor odeki-
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vao. DuZina i kvadrat sadrie jednaki broj tofaka. Transfinitna teorija skupova
ne obogacuje se distinkcijom u dimenziji. Naravno, pored razlikovanja beskonad-
nosti, problem kontinuiranosti, tako jasno istaknut i promaknut u prvi plan novim
Cantorovim rezultatima, ostaje i1 dalje glavnom temom njegovih istraZivanja.

TRANSFINITNA ARITMETIKA. BESKONACNO BROJAN]JE

Izmedu 1879, i 1884, Cantor je objavio seriju od Sest ¢lanaka, pod zajednitkim
naslovom  Uber wnendliche Iineare Punkrmannigfaltigheiten, u Kkojoj je izloZio
osnovne elemente svoje nove teorije skupova. U prva Getiri ¢lanka sustavno su
izlozeni matemarticki rezultati o linearnim skupovima toéaka do kojih je Cantor
do%ao prethodnih godina. (Naime, dokazavii svo] rezultat iz 1878, o jednako-
brojnosti kontinuiranih podru&ja razli¢itih dimenzija, Cantor je mogao zakljuéiti
da se istraZivanje skupova tocaka moke ograniciti na kontinuirano podrutje dimen-
zije jedan tj. na realni pravac.) Tokom 1883. Cantor je shvatio da njegova nova
teorija beskonacnog zahtjeva temeljniju i razradeniju prezentaciju (pa i obranu
od mnogih skeptika) no $to su je nudila prva ¢etiri ¢lanka, Peti ¢lanak bio je zamis-
lien upravo tako da se suodi sa filozofskim i matematickim problemima koje je
pokrenula nova teorija transfinitnih skupova (taj ¢lanak izmedu ostaloga sadrZi
i Cantorove odgovore na mnoge prigovore, koji su se uglavnom odnosili na njegovu
aktualnu interpretaciju beskonaénosti). Cantor je taj ¢lanak smatrao dovoljno zna-
Eajnim da kod svojeg izdavada, B. G. Teubnerca, uredi da se izda kao posebna
monografija pod naslovom Grundlagen eimer allgemszinen Manigfaltigheitslehre.
Ein mathematisch-philosophischer Versuch tn der Lelire des Unendlichen. Za dalji
razvoj teorije skupova, najznacajniji Cantorov doprinos u ovoj monografiji, jest
uvodenje transfinitnih rednih brojeva (Ansahlen), kao autonomnog i legitimnog
profirenja podruéja prirodnih brojeva. To ¢e prodirenje omoguditi Cantoru da
precizno definira pojam modéi (Mdchtighkert) skupa, te da se posveti oplem problemu
moci i posebnom problemu modéi kontinuuma.

Opéi problem modi sastojao se u iznalaZenju raéuna modi tj. ratuna apsolutnih
mjera adekvatnih za opise veli¢ina proizvoljnih skupova totaka. Do 1878, Cantor
je potpuno usvojio nafelo 1—1 korespondencije kao relativnu mjeru veliCine sku-
pova (nadelo koje su Bolzano i drugi ranije odbacili), a implicitno je prihvatio ideju
da beskonatni skupovi imaju apsolutnu mjeru, koju je zvao njihovom moci (Mdch-
tigheit). Time je otvorio mnoga pitanja. Kako reprezentirati beskonane modi?
Je i mogude ustrojiti skalu apsolutnih mjera beskonaénih skupova i njihovu efek-
tivou aritmetiku, analognu skali i aritmetici kenaénih brojeva koji su mjere konaénih
skupova? Koliko modi uopce postoji?

Svojim prethodnim radovima Cantor je barem djelomicno odgovorio na zadnje
pitanje. Dokazao je da svi euklidski intervali, bez obzira na dimenziju, imaju istu
mo¢, Taj iznenadujudi rezultat pokazao je da su modi euklidskih skupova tocaka
reprezentirane ved¢ u linearnom kontinuumu. Osim toga je dokazao da postoje
barem dvije razlicite modi medu beskonadnim linearnim skupovima toaka. Dapade,
dokazao je i to da skup algebarskih (dakle i racionalnih) brojeva ima moc niza
prirodnih brojeva. To je Cantora moglo navesti na misao da u euklidskim prosto-
rima nalazimo ,,vrlo malo™ razli¢itih moc¢i. Tako je 1878. postavio hipotezu da
nalazimo svega dvije: ,,Beskonacni lincarni skup tocaka ima mo¢ skupa prirodnih
brojeva ili pak mo¢ kontinuuma™. Bila je to prva verzija slavne Cantorove hipoteze
kontinuuma. Zelja da dokaZe tu hipotezu bila je glavni kreativni poticaj Cantorovu
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daljnjem radu, pa i razlog da se bavi opéim problemom modi, Definirajudi aritme-
ticku skalu beskonatnih modéi, mozda ¢e u njoj odrediti mjesto modi kontinuuma i
tako dokazarti ili opovréi svoju hipotezu; dokazati ako je to mjesto drugo, opovréi
ako nije.

Uostalom konstitutivni element Cantorove koncepcije beskonacnosti bio je
taj da se transfinitni skupovi mogu tretirati kvantitativno (. numerifki) i da bro-
janje u beskonatnom podrudju treba biti analogno brojanju u kona¢nom. No to
je znacilo da modi, ako su uistinu kardinalni brojevi, moraju biti komparabiln= tj.
linearno uredene. Monografijom iz 1883. Cantor rjefava upravo taj problem i to
u duhu moderne, von Neumannovske, ordinalne teorije kardinalnih brojeva. On
definira Anzahlen, transfinitne redne brojeve, i pretpostavija kao evidentnu istinu
(koju ¢e dokazati tek Zermelo uz pomo¢ aksioma izbora) da njima moZe prebrojati
svaki skup. To mu omogucava da dokaZe usporedivost svaka dva skupa. Osim
toga, definicija brojevnih klasa kao skupova ordinala istog kardinaliteta, omogucava
mu da dokaZe da je kardinalitet svake brojevne klase vedi od kardinaliteta pojedinih
ordinala koji je safinjavaju. To dokazuje da postoji po volji mnogo kardinalnih
brojeva. Pojavu novih kardinala, koju povecanje dimenzije nije omoguéilo u euklid-
skom podrudju, omoguéile su brojevne klase u podruéju ordinalnih brojeva.

Te su ideje dovele teoriju transfinitnih skupova do pune zrelosti. Njen dalji
razvoj je uglavnom poznat i njime se vife ne¢emo baviti. Spomenimo samo da je
Cantorov ordinalni pristup kardinalima u jednoj fazi zapostavljen, da bi ga u novije
doba von Neumann opet inaugurirao, i danas je opée prihvaden (pokazalo se ¢ak
da je nezaobilazan, tj. da je implicite bio prisutan i u prethodnoj fazi).

CANTOROV DIJAGONALNI POSTUPAK

Cantorova teorija 1z 1883, temeljila se na nekoliko nedokazanih pretpostavki,
Usporedivost skupova temeljila se na nedokazanoj moguénosti njihove ordinalne
reprezentacije (tj. mogucénosti njihovog dobrog uredenja), dok se egzistencija
skupova po volji velikih moci temeljila na definiciji brojevnih klasa, koju Cantor
nije opcenito formulirao. On je definirao samo 1 i IT brojevau klasu, te dodao
da je tako mogudce definirati i ostale (no ,.take™ sigurno nije mogude definirati gra-
nicne klase). Osjecajuci te nedostatke ved je sam Cantor poceo razvijati teoriju
kardinalnih brojeva nezavisnu (koliko je to moguce) od teorije ordinalnih brojeva.
Mi ¢emo se osvrnuti samo na jedan moment tog razvoja, na slavni Cantorov dija-
gonalni postupak kojim se dokazuje egzistencija po volji velikih kardinalnih brojeva.

Cantor je svoj novi dokaz izloZio 1891, godine na prvom sastanku novoosnovanog
Deutsche Mathematiker Vereinigung. Svoje je izlaganje zapoCeo opaskom da je
y= « « MOgUC mnogo jednostavniji dokaz tog teorema (teorema o neprebrojivosti
iz 1874), koji je nezavisan od razmatranja iracionalnih brojeva™. U stvari njegov
osnovni interes viSe i nije neprebrojivost realnih brojeva ved naprotiv jedan mnogo
impresivniji zakljucak:

Taj dokaz nije znaajan samo zbog svoje jednostavnosti, ve¢ zbog toga Sto
se nacelo koje on slijedi moZe neposredno prodiriti do dokaza opéeg teorema da
moci dobro definiranih skupova nemaju maksimuma, to jest da se svaki skup L
mozZe zamijeniti drugim skupom M Cija je moc veca od modi skupa L. (Uber eine
elementare Frage der Manigfaltigheitsiehre, Jahresbericht der Deutschen Mathema-
tiker Veretnigung 1, 1891.)
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Spomenuto nacelo jest slavni Cantorov postupak dijagonalizacije, u ovom
slucaju preko nizova s dvije vrijedrosti m i w Naime, Cantor je razmotrio skup M
elemenata E = (x,, x;, x5, . . .) takvih da je svaki x, jednak m ili w. Kao primjere
dao je elemente

E' ={mmmm,...)
E'r — {fﬁ'* 1.'-!-', fﬂ:, 'ﬂ-lj - .}
E"" = (m, 20, m, 1w, ...).

Zatim je ustvrdio da skup M svih takvih clemenata nije prebrojiv, dokazujudi
to na sljededi natin. Za svaki niz elemenarta

EI —'{Qn: Qle: Qms NS ans " }
E:.: '—{Q-als QEE! Qz:: "y Qmu: ' :|

Em = I:Qlﬂ:l Enu: Qu.’t: LRCE | Qmﬂ} L -}

definirao je element Ey, = (b;, by by <« s bus ...}, Zahtijevom b, # Q.n, Za Koji
je mogao dokazau da je razli¢it od svakog elementa E,. Tako je dokazao da nijedan
niz elemenata iz M ne obuhvaca sve elemente skupa M tj. da je skup M neprebrojiv.
Kao jos jedan primjer primjene istog nacela Cantor dalje razmatra linearni
kontinuum L, realnih brojeva iz intervala (0, 1), i skup M svih funkcija f (x) defi-
niramh za x € (0, 1), s dvije moguce vrijednosti 01 1. Bilo koja 1 —1 korespondencija
skupova L 1 M pridrufivala bi svakom 2 & L funkciju f. (x) € M. Cantor 2za svaku
takvu 1—1 korespondenciju moze definirati funkciju g (x) € M, zahtjevom g (x} #
# f: (%), za koju moZe dokazati da je razlitita od svake funkcije f. (x) korespon-
dirane nekom elementu = & L. Naime g (x) se razlikuje od f; (x) ba& na argumentu =z,
buduci da je g (s) definirano tako da je g (g) # f, (2). Tako je dokazao da nijedna
korespondencija skupa L 1 skupa M ne obuhvaca sve elemente skupa M t). moc
skupa M veca je od modi skupa L (ocito je naime da skup L jest u 1—1 korespon-
denciji s nekim podskupom od M, npr. korespondiranjem svakog x € L funkciji
f-E€M definiranoj sa f,(2) =0 za x £z i f.(x) = 1). Buduéi da su elementi
skupa M karakteristitne funkcije podskupova skupa L, Cantor je dokazao da je
mo¢ partitivnog skupa od L veéa od medi samoga skupa L. O&ito je da se isti postu-
pak moze provesti za svaki skup L pa Cantor neposredno zakljutuje da nema skupa
5 najveCom modi (njegov partitivni skup uvijek ima vedu moc). Tako je konacno
i bez ostatka dokazano da se beskonacnost beskonacno raslojava.
Cantorov novi, dijagonalni dokaz neprebrojivosti i njegovo poopéenje imali su,
a i danas imaju, mnoge zanimljive primjene, pa i razlidite interpretacije. Spome-
nucemo jednu od primjena i jednu znaajnu interpretaciju razli¢itu od Cantorove
Cantorovim dijagonalnim postupkom dokazujemo da nijedna funkcija f defi-
nirana na S ne moZe primiti svaku vrijednost iz partitivnog skupa @ (8), i to tako
da za svaki f definiramo vrijednost C iz # (8) koju f ne prima. Tu vrijednost defi-

niramo dijagonalno
C={xc8§:x&f(x)}.

Ocito je da ne pastoji ae S takav da je f(a) = C, jer bi tada ac C, tj. acf(a)
akko a & [ (a). Primjena tog zakljucka, o kojoj cemo nesto redi, je Russellova primjena
iz 1902, godine (objavljena 1903, u Russcllovim ,, The principles of mathematics’”).
Russell je wodio da Canrorov zakljucak ne moze vrijediti za univerzalni skup U
svih skupova, budu¢i da on kao skup svih skupova mora sadrzavati i sve svoje
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podskupove, dakle svoj partitivni skup, $to povladi da najjednostavnija funkcija
definirana na U, iddentitet, prima svaku vrijednost u & (U)C U. Ali Cantor je
dokazao da za svaku funkciju moZe nadi C koji nije njena vrijednost. U ovom bi
slucaju ta iznimka, nazovimo je u Russellovu &ast R, bila definirana ovako

R={xelU:xegx].

No sada je jasno zasto ta iznimka ne moZe potvrditi Cantorov opdéi zakljucak. R
je paradoksalni skup. Naime R € R ako i samo ako R& R. To je slavni Russellov
paradoks, kojim je opovrgnuto nacelo objedinjenja. Nadelo po kojem svaki uvjet
@ (x) odreduje skup objekata koji udovoljavaju uvjetu. Uvjet x¢& x ne odreduje
skup i time je ovo evidentno nalelo zdravog razuma opovrgnuto. Rasprava ovog
problema zahtijevala bi novi Clanak pa je ovdje neéemo nastavljati. Spominjemo
jo§ samo to da je autor ovoga Clanka u Cantor’s theorem and pavadoxical classes,
Zeuschrift fiir Mathematische Logik und Grimdlagen der Mathemarik, Bd. 32, 1986,
pokazao da se i druge poznate, na drugi nacin otkrivene paradoksalne klase, kao
1 mnoge potpuno nove mogu dobiti sliénom primjenom Cantorovog dijagonalnog
postupka.

I na kraju upozoravamo na jednu interpretaciju Cantorovog rezultata, koja
je od njegove bitno razlicita. Ona je vrlo vijerovatno ve¢ dosta dugo poznata iako
ne znamo gdje je, kada i kako prvi put formulirana. MoZemo je nazvati konstruk-
tivistitkom jer je inherentna konstruktivhom fundiranju matematike. IzloZit
cemo formulaciju do koje je autor ovoga ¢lanka nedavno doac i koja mu se &ini
izuzetno jednostavnom i razumljivom. Cantor je pokazao da funkcija definiranih
na skupu prirodnih brojeva N, a s vrijednostima u tom istom skupu, ima vife no
ito ima samih prirodnih brojeva. Pokazao je da za svako jednoznalno pridruzenije
brojeva funkcijama, n — f, , moZe definirati funkciju J koja nije pridruZena nijednom

broju. Naime,
.;;,. {”} =_.I'rn {”) 11

¢e biti takva funkcija, jer ¢e se ona od svake funkcije f, razlikovati po vrijednost
koju prima na argumentu #. Ukratko Cantor ¢ée zakljuditi da aritmeti¢kih funkcija
ima neprebrojive mnogo. Ali kako ovaj rezultat moZe shvatiti konstruktivist za
kojeg je aritmetilka funkeija f pravilo kojim se propisuje kako za svaki broj
n treba izradunati vrijednost funkeije f (#). Kako god opcéenito zamislili pojam
pravila za izralunavanje ono mora biti kona¢no objasnjivo i konaéno opisivo. Svaki
konacni opis moZe se kodirati prirodnim brojem ¢ (koji ¢emo u sludaju da 7 jest
kod opisa neke funkcije, nazovimo je ¢,, zvati indeksom te funkcije, dok ¢emo
wrdnju ,,7 je indeks neke funkcije” krace oznaciti sa FF (7). Ali ako su funkcije
opisive prirodnim brojevima onda ih ne moZe biti vide no $to ima prirodnih brojeva,
kako to dokazuje Cantor. No s druge strane Cantor je za svaki niz funkcija egzaktno
definirao funkciju koja tim nizom nije obuhvadena. To bi isto moralo vrijediti i
za na3 niz funkcija ¢, takvih da je F (7) tj. da 1 jest indeks funkcije. Cantor iznimku
definira ovako
b () = @ () + 1.

Medutim, ne mora svaki n biti indeks funkcije (tj. ne vrijedi F (n) za svaki n).
To znati da Cantorov postupak ne definira iznimku u potpunosti. No to je lako
popraviti, Definirajmo ¢ ovako:
40 B | .
(+) 3 = | s ako F(n)
L0 ako nije F (n).
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Sada je  potpuno definirana i lako se vidi, a’la Cantor, da se razlikuje od svake
nase funkcije-pravila. No to zna¢i da sama definicija (*) nije pravilo, iako tako
izgleda. Naime (=) nas upucuje da & (») ratunamo tako da pravilo-funkciju s in-
deksom # primjenimo na # i1 tome dodamo 1 ake vrijedi F (#) ili da joj neposredno
damo vrijednost 0 ako me vrijedi F {n). To bi stvarno bilo pravilo kada bismo
imali pravilo kojim bismo mogli odrediti da li vrijedi F (») ili ne vrijedi & (n) 1.
da li je n indeks pravila ili on to nije. Bududi da Cantorov postupak dokazuje da (+)
nije pravilo slijedi da nema pravila koje bi odluéilo da li je n indeks pravila tj. da
li je ono $to n kodira pravilo. Ukratko, Cantorov dijagonalni postupak, konstruk-
tivisticki interpretiran, dokazuje da nema pravila koje bi odredilo 5to jest pravilo.
Ili, drugim rijecima, aritmetickih funkcija ima (u Cantorovom smislu) isto toliko
koliko i brojeva, pa njegov dijagonalni postupak ne pokazuje da ih ima vise, nego
dokazuje to da nema pravila kojim bismo uvijek mogli odluditi da li nedto jest 1l
nije aritmeticka funkcija.



