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dinih tvrdnji ovako bogatog asertoritkog govora? Koja su znacenja tih tvrdnji?

Dokle god se u nasem govoru zadovoljavamo jednostavnim vezanjem tvrdnji po-
mocu tzv. propozicionalnih veznika (ukljuéujuéi i negaciju), znatenja i kriterije is-
tinitosti tako dobivenih tvrdnji u potpunosti razumijevamo dvovaljanim (klasiénim)
shvacanjem istine i lazi kao predikata, koji se tvrdnjama pridaju ili odri¢u u skladu
5 tzv. tablicama istinosnih vrijednosti pojedinih veznika.

Da je to razumijevanje u skladu s razumijevanjem jednostavnih tvrdnji i da je
taj sklad moguée na izvjestan nadin prodiriti i na univerzalne tvrdnje pokazuje nam
primjerom rekurzivna aritmetika kako ju je razvio Skolem 1923%. On je pokazao
kako je moguée u rekurzivnoj aritmetici u potpunosti simulirati govor, propozici-
onalnim veznicima vezanih tvrdnji, éisto raéunskim govorom jednostavnih tvrdnji.
Na taj je nagin &isto aritmetiéki fundirana jedna logika, ali lisena neposredne upo-
trebe partikularnog(egzistencijalnog) i univerzalnog kvantora. Jedna vrlo jaka ari-
tmetika moZe se razviti na taj nadin.

Ostaje otvoreno pitanje, koje znaéenje imaju univerzalne i partikularne (egzis-
tencijalne) tvrdnje? U &emu je i §to je istinitost tih tvrdnji? Konkretno to znadi
tvrdnja: Bar jedan neparan broj je savrien, ili tvrdnja: Svaki neparan broj je nesavr-
sen? Ukoliko pritisnuti ontolofkim pritiskom razumijemo ovakve tvrdnje kao des-
kripcije aktuelno postojedeg podrudja brojeva (najéedce shvacenog iskljuéivo po a-
nalogiji 5 aktualno ostvarljivim tj. konaénim skupovima) tada su znadéenja tih tvrd-
nji deskripcije stanja stvari u tom podrudju. Uvjet istinitosti odredjen tim znace-
njem je adekvacija deskripcije stanju stvan. Nesigurnost koja proizlazi iz tog razu-
mijevanja ve¢ je naznadena. (Nadalje, ovaj uvjet istinitosti neke tvrdnje ne pruZa
ujedno i kriterij istinitosti.)

Ukoliko nam je i ovdje stalo do sigurnosti ¢iste matematike, mi veé znamo gdje
leZi njen izvor. (On je opisan u prvom odjeljku.) Sada se dakle mdi o tome da se
zanuje jedna (recimo po analogiji) mafematika asetorickog govora neoptéreéena
ontologkim pritiskom. Ta matematika tj. matemati¢ka logika u jednom smislu ¢ak
1 prethodi onoj ranije opisanoj (slobodno reéeno u onom smislu u kojem govor
prethodi brojanju). Rekao bih jod samo toliko da se tu radi o zasnivanju konstruk-
tivne matematicke logike**,

— | —

tEHI‘JLEH. Th Bng:;;nttung der elementaren Arithmetik durch die rekunierende Denkweise
ohne Amrendung scheinbarer Vermnderlichen mit unendliche m Ausde hnungshercich, Skrif-
fer Norske Videnskaps—Akademi, [, No. éb, Oslo.

**)edan drugi nadin suoavanja s tom nesigurnoiéu je Hilbertova metoda idealnih elemenata,
koja se treba opravdati ispunjenjem njegovog programa, Bit metode je da se problematizira-
ne tvrdnje (idealni elementi), life svakog znadenja i shvate samo kao pomodéno sedstvo pu-
tem kojega se omoguéupe lakie utvrdjivanje istinitosti jednostavnih tvrdnji, e nam je zna-
éenje jeding neposredno dano, U tu svrhu dopuita se mvodjenje tih tvrdnji i izvodjenja iz
tih tvrdnji u skladu s manipulativaim princpima, koji su slike logidékih principa, bilo kon-
struktivno bilo ontolodki zasnovanih (kao o je npr. princip tertivm non datur — naime je-
dno stanje stvari ili je aktuelno ostvareno u aktualno postojedem podrudju ili nije). Medju-
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Il Iscrpljuje 1i Eista matematika, kako smo je ovdje razumjeli, svu onu aktivnost, fro-
3lu i sadagnju, koja je kultumo i povijesno oznaZena kao matematika? Sigurno ne.
Van opsega iste matematike ostaje primijenjena matematika tj. ona matematika
koja prihvada ontoloki pritisak, koja je po intenciji deskriptivna. To je, primjerice,
geometrija shvadena kao deskripcija postojedeg prostora ili matematic¢ka analiza shva-
cena kao deskripeija brojevnog pravea (kontinuuma) i promjenljivih veli¢ina &ija se
promjenljivost mjeri funkcijama, koje ovise o argumentima s brojevnog pravca.

Po &ermu je takva, primifenfena matematika jo¥ uvijek matematika? Moze li se
mjena matematiénost uskladiti sa onim $to smo do sada rekli?

U jednom smislu moZe. Primijenjena je matematika, istina, deskriptivna po svo-
j0j intenciji, ona upuéuje na svoj predmet, ali u samoj izvedbi ona te#i onoj apo-
dikti¢nosti ¢iste matematike o kojoj je ranije bila rije¢. Ta tefnja ofituje se u sa-
mom odnosu prema predmefu primijenjene matematike, Pretpostavke o prirodi tog
predmeta uvijek se pokulavaju svesti na minimum. To je karakteristiéno.

Poutan primjer je aritmetizacija matemati¢ke analize; zamjena infinitezimala, ko-
ji je tipi¢an proizvod ontoloskog pritiska, grani®nim procesom, procesom pribliZava-
nja.

Programi koji su isli za tim da pruZe sigumost ciste matematike primijenjencj ma
tematici, oslobadjajuéi je ontolotkog pritiska njenog predmeta, éesto su uspijevali sa-
mo u tome da zamjene mjen predmet jednim novim predmetom, dakle da premjeste
ontologki pritisak u jednu novu sferu (vidi str. 18). Poznati primjer je skupovno—teo-
rijsko zasnivanje matematike.

Moja posljednja teza je da je teorija skupova (razvijena od Cantora na dalje kao
teorija transfinitnih ordinala i kardinala), primijenjena matematika, u ovdje jasno na-
znaenom smislu, i da kao takva ne moZe sluZiti zasnivanju matematike. Naprotiv,
pravi je zadatak da se upravo rjoj pokuia pruZiti sigurnost ¢iste matematike, zasni-
vanjem jedne matematike skupljanja i transfinitnog nabrajanja, u ontologki neontere-
¢enom smislu. Mislim da je to do jedne mjere moguée, i to onda kada se radi o teo-
riji transfinitnih ordinala. (MoZda je to i najznadajniji zadatak &iste matematike.) U
slu€aju transfinitnih kardinala sumnjam da je takvo zasnivanje uopée moguée. Zasto?

Teorija skupova se nakon bumog razdoblja svoje mladesti, u kojem je bila tefko
potresena antinomijama, koje su zbunjivale, konano konstituirala kao deskripcija
kumulativne, po tipovima izrasle, strukture skupova u Zermelovom smislu. Treba pri-
znati da se od tada u teaoriji skupova nie pojavila niti jedna antinomija. Medjutim,
isto tako treba priznati da je kumulativna struktura priliéno varljiva. Uglanom je
prihvaéamo ikolskim treningom i tefko da imamo bilo kakav uvid u tu bogatu struk-

tim porgjeklo tih manipulatinih principa se metodiéki zanemaruje i previdia, tako da matema-
tika postaje igra u kejoj samo mali die ima direktno znadenje i smbao. Ona se naknadno kao
cijelina opravdava metamatematiékim dokazima konzistencije, koji bi trebali osigurati slijedede (7 ):
Svaka tvrdnja, koja ima dircktno znacenje (realni elerent) i koja se u okviru jgre mode dokaza-
ti, po samom svom znadenju je #tinita.
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turirmnost. Ontolodki je ona potpuno nezasnovana. Sigumo nije zadatak Ciste ma-
tematike da je ontolodki zasnuje, ali tu se i ne radi o Eistoj matematici nego o
njenoj primjeni na neito §to se mora, ukoliko nam je stalo do sigumosti, samo so-
bom tj. vanmatematicki, ontoloski osigurati. Takvi pokufaji su njetki 1 prili¢no ne-
uvjerljivi®,

S druge strane matemati¢kim izvodjenjem teorije skupova (za koje je karakteri-
stiéno da se ne optereéuje ontoloikim problemima) pokusava se, koliko je to mo-
guée, zaobi¢i ontolofka obaveznost, koju nameée predmet izucavanja. Pokusava se
s aksiomatikom; dakle, obavezati se $to manje, Sto odredjenije, jasno to iskazati ak-
siomima i potom djelovati Eisto matematicki. Medjutim:

1. Matemati¢ki tretman se u ovakvim slu&ajevima, gotovo uvijek, sluZi i principima,
koji su ontolodki zasnovani (na primjer, tertium non datur), bez ispitivanja nji-
hove matemati¢ke opravdanosti (npr. Hilbertovom metodom spomenutom u fus-
noti). Tu je prisutna jedna prefurna pretpostavka o ontoloikoj zasnovanosti pred-
meta ruéavanja,

2, Skolemov paradoks pokazuje da matematicki tretman, bez obzira na snagu aksi-
oma, sam po sehi ne obavezuje na velike kardinale. Drugim rije&ima, da bi rezulta-
te takve teorije skupova shvatili kao rezultate o transfinitnim kardinalima nuzna
je interpretacija tih rezultata na kumulativnoj strukturi, $to zahtijeva uvid u tu
strukturu i meno ontolofko zasnivanje. To je i najjadi odgovor na Fadto? ” iz

pretprodlog pasusa.
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0 RAZLICI CISTE I PRIMIJENJENE MATEMATIKE
U SVIJETLU MATEMATICKOG POSTOJANJA

Zvonimir Siki¢, Zagreb

I Sto je predmet matematike? Opisuje li matematika predmete i koji je modus eg-
zistencije tih predmeta? O Zemu je rije¢ u matematici? Veé kada je rije¢ o naj-
osnovnijem prvom predmetu matematike, (prirodnom) broju, nade se razumijeva-
nje vrti u mnodtvu neodredjenosti. Pokusat éu objasniti odakle izvire ta neodredje-
nost, a time 1 nesigurnost koja je karakteristi¢na za susrete s ovim pitanjima.

Konkretizirajmo pitanje do kraja: Na $to moZemo uputiti onoga koji pita sto
je broj 37 Nudjeni su razni odgovori, vezani uz realne predmete, njihova koli¢in-
ska svojstva, znakove, urodjene ideje, objektivne ideje itd. Po mojem misljenju naj-
jednostavnije i najpouénije je upuéivanje na odredjenu skupinu, na primjer palac ka-
#iprst i srednjak, kombinirano, a to je najbitnije, sa govomo—pokaznom podukom
iz brojenja. Ova se sastoji u izricanju brojeva jedan, dva i tri, popraéenom pokazi-
vanjem pojedinih &lanova uoene skupine (palac, kaZiprst i srednjak). Osnovni pri-
govor ovoj poduci je upravo to da je ona puka poduka o upotrebi brojeva 1 da sto-
ga unaprijed pretpostavlja jedan odgovor na pitanje, gdje su i §to su brojevi, koji se
tim postupkom prebrajanja veZu uz voéenu skupinu. Iz tog prigovora izrasta pozna-
ta Fregeova definicija prirodnog broja. Naime postupak u kojem se brojevi veé una-
prijed spominju, a koji je gore opisan, zamijenjuje se postupkom kojim se dovode
u 1-1 korespondenciju dva skupa. U tom novom postupku brojevi se vise ne spo-
minju i time se na poznati naéin broj pokufava razumijeti putem razumijevanja ko-
respondencije skupova tj. kao zajedniéko svojstvo medjusobno korespondentnih (sli-
&énih) skupova. Nadin egzistencije brojeva je time vezan uz nagin egzistencije skupo-
va i njihovih korespondencija.

Ranije spomenuti prigovor i ovo razjainjenje izviru iz jednog ontoloskog pritis-
ka — jednog zahtjeva da se za ono o femu je rijed eksplicite utvrdi da jest i da se
nadalje utvrdi $to jest, to 3to jest, i pdje jest, to $to jest (u kojoj sferi onoga 3o
jest). Jedan daljnji ontoloski pritisak (sada potaknut svojsrvom, koje je zajednicko
sliénim skupovima) dovodi Russella do ekstenzionaliziranja tog zajednickog svojst-
va tj. do zakljucka da je broj upravo skup svih medjusobno sliénih skupova. Ovaj



20 Zvonimir Siki¢

pristup nosi u sebi sve one tedkoée, koje donosi pokufaj razumijevanja korespondenci-
Je, pogotovo pokudaj razumijevanja korespondencije mimo svakog brojanja.

Sam ontolodki pritisak ovime nije ukinut nego je premjeiten u jednu drugu sferu
(no to i nije neki prigovor).

Ono na §to sam Zelio upozoriti je to da je ovaj tip argumentacije, kojom domini-
ra ono $to sam nazvao ontolofkim pritiskom, atinifan za matematiku. Moja je teza da
je za matematiku, kada je zovemo &istom matematikom, konstituirajuée upravo to da
je oslobodjena svakog ontolodkog pritiska i da je u odredjenom smislu matematika up-
ravoe ono 5to je moguée mimo ontolodkog pritiska. Konkretizirat ¢u tu tezu na veé po-
krenutom problemu (postojanja) broja u matematici.

Matematika brojeva ili aritmetika primjerom pokazuje kako je moguéa znanost (i zna-
nje} o brojevima mimo ontologiziranja broja. Predmet aritmetike nisu brojevi u Frege—
—Russellovom ili bilo kojem drugom ontologiziranom smislu, nego je njen predmet ulo-
g brojeva ju brojanju, a potom i spajanju, odbijanju, umnazanju, podjeli itd. Prisutnost
te uloge u antmetici realizirana je nosiocem uloge tj. brojevnim znakom (brojkom) i ta
prisutnost omogucuje izvodjenje aritmetike. Uloga tih nosilaca odredjena je prvo njiho-
vim nabrajanjem, u smislu potencijalne ostvarljivosti brojki, a potom njihovim zbraja-
njem u smislu potencijalne ostvarfjivosti zbrajanja brojki itd. Tu potencijalnu ostvarlji-
vost obi¢no kodiramo u obliku pravila:

Nabrajanje brojki

=
m = ml

Sumiranje brojki
= m,0, m
m,n, p=m,nl, pl

Kada ovako odredjene uloge shvatimo kao transformaciona pravila brojevnih znako-

va moZemo se sloziti, ali samo u tom, a ne nekom poigravajuée formalnom smislu,

s Cesto ponavljanom tvrdnjom da aritmetika nije studij samih brojeva nego transfor-
macionih pravila (potencijalno ostvarljivih) brojevnih znakova, To $to u aritmetic

ipak govornime o brojevima implicite pokazuje neopiereéenost tog govora ontolos-

kim pritiskom. Razliku broj—brojka eksoliciramo tek onda kada ¥elimo kao gore ek-
splicirati tu neonterecenost.

U vezi s postojanjem brojevnih znakova i transformacionim pravilima, koja od-
redjuju njihove uloge, potrebno je jos reéi slijedeée. Transformaciona pravila imaju
normativoi, a ne deskrptivni karakter. Takvim pravilom, kao $to smo vidjeli, pos-
tavlja se norma potencijalnog ostvarivanja brojki, njihovog sumiranja itd. S druge
strane brojevni znak se onire ontolofkom pritisku svojom proizvoljnoiéu. Bilo ito,
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§to jest, moZe biti brojevni znak (i nije jedino $to jest). Upravo ta ontoloska proizvolj-
nost brojki temelj je izvodjenja aritmetike, jer u njoj lezi mogucnost (potentio) ostvare-
nja nove brojke, to omoguéuje iskazivanje potencijalne cstvarljivosti u obliku ranije na-
vedenih pravila.

U normativnom karakteru ¢iste matematike i ontoloikoj proizvolinosti, koja omogu-
¢uje njeno izvodjenje, le#i njena sigurnost , ili kako se to katkada s ponosom i Cesce s
nerazumijevanjem kaZe njena vjeéna istinitost.

Desava se medjutim, da se suo&imo s tom sigumnodéu, a da jos nismo (ili mozda vi-
te nismo) svjesni njenog izvora i tada ga, pritisnuti ontolodkim pritiskom, Zlimo otkri-
ti i pokazati tako, da (ontolotki) zasnujemo predmef matematike, a nju shvatimo kao
deskripciju tog negdje prisutnog predmeta. Jasno je da se u ontolofkoj obaveznosti (ina-
e izuzetno znazajnoj) i deskriptivnom karakteru tako shvadene matematike gubi ona
sigumost s kojom smo bili suogeni i do &ijeg nam je izvora bilo stalo. U potrazi za sa-
mim izvorom sigurnosti mi postajemo nesigurni, pa se, zbunjeni time, pocinjemo  vr-
tieti u mnostvu neodredjenosti.

Treba stoga biti svjestan da jedno ontolodko zasnivanje matematike (tj. zasnivanje

matematike kao deskriptivne znanosti puterr zasnivanja njenog predmeta) ne moze
imati onaj karakter sigurnosti, koji ima Cista matemnatika.

Nakon ovog, svakako ne dovoljno detalinog, uvida u karakter ¢iste matematike i nje-
nog zasnivanja, kazat éu nekoliko rijedi o apodiktickoj istinitosti matematickih tvrd-
nji, kao i o logici te apodikti¢nosti.

Gore prikazano razumijevanje Ciste matematike brojeva, nawtk/: nas je, da je u jas-
no odredjenom smislu shvatimo kao izudavanje transformacionih pravila brojevnih
znakova. To izuCavanje zahtjeva jedan govor, asertoricki govor, govor kojim se tvr-
di, govor tvrdnji.

Jedna jednostavna aritmeticka tvrdnja je tvrdnja o potencijalnoj ostvarfivosti ne-
kog izradunavanja (sumiranja, mnoZenja itd.). Npr. jednom takvom tvrdnjom tvrdi-
mo potencijalnu ostvarljivost trojke m,n,p primjenom pravila zbrajanja. Toj tvrdnji
o potencijalnoj ostvarljivosti ili o konstruktibilnosti dajemo oblik = m, n, p ili uo-
bi¢ajenije m + n = p.

Apodikticka istinitost jedne takve tvrdnje le& upravo u potencijalnoj ostvarljivo-
sti normativio usmjerenih izraunavanja. Ona je osigurana ostvarljivoséu propisane
konstrukcije, dakle ostvarljivostu jedne sinteze, koja nije deskriptivna nego norma-
tivno usmijerena (kazano starijim rijeénikom apriorna). Mozemo reéi da je znacenjem
tvrdnje (u nagem sluéaju to je potencijalna ostvarljivost jedne konstrukeije) odredjen
kriterij njene istinitosti.

Ne ostaje medjutim sve na govoru jednostavnih tvrdnji. Tvrdnje veiemo veznici-
ma, negiramo, partikulariziramo, univerzaliziramo itd. U éemu je i $to je istina poje-



