O TAYLOROVOM TEOREMU

Zvonimir SIKIC, Zagreb

Upoznavanje studenata infinitezimalnog racuna s Taylorovim teoremom ve-
zano je uz dva problema:

A. Kako motivirati Taylorov polinom? Odakle ba$ taj polinom? Rako dola-
zimo do toga da funkciju aproksimiramo bad Taylorovim polinomom te funkcije?

B. Kako dokazati teorem, tj. kako nadi gresku koju ¢inimo aproksimirajudi
funkciju njenim Taylorovim polinomom?

U literaturi koju smo analizirali (popis je na kraju ¢lanka) nailazimo na razna
rieenja problema A. Navest ¢emo ih.

A0. Taylorov polinom ne motiviramo ni na koji nacin. Takvo ,,rjefenje’” na-
lazimo u [Ba], [Ha), [J], [Kw], [Ma], [MD], [S] i [UMT].

Al. Najprije dokazujemo da je Taylorov polinom svakog polinoma sam ta)
polinom. Zatim zakljuujemo ovako: kada bi funkcija bila polinom, bila bi jed-
naka svojem Taylorovu polinomu — dakle, ako funkciju Zelimo aproksimirati
polinomom najbolje je aproksimirati je njenim Taylorovim polinomom. Ova je
motivacija najéei¢a, Nalazimo je u [Be], [Bl], [Bo], [C], [F], [Mi] i [N].

Al.a. Metodom Al (izmedu ostalog) pokazujemo da se prvih n derivacia
funkcije f i prvih » derivacija Taylorova polinoma funkeije f poklapaju u tocki a
(koja odreduje Taylorov polinom). Taylorov polinom mozemo motivirati tim svojs-
tvom neovisno o motivaciji Al. Takav pristup nalazimo u [T].

A2. Definiramo mjeru dodira dviju funkcija u tocki a, pa zatim za danu funk-
ciju nalazimo polinom koji s tom funkcijom u tofki a ima maksimalni dodir (u
smislu prije definirane mjere). Pokazujemo da je trazeni polinom Taylorov poli-
nom. Takav pristup nismo nasli ni u jednom od analiziranih udzbenika. Mi ga de-
taljno izlazemo u [SI].

A3. Dokazujemo da je svaki red potencija Taylorov red. Dakle, ako funkci-
ju moZemo razviti u red potencija, onda je taj red Taylorov red. No Taylorov red
je graniéna vrijednost niza Taylorovih polinoma. Ovaj pristup nalazimo u [Ku]
i [BA].

Ad. Trazimo polinom ¢ije su vrijednosti u n medusobno razlititih tofaka
iednake vrijednostima dane funkcije u tim totkama. Granicni slucaj tog polinoma,
slu¢aj u kojem svih » toCaka teZi prema jednoj jedinoj tocki jest Taylorov polinom
dane funkecije. U [C] smo nadli samo naznaku ovog pristupa (u jednom apendiksu)
pa ga zato detaljno izlazemo u [S2].
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Studentu koji je 1zloZen ,,metodi™ AD ostaje da se ¢udi kako je ikada ikome
palo na pamet da konstruira Taylorov polinom funkcije f i usporeduje ga s funk-
cijom f.

Slabost najéedce metode Al je u podvuéenom dakle (vidi stranu 1), Trivi-
jalno je, maime, da je najbolja polinomska aproksimacija polinoma njegov Tay-
lorov polinom, bududi da je to on sam. Nije jasno zadto bi zato i najbolja polinomska
aproksimacija funkecije koja mije polinom bio Taylorov polinom te funkcije.
Moguée je jedno naknadno opravdanje. Kada dokaZemo Taylorov teorem moemo
(sluZeli se njime) dokazati da Taylorov polinom funkcije f u tofki a ima s funkci-
jom f (u toj tocki) dodir najvisega reda. To naknadno opravdanje uistinu i nalazimo
u [C] str. 458, [Ma] str. 372. i [Ha] str. 296. Medutim, iako bolja od nikakve, nak-
nadna motivacija je ipak contradictio in adjecto.

Metoda Ala. jos je slabija motivacija od metode Al, a ima sve njezine nedos-
tatke.

Metoda A2 je nadin da se spomenuta naknadna motivacija pretvori u pra-
vu motivaciju.

Metoda A3 je odlicna za studenta koji razumije znalaj razvijanja funkcija
u redove potencija i koji ve¢ ponedto zna o redovima funkcija (ili bar potencija).
Njezina je slabost da odlaze uvodenje Taylorova teorema u kursu infinitezimal-
nog raéuna. U udZbenicima koji se koriste ovom metodom Taylorov teorem nala-
zimo mnogo kasnije no inace (usp. [BA] i [Ku] s ostalim udZbenicima).

Metoda A4 numericki je orijentirana, $to joj mode biti prednost, ali i nedos-
tatak. Naime, ona zahtijeva da se Taylorovu teoremu posveti dosta vremena u
kursu infinitezimalnog ratuna (3to Cesto nije mogude), ali zbog toga otkriva neke
numericki znacajne veze koje drugi pristupi ne otkrivaju.

I na kraju, problem 4 moZemo rijesiti 1 tako da ga ukinemo kao problem
(§to ne znacfi da ga ignoriramo kao u AQ). Dokaz Taylorova teorema mofe bit
takav da ne pretpostavlja Taylorov polinom, nego da ga sam generira; u tom slu-
¢aju Taylorov polinom ne trebamo posebno motivirati. Analizirajuéi dokaze Tavlo-
rova teorema, susrest cemo se 1 s takvim slucajevima.

Evo sada nekih rjedenja problema B.
BO. Teorem izritemo, ali ga ne dokazujemo. Npr. u [J], [Mi] i [S].
Prije klasifikacije dokaza Taylorova teorema uvedimo ncke oznake. Taylo-

rov polinom n-toga stupnja funkcije f u tofki @ oznafavamo s T, (x) (naime, u
svim dokazima se funkcija f 1 stupanj » drie konstantnim):

(x — a)®
2!

M L@W=/@+r@F T2 @ o+ o EZ O
1! !

Gretku koju Cinimo aproksimirajudi funkciju f njenim Taylorovim polinomom
T, (x) oznatavamo s G, (x):

(2) G, (x) = f(x) — T, (x).
Taylorovim teoremom rjefavamo problem nalaZenja te greske.

Prva i najbrojnija skupina dokaza Taylorova teorema je ona u kojoj se ko-
ristimo (iskljudive) metodama diferencijalnog racuna. Unutar nje razlikujemo ove
dokaze:
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Bl. Grefku (i, (x) izratunavamo drzedi a konstantom, a x varijablom. Evo

takva dokaza:
Kada parametar @ drZimo konstantnim, tok traZene funkcije G, (x) izgleda

kao na sl. 1.

yh

N

ﬂ e
|

Xy X3 X

Lakim ra¢unom nalazimo da je
(3) ' T® (a) = f® (a) za k < n.

Dapate, ako smo I, (x) prethodno motivirali, onda smo vec tada nuzno dosli d
tog osnovnog svojstva polinoma T, (x). Iz (1), (2) i (3) proizlazi

(4 GM(g) =0 za R=<n i
(5) G2 (x) = f "+ 2(x).
Po Cauchyjevu teoremu srednje vrijednosti (C) proizlazi
G @ G —G @) _ %. Gife) . 9
(x—a*1 (x—a"l—(a—a™t (n+ D0 —a)
= G -G ol Gl 2
D, —a —@m+1D(e—a" @+ Dnlw—a
el SRR ne — 8- S O G D
(ht Dl — oyt —(G+Du@—a™ @D
]

e (T—[:_l-]-!ﬁ“ﬂ [:IHFI]

78 x4 = a + Ox, 0 < 0 < 1. Dakle,

e (& —ay? (ms L = =
G, (x) = Y f*0(a4-0x) 0<0=I.

Ovakav dokaz ne nalazimo ni u jednom od analiziranih udZbenika.

LA]
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Bla., Gresku G, (x) izralunavamo drZeéi a konstantom, a x varijablom slu-
zeCi se pri tome jednom pomoénom funkcijom.

Ovakav je dokaz teorema 4. u [S1]. Ne nalazimo ga ni u jednom od analizi-
ranih udZbenika.

B2. Gresku G, (x) izratunavamo drZe¢i x konstantom, a a varijablom. Evo
takvog dokaza.

Kada x drZimo konstantom, tok funkcije G, (x) izgleda kao na sl.2. Da bi
naglasili varijabilnost od a i konstantnost od x, oznaéit ¢emo gresku G, (x) novom
oznakom G (a), (dakle G, (x) = G (a),). Primijetimo da je G(x), = 0.

yi

o yerie

;N
R

Iz (2) proizlazi
dG (a),
da n!

)

% f*+2 (a).

(6)

Tada (zbog G(x), = 0) po Cauchyjevu teoremu srednje wvrijednosti slijedi

G@. = _G@.—-G@, ° G ©
(x—af (x—af—(G—xF —p(x—Er
(&) = (r_ﬂr_;:!" f{"i ¥ [7’;] {‘L' ko E)ﬂ--ﬂ: 1

— Ry R T SR (n+1
—p |:_1- = E]i-' 1 P‘H‘. .Ir‘I {'Ex}:r

: r — gl (v — EyP=nt1 ; , )
G (a), = {__ __“}_ ;::xl ':-‘} — D (EY za E=a4+0Ox, 00 <1.
.

Za p = | dobivamo Cauchyjev oblik ostatka, a za p = n -+ | Lagrangeov.
Ovakav dokaz nalazimo u [F], [B1] i [UMT]. Neito opéenitiju verziju (u
nazivniku se umjesto (x — a)” nalazi bilo koja funkcija ¢ (a)) nalazimo u [BO],
a jednu posebnu u [Kw] (u nazivniku se prvo nalazi (x — @) a potom (x — a)™1),
~ B2a. Gredku G, (x) izratunavamo drZeéi x konstantom, a a varijablom sluze-
ci se pri tome jednom pomoénom funkcijom. Evo takvog dokaza.
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Do jednakosti (6) dolazimo kao i u B2. Tada uvoedimo pomoénu funkeiju

(N ®(y), = G(¥), — H(x —yy 0<p<nit]
u kojoj konstantu H odredujemo tako da bude
{8) b {a), = 0.
Ocito je (vidi B2) G (x), — 0 dakle i
(9) D (x), = 0.
Iz (8) i (9) po Rolleovu teoremu proizlazi
{10} P*(E), =10 24 E=a+0x, 00 < 1.
No iz (6) i (7) proizlazi
(n 0=, = - E= e @) 4 Hp (e —
Dakle,
(12) H = (x — Eliifﬂnuﬁ (E).
pn!

Iz (7), (8) i (12) dobivamo

.o Ehuepi] — Y
G (a), = 1;'1' _';j‘.]. _.l.:.x . ﬂ]_ fineD (E) Za E=g+0x, 00 1.
pr!

Cauchyjev oblik greike dobivamo za p = 1, a Lagrangeov za p = n + .
Ovakav dokaz nalazimo u [BA], [Ba], [Be], [Ha], [Ma], [MD], [N] i [UMT].
Taylorov polinom T, (x) je polinom varljable x (svaki parametar a daje po-

linom varijable x). Grefka G, (x) je razlika funkcije f(x) i polinoma T, (x) (tako

govorimo nadim studentima), dakle, ta je razlika funkcija varijable x (odredena
parametrom a). Dokazi B1 i Bla, kao i sl.1. uskladeni su s takvim pristupom prob-
lemu nalazenja funkcije G, (x). Dokazi B2 i B2a. sadrZze za studente vrlo tezak

korak. U njemu se nepoznata funkcija G, (x) nalazi variranjem parametra a

i deriviranjem po parametru a. Dakle, sliku 1 zamjenjuje slika 2, a funkciju

varijable x, G, (x) (koja je razlika funkeije f(x) i polinoma T, (x)) zamjenjuje

funkcija varijable a, (7 (@), (koja je razlika konstante x) i funkaje T (a],, koja
?l'i'lle polinom). Student kojeg uvodimo u ovu problematiku rjesavinjem problema
A (ma nacin Al, A2, A3 ili A4), uvijek shvaéa funkciju G, (x) kao razliku funkcije
f(x) i polinoma T, I::r:‘;}\ (dakle pred ofima uvijek ima sl.1), pa mu je ova tefkoca
gotovo nepremostiva. Cini nam se da upravo zato u [Bal, [Ha], [Kw] i [Ma] ne
nalazimo nikakve motivacije polinoma T, (x). Ona, naime, smeta dokazima B2
i B2a. kojima se koriste ovi ud#benici. U [Be], [B1], [B0], [F] i [N], koji motiviraju
T, (x) metodom Al ova se tetkoca ,rjeava” preimenovanjem varijabli, koje od
motivirane funkcije G, (¥) vodi k novoj pomoénoj (tako se najéed¢e zove ') funk-
ciji G (a),.

Dokaz Bl razlikuje se od dokaza Bl.a, a B2 od B2.a, samo po tome 5to se
prvi koriste Cauchyjevim teoremom srednje vrijednosti (i zato se ne koriste po

! Ova (nova pomoéna funkeija nije (stara) pomodna funkcija @ iz dokaza Bla i B2a
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moénom funkcijom @) a drugi se neposredno svode na Rolleov teorem (ali se zato
koriste pomoénom funkcijom @). Dokaz B2a opterecen je jo$ i time 5to se u njemu
pomoéna funkcija @ gradi iz (jedne druge; vidi podlistak 1)) pomoéne funkcije
koja je konstruirana preimenovanjem varijabli.

Upravo je nevjerojatno da se ni u jednom od analiziranih udZbenika ne radi
neposredno s dobro motiviranom funkcijom G, (x), iako je to moguce, kao 3$to
smo vidjeli u Bl i Bla. MoZda je razlog tome to $to se metodom Bl i Bla dobiva
samo Lagrangeov oblik ostatka, a ne i Cauchyjev, koji daju metode B2 1 B2a. Me-
dutim, to $to smo mi u Bl i Bla uspjeli do¢i samo do Lagrangeova oblika ne zna-
¢1 da ne postoji metoda Blb, koja bi se koristila dobro motiviranom funkcijom
(7, (x) i koja bi davala Cauchyjev oblik ostatka. (Mi je nismo uspjeli nadi iako vje-
rujemo da postoji: MoZda e Citalac imati vife uspjeha?).

Evo sada jednog rjefenja problema B koje se koristi i metodama integralnog
racuna.

B3. (6) izvodimo kao u B2. Integriranjem dobivamo
a (x

Gl:ﬂ}.r': _[

X

- " fneb (a) da.

Odavde, po teoremu srednje vrijednosti integralnog rafuna, proizlazi

(r - t)“

G (). = f™7P (B) - (x—a) =z E=a+06x 0505

ito je Cauchyjev oblik ostatka, ili po poopéenom teoremu srednje vrijednosti in-
tegralnog raduna

G (), = — o2 &) [ &

ﬂj" — fin+1) (E w
T

E=ag+8x, 006 <1

5to je Lagrangeov oblik ostatka.

Takav dokaz nalazimo u [C]. Prigovori koji vrijede za B2 (G (a), vs. G, (x))
vrijede 1 ovdje.

Sada dolaze na red oni (ved ranije spomenuti) dokazi koji ukidaju problem
A, dakle, oni koji sami generiraju Taylorov polinom i kojima njegova (od njih
nezavisna) motivacija ne treba.

ABl. Koliku grefku &inimo kada vrijednost f(b) aproksimiramo vrijednos-
cu f(a)?

f) —fa) = _[f’(:}d: [£@d(—b) =

dir

~ @) (-

b & b L ENEN
— [(POC—b =P @G- — [0 d(-{’i 2 =

3

o

o

PO —a) — " )

2 *jf“[} T

i
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2 b o
=P @@ —a+ @ 1 [ red(F 57 -

— (@ ®—a) Lf”n“‘ —A S (a) “?:.ﬂj“-;
11 Jr-:ﬂ.”} {5} [:b__' ;.'j"’ &
; n

]

Ostatak u Lagrangeovu 1 Cauchyjevu obliku nalazimo kao u B3.

Takav dokaz moZemo nadi u [C], [Ku], [T] i [W]. Vidimo kako Taylorov
polinom doslovno nastaje parcijalnom integracijom, pa mu ne treba posebna mo-
nivacija. Ali tko Ce se sjetiti parcijalne integracije ?

AB2.

(0) Neka su m 1 M gornja i donja meda funkcije f' (x) na intervalu [a, x]:

(i) m=<f(x) < M.

Integrirajuci ovu relaciju od a do x, dobivamo

m(x —a) <f(x) —f(a) <M(x — a), t.

i fl::'l,'.:} _"“:ﬂ} = M

X — &

(")

Iz (i) i (i") proizlazi
(ii) fx) —F(a) = f* (E) v E=a+4+0x, 00 =<1, 1.

xX—a
f(x) =f(a) - F (E) (x — a).

(1) MWeka sum i M gornja i donja meda funkcije /™ (x) na intervalu [a, x]:

) m<f"(x) <M.

[ntegrirajuci ovu relaciju od a do x, dobivamo

m(x—a) <f (x) —f(a) < M(x — a).
Jo# jedna integracija daje

R ‘ﬂt_:._;“x}_j(aj —f@x—a) <M E"2 4,

-

(ii") o=

—(fx)—f@—-F(@x—a)<M

(x — -=IJE
Iz (ii} i (ii") proizlazi
—E (@ —f@—F@—a) =" = I=a+0x
(x — ﬂ]*

0<O<, 4. fl)=F(a) 4+ (a)(x—a) & (EZ




(2) Neka su m i M gornja i donja meda funkcije f (x) na intervalu [a, x]:
(i) m<f(x) <M.

[ntegriraju¢i ovu relaciju triput zaredom od a do x, dobivamo

mE=8 oy ) = Pl =) — B oy T
3! 2 3!
{iii") m = % -(f(a) — f(a)(x — a)— [ (a}_{";___a'.f < M.
{(x — a)® 2
Iz (iii) i (in") proizlazi
3! L 5 6 TR ) S
i al@-t@-re@e-a-refsN-re

za E=a4 GO, 00 <1 ij.
— g -
IO =f@+r@E-a+r@E Ly pep e
Nastavljajuci ovaj postupak, dobivamo

f(x)=f(a) + 1 (a) (x — a) + [ (a) {%ﬂ}z + .+ 0 (a) Ff ol el

T

+ o E=
nl

Takav dokaz nismo nasli ni u jednom od analiziranih udZbenika. Taylorov
polinom sada nastaje n-strukom integracijom (n 4 1) — e derivacije funkcije b
I njenih meda. Ali tko ¢e se sjetiti uzastopne integraciie (n -+ 1) — e derivacije
1 njenith meda??

Dokazi ABI 1 AB2 su zanimljivi, ali ih student dozivljava kao dosjetke (tri-
kove) kojih se sam nikada ne bi dosjetio.

Zakljulimo naSe razmatranje. Idealan bi dokaz Taylorova teorema trebao
generirati Taylorov polinom (dakle ukinuti problem A) i hiti tako prirodan da mu
se student u nacelu (tj. uz vodstvo predavada) moZe sam dosjetiti. Postoji li uopée
takav dokaz? Da, evo takvog dokaza,

Mi uéimo naSe studente da probleme rje$avaju ovom osnovnom metodom
infinitezimalnog rauna:

Trebate li naé¢i nepoznatu funkeiju G (x) (&ja je vrijednost G (a) = 0
poznata), nadite njezinu derivaciju ’ (x) pa je integrirajte od a do x

Ova osnovna metoda rjeSava i na problem. Da bismo nasli koliku greiku
¢inimo  aproksimirajuéi vrijednost f(a) vrijedno$éu f(x), trebamo zapravo nadi
funkciju G, (x) takvu da je

(0) f (@) = f(x) + G, (x).
* Mogli bi se toga sjetiti ovako: derivirajuéi n + 1 puta jednakost (2) nalazimo da je G +" (x)
= [0 (x). Dakle, da bi nasli G, (x) treba n + 1 puta uzastopno integrirati 249 (), Medutim,

u pretpostavljamo Taylorov polinom (u (2)), pa to onda vife nije dokaz kojem njegova motivacija
nije potrebna,
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Lako uvidamo da je &, (a) = 0, a derivirajudi jednadZbu (0)

0 =5 (x) + G (x)
nalazimo G, (x)

Gy (x) = — f (x).

Integrirajuci od a do x, dobivamo
G{r{::’ - -_[f’{x}d:r,

odakle prema teoremu srednje vrijednosti integralnog raduna proilazi
Gy(x)=1(E)la—x) =za EZ=a+06x 0<0<I,

Uvrstimo li to u (0), dobivamo

(T0) J@=fx)+F(BDa—x =za EZ=a+06x 0<0<I

sljiedee je pitanje koliku gresku ¢inimo zamjenjujudi vrijednost f° (£) vrijednodéu
£’ (x). Trebamo, dakle, nadi funkciju G, takvu da je

(1) fla) =f(x) + (x) (a2 — x) + G, ().
Opet je G, (a) = 0, a deriviranjem jednadZbe (1)
0 = f” (x) (& — x) 4 Gy (x)

G (x) = — f7(x) (a — x).

Integrirajuci od a do x, dobivamo

ponovo nalazimo G, (x)

Gy (x) = — [ f" (%) (@ — x) dx,
odakle prema teoremu srednje vrijednosti integralnog racuna proizlazi

GW=—®f@—de=p @ T

Za E =g 4 Ox, 00
Uwvrstimo li to u (1), dobivamo

L f@=f W)+ @@= ° 5 2

M

Za g =a + B, <O < 1.
Ponavljajuci ovaj postupak, dobivamo

(Fa) f@=fW+r@Wa—n+rwe =,
4 fiu=1 {lu—_ x)*1 A ek (@ — x)"*
0 (x) PR (5 = ,

_ * Podto je napisan ovaj rukopis, saznali smo (od prof. 5. Axlera) da se slican dokaz moge
naéi u R. C. Buck: Advanced Calculus, MxGraw-Hill 1965, str. 126,
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