O ZBROJU KUTOVA U TROKUTU

ZVONIMIR SIKIC, Zagreb

Zbroj kutova u trokutu je 180°, To ucenici, u $kolama SR Hrvatske, naude u 6.
razredu osnovne Skele. Nakon 3to naude da kut mogu razumjeti kao mjeru pro-
mjene smjera (tj. kao mjeru zakreta), lako ih je uvjeriti u tu &injenicu, na sljedeé
naéin:

Postavimo olovku duz stranice AC, trokuta 4 BC, kao na slici.

Zakrenimo olovku oko tocke 4 za kut «, tako da pokazuje u novom smjeru duz
stranice 4B, kao na sljedeco) slici.

Zatim zakrenimo olovku oko tofke B za kut £, tako da pokazuje u novom smjeru
duZ stranice BC, kao na sljedecoj slici.
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Zakrenimo olovku jod jednom, sada oko tocke C za kut vy, tako da pokazuje u novom
smjeru du? stranice AC, kao na sljedecoj slici:

Olovku smo zakrenuli tri puta. Najprije za kut =, zatim za kut i na kraju za kut-.
Dakle, ukupna promjena smjera olovke je o + B -+ v. Usporedimo li poetni smjer
olovke s krajnjim, nalazimo da se razlikuju za 180°, Dakle,

o+ B+ v = 180"
Jos je uvjerljivije slican postupak provesti s vanjskim kutovima trokuta. Zakre-
nimo olovku, poloZenu na stranicu CA4, oko tofke A za vanjski kute’, tako da padne
na stranicu A B, Zakrenimo je zatim oko tocke B za vanjski kut B’, tako da padne

na stranicu BC. Zakrenimo je na kraju oko tocke C za vanjski kut v, tako da opet
padne na stranicu CA (vidi sliku).
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Olovka je zakrenuta tri puta. Najprije za kut =', zatim za kut ' i na kraju za kut
', Dakle, ukupna promjenasmjera olovke jea’ + B -+ +'. No olovka je od pofetnog
do krajnjeg smjera napravila puni okret, dakle

a' 4B + ¥y = 360°

Uzmemo li u obzir da je
2’ = 180" —a, B"= 180" -8 i v = 180° — +,
nalazimo da vrged
(180° — &) + (180" — @) + (180° — v} = 3607, tj.
540" — (& 4+ B+ v) = 3607,

odakle slijedi

z -+ B+ v = 180°.

Prednost drugog postupka jest u tome da se njime s istom jednostavnoscu
moZe naci suma kutova bilo kojeg mnogokuta. Na primjer, sljedeca slika jasno poka-
zuje da je zbroj vanjskih kutova éetverokuta 3607,

Dakle,
o + 8"+ v + & = 360",

Uzmemo li u obzir da je
' =180° —e, P'=180"—f, v = 180" —+y i & = 180" — 3,
nalazimo da vrijedi
(180° — =) + (180° — B) 4 (180° — +) 4 (180" — &) = 360°
ij. 4-180° — (e + P+ v+ 8)=2-180°

odakle slijedi
e+ B4+ 8= (4—2)180° = 360°.

S udenicima moZemo postupak ponoviti za peterokut (5 kutovima oy, ..., @g) 1
desterokut (s kutovima o, . . ., oy) i tako doéi do rezultata

oy + s + oty + oty + 2y = (5 — 2) - 180° = 540°
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odnosno
2y + o + %y + %g + @5 + %g = (6 — 2) -+ 180° = T20°,

Tada ¢e ved mnogi naslutiti da je zbroj kutova u bile kojem n-terokutu s kutovima
- U i
11 ' s = &ow s T :l':ﬂ —- I:” 2} = ]-Eﬂ

Odliéni uéenik moéi ¢e pratiti i opéi dokaz tog rezultata:
oy + 6z + .00+ oy = 360°
x, = 180° — oy, ot: = 180° — oq, ..., 5, = |80 %,

Dakle,

(180 %) + (180° — aa) + ... + (1807 — &) = 3607 1

ne180° — (ot + e+ ... 4 om,) =2+ 1807,

odakle slpedi

#y e + ...+, = n- 180 2-180° = (n — 2) - 180°.

Ovakav pristup rjedavanju problema zbroja kutova u trokutu spada u tzv.
intuitivnu geometriju (ili kako ju je Hilbert nazivao ,anshauliche Geometrie™),
kojoj se slobodno koristimo svim dostupnim geometrijskim intuicijama 1 Zznanjima,

Nasuprot tome, u okviru aksiomatske sistematizacije geometrije (npr. Euklidove
ili Hilbertove) isti ¢e se problem rjeSavati pozivom na $to manji broj elementarnih
pojmova, uz odredeni broj do tada vec definiranih pojmova odgovarajuce aksiomati-
zacije. Na primjer, u okviru upmncnutuh aksiomatskih sustava geometrije ravnine
(Euklidovog i Hilbertovog), rotacija sigurno nece biti takav pojam, koliko god inace
bila intuitivno prihvatljiva. Naravno, ideja aksiomatske sistematizacije odredenog
fonda matematiékih znanja teska je i vefini uéenika nedostupna, ponajprije stoga
ito je ograni¢avajuéa. Ulenik tedko ili éak nikako ne prihvaca da se u razmatranju
nekog problema ne smije koristiti svim svojim znanjima. Slobodnije kazano, njegovi
su aksiomi sve ono 5to on zna (&esto i vise od toga!), a nikako ne ono Sto su
odredili Euklid, Hilbert ili njegov nastavnik. (Zbog toga Cesto i studenti ne mogu
razumjeti dokaze evidentnih &injenica, jer su one za njih aksiomi. Tko je svojim uce-
nicima ili studentima pokusao dokazati da je @ + b = b + a, ili da jednakokracni
trokut ima dva jednaka kuta, ili da neprekinuta funkcija koja mijenja predznak
ima nultocku, osjetio je taj problem.)

Kao dobar uvod u taj ograni¢avajuéi aspekt aksiomatiziranja, (a i dokazivanja,
koje je u matematici Cesto toga tipa, za razliku od dokazivanja u empirijskim
znanostima, koje redovito dopusta upotrebu svih znanja) moZe posluZiti upra-
vo problem zbroja kutova u trokutu. Naime, za usvajanje tog aspekta bitno
je. osim rezultata koji se dokazuje, u fokus dovesti i sam dokaz i njegove
osnovne karakteristike (3to on pretpostavlja a Sto ne pretpostavlja, da hi je lako
uoéiti sve njegove pretpostavke ili nije i sl.). Naravno, dovodenje u fokus samoga
dokaza najlakse se postize izvodenjem dvaju ili vide (bitno) razli¢itih dokaza 1stog
rezultata.

Na primjer, da je zbroj kutova u trokutu 180°, moZe se ueniku objasniti i na
sljededi nadin. lzreZimo 1z trokuta 4 BC kutove 8 i + i prislonimo ih uz kut =, kao
na sljedecoj slici.
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Prislonimo li ravnalo vz iscrtkanu liniju, moZemo se uvjeriti da je ona pravac, tj.
dajea -+ @ + v = 180°. To, naravno, nije dokaz da je zbroj kutova u trokutu 180"
lzrezivanje nikada nije sasvim precizno, pa kutovi moZda ne prianjaju sasvim tocno
jedan uz drugoga. Zbroj se moZda toliko malo razlikuje od 180° da to ne primjecu-
jemo. Ipak, ovaj eksperiment jednoznaéno upucuje na odgovarajudi dokaz.

Neka je zadan bilo koji trokut ABC. Toékom A povucimo pravac p paralelan
sa stranicom BC (vidi sliku).

o P
A
i) £
B c
Evidentno je, prema konstrukciji, da je
& -+ x =+ y= 130
Pod pretpostavkom da znamo da je f = x i v = »y, odmah slijedi

x+ B+ v = 180°

MNaravno, uéenici su veé ranije naudili da su kutovi uz transverzalu jednaki (ili im se
to predlaze kao evidentna €injenica; aksiom u 3kolskoj sistematizaciji geometrije
ravnine). Dakle, dokaz je proveden.

Prezentacijom dvaju dokaza iste tvrdnje, u ZiZu naSeg interesa dolaze dokazi |
njihove razlike. Odmah uvidamo da predloZeni dokazi nemaju iste pretpostavke,
$to u prvi plan razumijevanja dokaza dovodi raslojenost svakog dokaza na njegove
pretpostavke, odreden broj mzdukoraka i konaéni zakljucak.

U prvom tipu dokaza, pretpostavljamo odredena znanja o rotacijama i njiho-
vom slaganju. Osim toga, pretpostavljamo da je poznato na koji nadin kut mjeri
rotaciju, bilo da je kut uveden kao takva mjera, bilo da je to izvedeno svojstvo kuta,
U drugom tipu dokaza, pretpostavljamo odredena znanja o paralelama, kao 1 o
jednakosti kutova uz transverzalu dvaju paralela.

Odluéiti se za jedan od ta dva dokaza znadi odabrati jedne od tih pretpostavki
kao prihvatljiva pelazista daljnjih razmatranja. To znadi ograniéiti s¢ na te pretpo-
stavke, a ne uzeti u obzir neke druge. 1li znanstvenije, to znadi odluéiti se za jednu
aksiomatizaciju (npr. Euklid — Hilbertovu), a ne za neku drugu (npr. transformacij-
sku). Razlozi za odredeni odabir (koji znadz i odredena ogranifenja) mogu biti
razliditi, i trebamo ih biti svjesni kada ga éinimo. Na primjer, ,,rotacijski” dokaz
intuitivno je prihvatljiviji poczatniku, ali je skopéan s odredenim problemima, kao
$to je slaganje rotacija oko razlid¢itih sredista, koje nije sasvim lako svesti na elemen-
tarne pretpostavke koje ¢e ih razrijesiti. ., Paralelski” dokaz ima eksplicitno 1 jasno
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uolljive elementarne pretpostavke, no te su nesto apstraktnije. Njih upoznajemo
matematitkim treningom, a ne, na primjer, konkretnim snalaZenjem u prostoru.

No najvainije je spoznati da dokazati znadi, odabrati pretpostavke, ograni-
¢iti se na njih, te iz njih izvesti ono 5to se dokazuje. Krajnji rezultat takvih sistemat-
skih odabira u odredenom fondu matematiékih znanja jest aksiomatizacija tog
fonda, npr. aksiomatizacija geometrije. | kao 5to se na razne nacine moze dokazat
da je zbroj kutova u trokutu 180° tako se isto (sistematskim grupiranjem raznih
geometrijskih dokaza prema zajednickim pretpostavkama kojima se koriste) na
razne nadine moZe aksiomatizirati geometrija.

I na kraju razmotrimo jo§ jedan dokaz tvrdnje da je zbroj kutova u trokutu
180", koji je zanimljiv zbog mogudih poopéenja. Vidjeli smo veé da je ,,rotacijski’™
dokaz (s vanjskim kutovima) primjenljiv na proizvoljan n-terokat. Sljedeéi dokaz
bit ¢e primjenljiv i u prostoru, & ne samo u ravnini.

Za svaki kut trokuta ABC definiramo pridruZeni mu ortokut, kao kut koji
zatvaraju okomice na njegove krakove i koji je smjesten izvan trokuta. Na sljedecoj
slici nacrtan je trokut s kutovima =, § i v i pridruZenim im ortokutovima =, £ i 7.

O¢igledno je
x= 180" —x, B=180°—8 i v=180° —v.
Translatiramo li krakove ortokutova a, 8 i v do zajednitke totke (na slici unutar

trokuta), po dva kraka okomita na zajedniku stranicu poklopit ¢e se, pa ¢emo do-
biti tri kraka koji puni kut od 360° dijele na tri ortokuta e, & i (vidi shiku).




Dakle,
e+ B4 v =360
(180° — =) - (180° — B) + (180" — y) = 360
i).
540° — (o + B + ) = 3607,

odakle odmah shijedi

x + @ + v = 180°

O kakvom je prostornom poopéenju rije¢? Ono

Sto je za ravninu trokut, najjednostavniji poligon,
to je za prostor tetracdar, najjednostavniji policdar.

Da li je zbroj prostornih kutova tetraedra kon-
stantan, kao 5to je to zbroj (ravninskih) kutova troku-
ta? Nije! Pustimo li da se vrh tetracdra spusta prema
totki suprotne mu stranice, vidimo da kut uz taj vrh
tei prema 2=, dok ostali kutovi tecZe prema nuli (vidi
sliku).

Dakle, zbroj kutova teZi prema 27, Sto znafi da
ima tetracdara u kojima je zbroj kutova blizu 2w

Pustimo li da se vrh tetraedra spuidta prema toéki u ravnini suprotne stranice,
ali izvan te stranice, vidimo da kut uz taj vrh teZi prema nuli, dok ostali kutovi
takoder teZe prema nuli (vidi sliku).

Dakle zbroj kutova teZi prema 0, ito znadi da ima tetraedara u kojima je zbroj ku-
tova blizu 0.

Dakle, zbroj kutova tetraedra sigurno nije konstantan (inage, lako se vidi da
zbroj mofe primiti bilo koju vrijednost izmedu 0 i 2=). Drugim rijefima teorem o
zbroju kutova ne moZe se u toj formi poopéiti na prostor. Medutim, teorem o zhroju
ortokutova trokuta

2+ B+ ¥ = 360
moZe se poopéiti na prostor. Prostorni ortokut z, prostornog kutaz, tetraedra ABCD,
definiramo kao prostorni kut #to ga &ine kraci (izvan tetraedra) okomiti na strane
koje zatvaraju kut o« (vidi sliku).
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Translatiramo li krakove ortokutova «, B,y 18
do zajednicke tocke, po tri kraka okomita na za-
jedni¢ku stranicu poklopit ¢e se, pa ¢emo dobiti
cetiti kraka koja puni prostorni kut od 4= radi-
jana dijele na &etiri ortokuta =, 8, « i 4. Dakle,

e+ B84+ 8=4dm

Zeljeno poopéenje ravninskog teorema o zbroju
kutova glasi:

Zbroj ortokutova u svakom tetraedru jest 4.

Ortokutski” dokaz teorema o zbroju kutova u trokutu upucuje na onaj kri-
terij odabira dokaza, koji se u matematici najéei¢e koristi. Odabire se onaj dokaz
koji je najlakse poopéiti. Po tom su Kriteriju i ,,rotacijski” dokaz, koji se lako poop-
¢uje na n-terokute, i ,,ortokutski’” dokaz, koji se lako poopéuje na (prostorne) tetra-
edre, bolji od ..paralelskog™ dokaza.

No, vaZno je upozoriti na jednu zloupotrebu tog kriterija. Cesto se komplicirani
dokan, koje je moguée poopéiti, odabiru | onda kada se poopéenje ne provodi,
ko je moguée odabrati jednostavniji dokaz, koji istina nije moguce poopditi, ali je
to sasvim nevazno kada ga veé ne poopéujemo. To bi bilo kao da se netko u 6. raz-
redu osnovne $kole odludi za ,,ortokutski™ dokaz, iako mu ne pada na pamet da
razmatra tetracdre i njihove (prostorne) kutove. Takav sluéaj na srec¢u nije poznat
(mo7da samo zato 3to ,,ortokutski” dokaz mije poznat?), ali su zato udzbenici mate-
matike puni takvih primjera u sluCaju drugih matematiékih teorema. Najéesci je
uzrok tome taj da pisac udzbenika poznaje samo jedan dokaz odgovarajuceg mate-
matickog teorema, pa niti nema moguénost odabira. On najéedée dokaz preuzima
iz nekog konteksta u kojem taj odabir ima smisla, i smjesta ga u kontekst svojeg
udZbenika u kojem taj odabir nema smisla. On esto uopée nema svijest o tome da
treba odabrati, 2 kamoli da b1 razumio zadto odabire bas taj dokaz.

Ponovimo stoga jos jednom, razlozi za odredeni odabir dokaza (to znaci |
njihovih pretpostavki, a u krajnjoj liniji i aksiomatizacija u koje su oni prirodno
smjesteni) mogu biti, 1 najéedée jesu, razli€iti i trebamo ih biti svjesni kada ga ¢inimo.
Inade su nadi odabiri slucajni, 3to ih &ini medusobno neuskladenima, a na taj nacin
skalupljene udZbenike pretvara u nesuvisle cjeline.



