
Od pismenoga dijeljenja do 
Fermatovog maloga teorema

ZVONIMIR ©IKIÊ, Zagreb

Kada prirodni broj pismeno dijelimo nekim drugim prirodnim brojem, kao
rezultat najËeπÊe dobijemo opÊi decimalni broj s beskonaËno mnogo decimala koje
se periodiËki ponavljaju. Na primjer, 

2 : 3 = 0.666 … = .0 6
20

20
20
O

Neπto sloæeniji primjer je 

1 : 7 = 0. 1 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5 7 . . . = 0.142857
10
  30
    20
      60
        40
          50
            10
              30
                20
                  60
                    40
                      50
                         O

O

1

4

2
8

5

7
7
1

6 2
35

4

POUËAK 12

16

12 poucak zadnje  25/2/04  11:39  Page 16



Decimale 1, 4, 2, 8, 5, 7 dobiju se tako da se brojevi 1, 3, 2, 6, 4, 5 uzastopno dijele
brojem 7. BuduÊi da se ta dijeljenja cikliËki ponavljaju, preglednije ih prikazujemo
u rozeti. U njenom srediπtu istaknut je broj kojim se dijeli (u ovom sluËaju 7). U
nutarnjem vijencu istaknuti su brojevi koji se dijele (u ovom sluËaju 1, 3, 2, 6, 4, 5),
a u vanjskom vijencu su rezultati tih dijeljenja (u ovom sluËaju 1, 4, 2, 8, 5, 7). Kori-
steÊi se rozetom neposredno moæemo ispitati rezultate svih ostalih dijeljenja oblika
n : 7,  za  n < 7.  (To su decimalni zapisi racionalnih brojeva oblika  n/7,  za  n < 7.)
Na primjer,

5/7 = ..00 714285714285,          6/7 = ..00 857142857142.

Pokuπajmo sada konstruirati odgovarajuÊu rozetu za dijeljenja s 13 polazeÊi
od osnovnog dijeljenja  1 : 13.

Dobivena rozeta omoguÊava neposredni ispis decimalnih razvoja sljedeÊih razlomaka:

1/13,    10/13,    9/13,    12/13,    3/13    i    4/13.

Na primjer,

9/13 = ..00 692307692307,          4/13 = ..00 307692307692.

Meutim, to je samo polovica od svih razlomaka oblika  n/13,  za  n < 13. Drugu polo-
vicu “pokriva” rozeta koju nalazimo provoenjem jednog od preostalih dijeljenja, npr.

1: 13 = 0. 0 7 6 9 2 3 0 7 6 9 2 3 . . .  = 0.076923
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Iz nje moæemo neposredno odËitati decimalne razvoje preostalih razlomaka. Na pri-
mjer,

5/13 = ..00 384615384615,          8/13 = ..00 615384615384.

Rezimirajmo. Decimalni zapisi razlomaka  n/13,  za  n < 13, potpuno su odre-
eni sa sljedeÊe 2 rozete duljine 6.

Na isti su naËin decimalni zapisi svih razlomaka oblika  n/7, za  n < 7,  bili potpu-
no odreeni sa sljedeÊom rozetom duljine 6.
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2 : 13 = 0. 1 5 3 8 4 6 1 5 3 8 4 6 . . .  = 0.153846
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Zadatak 1.

Provedite 5 odgovarajuÊih dijeljenja i provjerite da sljedeÊih 5 rozeta dulji-
ne 2 potpuno odreuje decimalne zapise svih razlomaka oblika  n/11  (za
n < 11).

Zadatak 2.

Naite rozete koje odreuju decimalne zapise razlomaka oblika  n/21, za
n < 21. 
(Uputa: Trebali biste dobiti 3 rozete duljine 6 i 2 duljine 1.)

Zadatak 3.

©to moæete reÊi o rozetama za razlomke oblika:

a)  n/3 (n < 3),      b)  n/9  (n < 9),      

c)  n/6  (n < 6),      d)  n/5 (n < 5).

Zadatak 4.

IzraËunajte rozete za razlomke oblika:

a)  n/17 (n < 17),      b)  n/31 (n < 31),      

c)  n/37 (n < 37),      d)  n/53 (n < 53).
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Zadatak 5.

Provedite 9 odgovarajuÊih dijeljenja i provjerite da su decimalni zapisi
razlomaka oblika  n/73  (n < 73)  opisani sa sljedeÊih 9 rozeta duljine 8.

Zadatak 6.

ProvodeÊi odgovarajuÊa dijeljenja (moæete se posluæiti i kalkulatorom) poka-
æite da su decimalni zapisi razlomaka oblika  n/231  (n < 231)  odreeni roze-
tama duljine 1, 2 i 6. (KraÊe kaæemo da broju 231 pripadaju rozete duljine 1,
2 i 6.)

Ako ste rijeπili prethodne zadatke, sigurno ste uoËili da prostim brojevima  p
koji ne dijele dekadsku bazu 10 pripadaju rozete konstantne duljine lp. Na primjer,

l3 = 1,  l7 = 6,  l11 = 2,  l17 = 16,  l31 = 15,  l37 = 3,  l53 = 13  i   l73 = 8.  S druge stra-

ne, sloæeni brojevi mogu imati rozete razliËitih duljina. Broj 21 iz 2. zadatka ima
rozete duljine 6 i 1, πto su duljine koje odgovaraju njegovim djeliteljima 7 i 3. Broj
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231 iz 6. zadatka, ima rozete duljine 6, 2 i 1, πto su duljine koje odgovaraju njego-
vim djeliteljima 7, 11 i 3. Ukratko, duljine rozeta koje pripadaju nekom broju zapra-
vo su duljine rozeta koje pripadaju njegovim prostim faktorima. Dokaz ove Ëinjeni-
ce prepuπtamo Ëitatelju, a mi Êemo dokazati da prostom broju p (koji ne dijeli
dekadsku bazu 10) pripadaju rozete jedne jedine duljine lp.

Naime, duljine rozeta koje pripadaju prostom broju p (a koji ne dijeli bazu
10) jesu duljine periodiËkih blokova u decimalnim zapisima razlomaka  n/p.  Ono
πto trebamo dokazati jest da su te duljine iste za svaki n. To pak slijedi iz banalne
Ëinjenice da zbrajanjem periodiËkih blokova istih duljina ne moæemo dobiti perio-
diËke blokove veÊe duljine. Dakle, blok koji odgovara razlomku  n/p nije veÊi od
bloka koji odgovara razlomku  1/p,  jer je 

pp
nn

pp pp pp
11 11 11ff== ++ ++ ++

14444244443
n puta

S druge strane, ni blok koji odgovara razlomku  1/p nije veÊi od bloka koji odgo-
vara razlomku  n/p,  jer je 

pp pp
nn

pp
nn

pp
nn11 ff== ++ ++ ++ - k,

14444244443
m puta

za neki cijeli  k. Naime, iz Ëinjenice da je  p prost slijedi da postoji m takav da je
mn ∫ 1 (mod p).  No, to znaËi da je  mn - kp = 1  za neki cijeli k, iz Ëega se gornja
jednakost dobiva dijeljenjem s  p.

Sjetimo se joπ jednom πto je zapravo lp. To je duljina periodiËkog bloka u

decimalnom zapisu razlomka  1/p,  tj. lp je najmanji prirodni broj takav da je 

(1) 10lp ◊ pp pp
11 11-- Œ N

Na primjer,

106 ◊ 77
11

77
11-- = 106 ◊ ..00 142857142857 - ..00 142857142857 =

= 142857.142857142857 - ..00 142857142857 = 142857 Œ N.

No (1) zapravo znaËi da je 

(2) 10lp ∫ 1 (mod p),

tj. lp je najmanji prirodni broj takav da vrijedi (2).
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S druge strane primijetimo da ukupno rp rozeta duljine lp potpuno i jednozna-

Ëno opisuje  p - 1  razlomaka oblika  n/p (za  n < p i  p Ô/ 10),  pa je zato

(3) rp ◊ lp = p - 1.

(Na primjer, u 4. zadatku je  a) 1 ◊ 16 = 17 - 1,  b) 2 ◊ 15 = 31 - 1,  c) 12 ◊ 3 = 37 - 1
i  d) 4 ◊ 13 = 53 - 1,  dok je u 5. zadatku  9 ◊ 8 = 73 - 1.)  Iz (2) i (3) slijedi da za
svaki prosti p koji ne dijeli 10 vrijedi:

(4) 10 p-1 ∫ 1 (mod p).

Da smo sva naπa razmatranja proveli za zapise u bazi b, umjesto za decimal-
ne zapise u bazi 10, doπli bismo do zakljuËka da vrijedi Fermatov mali teorem.

FERMATOV MALI TEOREM

Za svaki prosti p koji ne dijeli b

b p-1 ∫ 1 (mod p).
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