POLINOMSKE APROKSIMACIJE I TAYLOROVA FORMULA

Zvonimr SIKIC, Zagreb

Problem 1. Nadi polinom P n-toga stupnja Gije su vrijednosti u medusobno
razli¢itim tockama ag, ay, . . . , @, jednake vrijednostima funkeije f u tim tofkama.

Teorem 1 (Lagrangeova formula). Postoji toéno jedan polinom n-toga stup-

mja P &ije su vrijednosti u medusobno razlidgitim tofkama a,, a,, ..., a, jednake
vrijednostima funkcije f u tim tofkama:
(1) Plag) = f(ae) Play) =f(a), ..., P (a,) = f(a,)
Polinom P, koji zovemo Lagranzeovim polinomom funkcije f, jest oblika
@ P(x) =f(ag) Ly(¥) + f(a) Ly () X ... + f(a,) L, (2)
gdje je

L) e G0 = @) (5 =8y . (x — a)

(@ — ag) . .« (@ — ay) (@ — Gyia) « .« . (@ — @)

Dokaz. Najprije dokazujemo jedinstvenost polinoma (n-toga stupnja) P. Neka
je, dakle, O polinom n-toga stupnja takav da je

Q(ag) = P(ag) = f(aa) Q@) =P(a) =f(a),...,0(a) =P(a,) =f(a,)
Tada stupanj polinoma R = PP — @ nije veéi od 1, a osim toga je i
Riag) =R{a))=...=Rfa,y =0,

Dakle, stupanj polinoma R je manji od broja njegovih nultoéaka. Odatle slijedi
da je R identicki jednak 0, tj. P = O.

Polinom P koji ispunjava zahtjeve (1) vrlo je jednostavno naéi upravo u obliku
2), jer se tada na} zadarak svodi na nalaZenje polinoma L, (x) takvih da je
0za t=£h
lzai=kFk

L (a) = {

5 [5] Siki¢, Z.: Taylorova formala i dodiri videg reda, Matematika (ovaj broj) Skolska knjiga,
Zagreb,
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Lako se vidi da polinomi

Pl e (x—ag)...(x — &) (x — ausy) coa X —a,)
(@, —ag) ... (ay — a1 (@ — Gpsy) . . . (2, — a,)
Imaju trazena svojstva.
Q.E.D.

Problem 2. Nadi polinom n-toga stupnja P, ¢ije su vrijednosti u ekvidistant-
nim tockama a, a - Ax ,...,a 4+ n Ax jednake vrijednostima funkcije f u tim
tockama.

Ovaj posebni sluaj problema 1. dopusta nedto elegantnije rjesenje, zahvaljujudi
konstantnom prirastu Ax (koji generira ekvidistantni sistem toaka). Oznacimo
s Af prirast funkcije f. Ovaj prirast ovisi o vrijednosti x, u kojoj promatramo prirast
tunkcije f, i prirastu nezavisne varijable Ax, koji izaziva prirast funkcije. Driimo
li prirast Ax konstantim, bit ée Af funkcija jedne varijable x. Prirast funkcije Af
(uz konstantni Ax) ponovno je funkcija jedne varijable x, koju oznatavamo s AZf,
tji. & (Af) = A%. Isto je tako jasno da su (uz konstantni Ax) i sve funkcije A" f =
= A (AY) funkcije jedne varijable x.

Formula

(3) J(x + Ax) =f(x) + Af(x)

pokazuje kako je mogude vrijednost funkcije f u toki x + A x izradunani iz vrijed-
nosti funkeija fi Af u pocetnoj tocki ». Lema 1. poopéuje ova formulu,

Lema 1. f(x - kA x) — (ﬁ);(.».—} (‘:‘) Af(x) + ... (i) A*F(x) ili krace

Flx+ EAx)=(1-+ A)f(x).
Dokaz. Operator V definiramo sa
Vi) =Ff(x 4+ Ax) (A x je konstanta),
Bududi da je

Vi@ =flx+Ax)=f@+Af()=(1+A)f(x

wje i
flx+kAX) =V f(x) =(1 + A)*f (x)
Q.E.D.
Problem 2. se prema lemi 1. svodi na nalaZenje polinoma n-tog stupnja /2 takvog
da je

P (a) = (g)ﬂa}

Pla+Ax) ‘—-(;)_Hﬂj + (:] Af(a)
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@) P(a+24%) = G)I{a} 1 (f)af{nj —(i) A*f(a)

Pla4+ndx)= (;)_f{a} ! G‘) Afla) + (:) Atfla) + ...+ (n) A" f(a)

H

IPrema teoremu 1, proizlazi

(5)  P(¥)=f(a) Ly(x) + {[:})I{a} + (:) afl:a}) L&)+ ...

- ((n) fa) + (’I‘) Af@@)+...+ C:) A"f@) L, ()
4.
) P(x) = f(a) No (%) + Af (@) Ny () + . . . + A"f(@) N, (x)s

gdje su polinomi N, (x) odgovarajuce linearne kombinacije polinoma L, (x) (za
t = k = n). Medutim, polinom oblika (6) ispunjavat ¢e uviete (4) ako bude

N (%) = 1

N, (x) = ; (x — a)

) N, (x) = ﬂigtx—an{x—waxa
N, (x) = L—-(.x—a]f:-:—a—jr}.-.

nl Ax"
(x —a—(n—1)Ax)
(5to se lako vidi usporedivanjem oblika (6) s uvjetima (4)), tj. polinom
Af(a) | (x—a)(x—a—Ax)A? fla)
Ax 2! Ax?
, (x—a) f:-:__—_ﬁ — ﬁx} oo (X —@— {ﬂ.-."' 1) A x) _&_’ﬁ}
' n! Ax®

8)  Plx)=f(a) + (x — a)

riesenje je problema 2.
Vrijedi dakle sljede¢i teorem :

Teorem 2 (Newtonova formula). Postoji toéno jedan polinom s-tog stupnja
P, tije su vrijednosti u totkama a, a + Ax, ..., @ 4 n Ax jednake vrijednostima
tunkeije f u tim tofkama. Polinom P je oblika (8).
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Mapomena: Polinom P jednoznacno je odreden (prema tecremu 1).
Polinom (8) zovemo n-tom Newtonovom (a, Ax)-aproksimacijom funkcije f.

Problem 3. Kakvu gredku Cinimo aproksimirajuci funkciju f njenom s-tom
Newtonovom (a, Ax)-aproskimacijom?

Teorem 3. Neka je a=ayp a + Ax =2y ...,a+ndx=a, i neka je
f o €"1, Gretka R koju &inimo aproksimirajudi funkciju f njenom n-tom New-
tonovom (a, Ax)-aproksimacijom P je

© R =1() — P9y =E 2 EZ 8. (020 ooy )
(n 4+ I)!
#a neki
E [min {ay, ..., a,, x{, Max (@ ..., d, x1).
Dakle, vrijedi
(10) ) =fl) + - 208 4y
Ax
(- —a =89 (r—a=( = DAN) A f@)
n! Ax
L x—ax—a— 'a"'x] fx—8— "'j"IlJ,rr-+l (2).
(s -+ 1)!

Dokaz. Prema definiciji n-te Newtonove (a, Ax)-aproksimacije funkcije f

.-'r'::f"n] = P{ﬂn}:— v J,l'r{ﬂn} = P(a,)

1j.
(11) R{a,) = R(a;)=...=R(a,) = 0.
Nadimo funkciju F koja uz ove iste uvjete
(12) Flay) = Fla,)=...=Fl(a,) =10

ispunjava i uvjet
(13) F(x) = 0.
Oito je (prema (11)) da funkcija
(14) Flz)=R(z)—(s—ag)(z—ay) ...l —a,)H
uz ovaj odabir konstante H
R(x)

(x — ag) (x — ay) ... (x —a,)

ispunjava sve traZene uvjete (12) i (13).
Mo dokaza teorema 3. dodi ¢emo vrlo jednostavnom primjenom leme 2.

(15) H =
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Lema 2 (Poopceni Rolleov teorem). Ako za funkciju F iz C™?1 yrijedi F (a,) —
= F(a) = ...= F(a,) = F(x) onda postoji £ iz intervala Imin {a,, ..., a,, ¥},

\MAX Qg . . . 5 &y, x}] takav da je F™1' (E) = 0.

Dokaz leme 2. Dokaz provodimo indukcijom. Za n = 0 radi se o Rolleovu
teoremu. Razmotrimo sada sluéaj (s -+ 1)-totke (Fla,) = ... = Fla,.,) = F(x) =
= 0), pod pretpostavkom da tecrem vrijedi za n todaka. Po pretpostavci POStoji
£, takav da je

(16) FirtU BV =0zaE; € [min [ag ..., 8., 2}, fmax ay, ..., a€,, x})
i £y takav da je
(17) F*U(E)=0za2, € [minfag...; 6. Gueits MAX {Gps .+ <+ 5 Ty Tuit]
Po Rolleovu teoremu iz (16) i (17) proizlazi da postoji £ takav da je

F*+2 (E) = 0 za £ € [min{E,, &}, max{§,, £.}]
odakle lako slijedi da je

-

2 € [min {8 . . . 3 Gegrs X}y MAX {Bgs + .+ 5 Byyys X}
Q.E.D.

No sada iz (12) 1 (13), prema lemi 2. proizlazi da je

(18) F*'V(E) =0 za neki £ € [min {a,...,a, x}, max {a,,...,a, x}]

Uzmemo li u obzir da je R (x) = f(x) — P(x) idaje P(x) polinom n-toga stupnja,
tada uzastopnim deriviranjem funkcije F(2) iz (14) dobivamo

(19) F) (g) = o' (5) — (r + 1)1 H.
[z (18] i (19) proizlazi

B ff""”{ﬁ}r
(22 + 1)!

1z (20) i (15) proizlazi (9). (10) proizlazi iz (9) i (8).

(20)

Q.E.D.

Problem 4. Sto se defava s n-tom Newtonovom (g, Ax)-aproksimacijom
kada Ax ide prema nuli, tj. kada se (n -+ 1) zajednika tocka grafa funkcije f i grafa
n-te Newtonove (e, Ax)-aproksimacije PP stapaju u jednu jedinu ,n-struku” tofku
a?

Newtonova si-ta (a, Ax)-aproksimacija funkcije f polinom je odreden parametri-
ma #, a, Axif, 4. P(x) = P, a.,x). DrZimo li a, # i f konstantnim, problem
4. svodi se na nalaZenje graniéne funkcije

O (x) = lim P,, (x).
LT |
Teorem 4. Granitna vrijednost n-te Newtonove (a, Ax)-aproksimacije
funkeije f (oznacili smo je gore s O (x)) je n-ta oskulacijska aproksimacija funkcije
f u tofki a.
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Napomena: Definiciju n-te oskulacijske aproksimacije funkcije f u wdcki a,
kao i izvod njena oblika

{El} 0, 1:":} __ilr{’ﬂ.;l - _|||-'l {g} {.'t - 'ﬂ-_l] 4 fln: [ ]—___L_I}_

moéete naci u [S).

Dokaz. Usporedujudi oblik n-te oskulacijske aproksimacije funkcije f u tocki a
(vidi (21)) s oblikom n-te Newtonove (a, Ax)-aproksimacije funkeije f (vidi (8))
Jako uvidamo da teorem proizlazi iz jednakosti

. A*fla) 2
lim —— = " {a).
(22) T % (a)
lednakost (22) dokazujemo indukcijom po k.
Za k = | jednakost (22) je definicija derivacije. Pretpostavimo da jednakost (22)
vrijedi za k:

A* ()

= L
ﬂTn Ak = ¥ (x)
tj.
A* f(x)
A
im ——— =
Ax—0 15 ()
Sto znadi da je
AR
(23) AP g (),

Uz tu pretpostavku moZemo dokazati da jednakost (22) vrijedi i za & - 1:

i(-’-‘-‘ﬂx})
[ - 23 ol L L
i U0 At T im V) ey,
Aax ﬁf"'i Sl jl_":‘ Ay _,'lx
Q.E.D.
Dodatak.

Iz jednakosti (23) proizlazi jedna zanimljiva kombinatoricka formula. Naime,

Mt KB e N TG
L R e

v/ (a) _[ )r'-iffa:r ( )v* ) sl s l}*‘( ) v @

——— — e ——— — e ——— e

Ax—0 Ax®

) hm{ Ef’-:‘-i_"fx}_—c_]i[_cj-i—(k—ljﬁx}j{i)ﬂfﬁ-_ﬂfimxjﬂ (1) () @)

Ax-p0 Axt

15



nakon k primjena L Hospitalovog pravila!

= hm
Lt | ]

EEFE (a-+ RAX) — (T){k_ 1R a4 (h—1) Ax)4- (D (k—=2)"*(a+(k—2) Bx) —...

—— = = -

ki
ey (:]_u. = /% (a) (i) i (T) {k..-“_.i];(:).sk. A
e
—
Dakle
(24) k! — (’;) Rt — (‘:’)m 14 G){.& oY — L (=1 (i)m— B)*.

Obrnuto, formulu (24) moZemo dokazati i direktno (sluZeéi se npr. principom
ukljuéenja i iskljuéenja) pa je potom iskoristiti za dokazivanje jednakosti (23).
Time zaobilazimo upotrebu pojma ~ u dokazu teorema 4 (§to je poZeljno)

w-wll
ali treba imati na umu da direktni dokaz formule (24) nije jednostavan (npr. zahtijeva
poznavanje principa ukljucenja i iskljucenja).
Evo na kraju jednog dokaza formule (24) koji je nasao P. Keglevic¢ (a koji ne
zahtijeva poznavanje principa ukljucenja i iskljucenja):
MNeka je

S; = G) K — (’i’) (k =1y + (‘;’) =2y —...+ (= ”H(kf. !) 1"+

- (—1)* (:)nt

tj.
k k
Sp =k — )k—-l'—i--...'v—l”'l( )I'
: (,)&-D 2t 2] e
£
ke & N U {0)2.

1 V;::‘:i broj razliditih teorema naziva se L Hospitalovim pravilom. Mi mislimo na ovu

verziju: ako su fi giz C'[a —e,a +¢] i f(a) = g(a) = 0 onda je lim _,F(_x} = Iimfﬁ (tj.

i xsa & (X) x—r-c_:.f':r} i
ako postoji jedan limes onda postoji i drugi i jednaki su). U slufaju g(x) = x* dokaz je sasvim
jednostavan.

¥ Uz konvenciju 0° = 1,
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Tada je

STl (h 4 [y — (k I— l)k,.. 4 —-1.-:--{—1}‘(’* ;— l)w___
A [ I R LR

+ +:—~-1:|*'[(kf ) ()] = e (B = -y
= (P Y gy (i) 17+l =

2{ 1::( ) (€& — i 1yt — e — i) 5 (--IJ*(D.

Kako je prema binomnom teoremu

(R =i 1" =k — ™4 (;l){k—lj'-i--.. [::I){k 1y°,

w je

{k_l lr.]_k—-t'l;-_r-i I)k—-r-,.1__r—i"| = 3
O ) 1 (| (& — & - (" ")e-»

5[ -

J=]

Stoga je

sy —[*Z' (1Y (k) ()@= or(f) -

-2 ()2 f)e-rarem()-

(V)2 er()e-r+ (1) Z e (oo
(B e () er()-

U S A C VLR Sl

(25) Sril — z (r I]S;d ;.
i=1 J



No iz (25) indukcijom po k& proizlazi

f[} #a y < k
| k! xza y=h

Naime, za k = 1 je prema definiciji

@7 53__(;}..;“ : S§'=(:])—(t)=l}.

Korak indukcije proizlazi iz (25): Zar <kjer-+ 1<k 1, a kako su tada svi

(26) 95 =

S jednaki nuli, to je i S;it = 0. Ako je r = k je onda je
k +
I

Time je dokazana formula (24), jer njome se ba$ tvrdi da je 5 = k!

S;_:’i o] Sﬁi:-T ( I)S:':'_ == [:_k - IJS: [:_: Ek 'F ]:H'



