PRINCIP PERMANENCIJE I EULEROVA FORMULA

ZVONIMIR SIKIC, Zagreb

Najjednostavnije brojke kao ,jedan”, ,,dva” i ,.tri”" (katkada i ,.Cetiri”) pri-
padaju u vecini jezika gramatckoj kategoriji pridjeva (dekliniraju se). One ipak
poblize ne oznaCavaju imenovane stvari na nac¢in ostalih pridjeva. Kada kazemo
da dva velika stabla rastu ispred neke kude, tada ukazujemo na to da je svako od
tih stabala veliko, a ne i na to da je svako od njih dva, Mogli bismo smatrati da
brojke pobliZe oznacavaju skupine stvari (a ne same stvari), iako to nije u skladu
s njihovom gramatickom upotrebom (iskaz ,,skup stabala to raste ispred ove kuce
je dva™ nije gramaricki korektan). Ali to ne odgovara Cak ni njihovoj matematickoj
upotrebi. Tu se one najéeiée upotrebljavaju kao imenice: Dva je veci od jedan;
Sest je najmanji savrieni broj. Gotovo je sigurno da se takva upotreba ne javilja
prije pojave aritmetike, kojom brojevi postaju predmetom matematickog znanja,
a brojke njihovim imenima.

Koji su brojevi predmet toga znanja? Prirodni brojevi, koji odreduju koliko
je pojedinih élanova ncke skupine (koliko jedinica ima ova skupina), ali i racio-
nalni brojevi (¢ija su imena razlomei), koji mjere odnos dviju cjelina nekom zajed-
nickom (po volji i moguénosti odabranom) mjerom (nckom jedinicom iste vrsie),
kao odnos prirodnog broja mjernih jedinica $to tine jednu cjelinu i prirodnog
broja mjernih jedinica $to cine drugu. Vedina jezika poznaje najjednostavnije brojke,
koje su imena najjednostavnijih racionalnih brojeva, kao to su wpolovina’, ,,re-
dina” i ,,0etvrtina”,

Ali oznake kao 3to su ,— 17, ,¥27 i A — 1" samo matematika, i to novija,
smatra brojkama. Takva njihova upotreba povezana je s razvojem aritmetike i
izvan tog konteksta ne moZe se razumjeti. I dok se 4/2 jo& moZe smatrati myjerom
jedne kontinuirane wveliéine, pa je u tom smislu broj, — 1 i 4/ — 1 teiko da mjere
ikoju velicinu (a jo§ manje izbrajaju koli¢inu). U kojem su dakle smislu — I i
v/ — 1 brojevi? Q¢ito je da brojke toga viSeg tipa ne moZemo upotrebljavati na

. i : ke s o : :
isti nacin kao obiéne brojke 1%, ,,?" ili ¢ak ,,v/2”. Nema smisla kazati da se

ispred kuce nalazi — 1 stablo, a jos manje da je tamo V' — | stabala. Isto tako ne
moZemo reéi da je v/ — 1 duljina neke duzine, ili da je to — 1. Zadto onda uvodeci
cijele i kompleksne ,,brojeve” i dalje govorimo o brojevima? Izgleda da je prosi-
renje pojma broja (od prirodnog do kompleksnog) zapravo jedno prodirenje upo-
trebe rijeci ,broj” na entitete raznih vrsta, i da se ono opravdava samo mogudé-

S0



noiéu rafunanja sa znakovima koji te entitete oznaduju, prema pravilima koja
vrijede za ralunanje sa stvarnim brojkama:

a+b=>b-+a a-b=0b-a pravila komutacije
a4+ +e=a-t(b+e) (@a-b)+c=a-(b-¢) pravila asocijacije
a'b+ecl=a-b+a-c pravilo distribucije

Sistem brojeva, u tom prosirenom smislu, skup je entiteta koji se
pokorava tim zakonima, uz prikladne definicije zbrajanja i mnoZenja.
Posljednja kvalifikacija je znaCajna jer se pojam zbrajanja i mnoZenja koji je podo-
ban prirodnim brojevima ne mo?e prenijeti na brojeve drugog tipa. Na primjer,
mnoZenje cijelih brojeva ne moZemo shvatiti kao uzastopno ponavljanje operacije
zbrajanja (jer §to je to ,.negativno uzastopno ponavljanje”). Ipak mnoienje cijelih
brojeva morameo definirati prema ovim pravilima:

(+a):(+8)=+@b)  (+a)(=b)=—(ab)
(@) (+B)=—(ab)  (—a(-(~b)=+@"b)

gdje su vrijednosti varijabli a i b prirodni brojevi, a mnoZenje na desnim stranama
mnoZenje prirodnih brojeva. Naime, samo ¢e takvo prosirenje biti prikladno, tj.
samo uz takvo prodirenje bit ¢e saCuvana navedene pravila ratunanja. Na primjer:

a-(— &) mora biti — (a-b) jer
a+b+ a-(— b = (ako je saluvano pravilo distribucije) =

=a-(b+ (— &) = (po definicijiod — &) =a-0=10,

dok je, s druge strane,
a-b+4 (— (a-b)) =0, dakle
a-(—b)= —(a-b).

ol

Moze se reci da je to uvodenja kompleksnih brojeva (ukljucujudi i o uvodenje)
takav razvoj bio nesvjestan u tom smislu $to su matematicari prodirivali upotrebu
rije¢i ,,broj” ne shvaéajuéi wéno $to Cine. Oni su bez sumnje bili vodeni onim
§to je G. Peacock 1833, (u [P]) nazvao ,principom permanencije ckvivalentnih
formi”, tj. htijenjem da se zadrze navedena opca algebarska pravila i u prodirenim
racunima; ali su ujedno smatrali da su radi rjedavanja problema, koji su se namet-
nuli na jednom stupnju razvoja, prisiljeni prihvatiti nove formulacije na slijedecem
stupnju razvoja, a nisu algebru razmatrali apstrahirajuci konkretne racune, ili je
pak razvijali iznalazenjem novih racuna, kojima se prodiruje podrudje vazenja opcih
pravila do krajnjih granica. U 19. stoljecu situacija se mijenja. Prije svega prili¢an
broj znacajnih matematicara pocinje misliti o algebri na apstraktan nacin. Ve
smo spomenuli Peacocka, a bilo je i drugih. D. F. Gregory napisao je 1838, clanak
,»O stvarnoj prirodi simbolicke algebre”, ([G]); De Morgan je izmedu 1839. i
1844. napisao seriju clanaka o ,Zasnivanju algebre” ([M]). Bilo je medutim i
pokuiaja da se iznadu novi racuni. H. Grassmann stvara 1854, svoje djelo ,,Aus-
dehnungslehre™ ([Gr]), kojim pokusava realizirau Leibnizov projekt geometri)-
skog racuna. Od 1844, i dalje, kada je objavio svoj prvi rad o kvaternionima, W.

51



R. Hamilton (iz Dublina} posvetio je velik dio svoje energije dovrienju nove alge-
bre hiperkompleksnih brojeva. Treba dakako upozoriti na to da Hamilton nije
krenuo ni iz ¢ega. Njegovi su napori potaknuti Zeljom da izgradi racun. koji e
za gibanja u trodimenzionalnom prostoru uéiniti ono 3to su kompelskni brojevi
ucinili tako uspje$no za gibanja u ravnini. Kao §to su kompleksni brojevi izrazivi
u obliku @ + & -1 (gdje su a i b realni brojevi, a ¢ pokrata za ,,broj” v'— 1 koji
predstavlja rotaciju ravnine) tako da’su i njegovi kvaternioni izrazivi u obliku
a+b-1+c-j4+d-k gdjed, ji k predstavljaju rotacije u tri medusobno oko-
mite ravnine. Ali za razliku od kompleksnih brojeva njegov se sistem ne pokorava
osnovnim algebarskim pravilima. Da bi zadrZag ostala pravila, morao je odbaciti
komutativnost mnoZenja. Zbog toga kvaternion'ne drzimo uvijek brojevima. Isto
s¢ moZe reCi 1 o drugim prijedlozima, npr. matricama, koje katkada moZemo sma-
trati prodirenjem pojma broja, preko podrudja kompleksnih brojeva. Poznato je
da nema takvog prodirenja kojim se ne bi Zrtvovalo bar jedno od pravila koja od-
reduju znacenje rijeci ,,broj” u matematici. To ne znadi da je glupo govoriti o
hiperkompleksnim brojevima, nego samo to da je takva upotreba opravdana
tek djelomiénom analogijom.

Sve 5to je do sada kazano standardno je tumacenje! prodirenja pojma broja
(slitno se npr. moZe nadi u [K]).

Medutim, nama je stalo do toga da te jednostavne ideje primijenimo 1 na
operaciju potenciranja, t¢ da tako ispitamo moze li se pomodéu njih doéi do glaso-
vite Eulerove formule

£"” = cos m + {sin w,

koja daje znaCenje potenciji realnog broja imaginarnim eksponentom. Dakle, kao
§to zbrajanje i mnoZenje brojeva treba da se pokorava prije navedenim opéim
algebarskim pravilima (a da bismo ga zvali zbrajanjem i mnoZenjem brojeva),
tako i1 potenciranje brojeva treba da se pokorava opéim pravilima za potenciranje
stvarnih (prirodnih) brojeva:

g == gl g (a®)" = %" (a - by = a° - I,
Zbog toga zahtjeva na primjer
21 mora biti -21’-, jer
2 23:: = {EII::E je Frijelaznm na racionalne brojeve saéuvano prve pravilo) —
dok je s druge strane (po definiciji reciprone vrijednosti)
2"515 — 1, dakle rﬂ:%.
Sli¢no, 2¥* mora biti v'2° jer

(2¥*)* = (ako je prijelazom na racionalne brojeve saduvano drugo pravilo) —

= 2321 — 23,
o de.

! Da je o tumadenje standardno, znali samo to S0 ga prihvadaju svi oni koji su se ozhilj-
nije pozabavili tim problemom; ne i to da je onoe medu matematidarima firoko rasprostranjeno
i poznato.
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dok je s druge strane (po definiciji operacije 4/ )
(V2% = 23, dakle 292 = /23,
Mora li iz istih razloga €' biti cos w - isinw? Je li Eulerova for-

mula nuZna posljedica Peacockova principa permanencije ekvivalentnih
formi? To je naSe pitanje.

Svaki kompleksni broj  moZe se (algebarski) prikazati kao 2 = x | iy, gdje
su x i y realni brojevi. Lako je pokazati da su slijedeée definicije zbrajanja i mno-
Zenja jedine prikladne definicije zbrajanja i mnoZenja u kompleksnom podrudju,
tj. jedino uz te definicije ostaju i u kompleksnom podruéju saéuvani osnovni zakoni
raunanja (komutativnost, asocijativnost i distributivnost). Evo tih definicija:

(%1 -+ ) + (% + i) = (% + 22} + 7 (0 + 39)
':IL T 1}’1} (%2 + iye) = (xx2 — W¥a) + & (X ¥ - ).

Pretpostavit ¢emo da je Citaocu poznat tzv. geometrijski oblik kompleksnog
broja
g=r(cos!+¢sinl),

koji je s odgovaraju¢im algebarskim oblikom
Z = x + gy
vezan ovim relacijama:

x
X% 4 p¥ = pf — = cos [

Vit + yt
(r i ! zovemo modulom odnosno argumentom kompleksnog broja z).

MnoZenje kompleksnih brojeva prikazanih u geometrijskom obliku vrlo je
jednostavno:
ry(cosl, +dsinl)-rs(cosl + 18in L) =

= ryry (cos (I, + fy) -+ isin () -+ L)).

Odavde slijedi da se kompleksni broj potencira prirodnim brojem prema De
Moivreovoj formuli

(r(cos I + isin )" = r" (cos nl + f sin nl).
Smatramo da su te dinjenice ¢itaocu poznate.

Pitanje je: Na kakvu nas definiciju potenciranja realnog broja imaginarnim
eksponentom sili princip permanencije, tj. odreduje li, i u kojoj mjeri, princip
permanencije znalenje izraza a'®?

Prije nego poénemo traZiti odgovor na to pitanje uotimo jednu ¢injenicu.
Kompleksni brojevi nastaju profirenjem realnog brojnog podruéja novim elemen-
tom ¢ (Cije je definiciono svojstvo i = — 1) i svim elementima koji se dobivaju
kombiniranjem toga novog elementa sa starim elementima, upotrebom osnovnih
ratunskih operacija -+ ¢ +. Vet smo kazali da su svi ti elementi oblika x -+ iy (npr.
element x; + xof + x¢° + x4 je, zbog i* = — 1, u stvari (x, — x,) + (%2 — x,) 7.
S obzirom na osnovne ra¢unske operacije (zapravo s obzirom na mnoZenje) ele-
ment — i udovoljava osnovnom definicionom svojstvu elementa ¢, tj. (— 1)* =
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= — 1. Dakle, ako je rezultat odredenog ratuna sa f, oznatimo ga s R (¢), jednak
x =+ 1y, 1j.
R({) = x + 1y,
tada ¢e rezultat istog raduna s — ¢ birti
R(—1{) =x—1y.

Zelja nam je da potenciranje @ uvedemo wu okviru podruéja kompleksnih
brojeva, podrucja koje je odredeno osnovnim racunskim operacijama (kao pod-
¢je elemenata x + dy, gdje su x i ¥ realni brojevi). Mi ne Zelimo (ako je moguée)
uvoditi nove elemente kao rezultate potenciranja a'”. Dakle, Jotemo da bude

& = x + iy (1).

a zadada nam je vidjeti odreduje li princip permanencije x i y u ovisnostio ai @
Nadalje, @' smatramo ratunskom operacijom u kompleksnom podruéju (opet
jedna vrsta principa permanencije), stoga mora biti

= — iy (2)

MnoZenjem izraza (1) i (2) dobivamo

a"™ g™ = (prema principu permanencije i dalje treba da vrijedi pravilo
za umnofak potencija) = a™ ™™ =a% =1 = (x + &y) - (x — fy) = x® 4+ 2
Dakle, modul broja a™ je 1, 1.

" = cos | 4+ isinl.

il

Ostaje da se nade argument [, koji ovisi 0 a i o, tj. da se nade funkcija I (a, a).
Odreduje li princip permanencije funkciju 7 (a, w)?
Dokazat ¢emo dvije tvrdnje koje daju odgovor na to pitanje.
1. Funkcija I (a, @) je linearna u drugom argumentu:
I (a, mw) = mi (a, w).
Naime,
cos I (a, mw) -+ 1 sin I (@, mw) = a'"™" = (prema principu permanencije) =
= (a")" = (cos ! (a, w) + isinl(a, @)™ = cos ml (a, ®) + i sin ml (a, w), 4
(g, mw) = ml (a, w).
2. Funkcija ! (a, @) je linearna u logaritmu prvog argumenta, tj.
I{a™, w) = ml (a, w).
Maime,
cos I (@™, w) + tsini(a”, w) = (a™)"" = (prema principu permanencije) =
= ¢'™" = (prema principu permanencije) = (a"*)™ = (cos I (a, @) +
+ tsin ! (a, )™ = cos ml (a, w) -+ i sin mi (a, w) tj.
!(a", w) = ml (a, m).

Svojstva 1. i 2. odreduju funkciju {(a, @) ,,do konstante”;
Prema 1. funkcija {(a, @) je linearna u drugom argumentu, tj.
I{a, w) = k(a) w, (3)
gdje je k(a) za sada nepoznata funkcija prvog argumenta.
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Prema 2. funkcija {(a, @) je linearna u logaritmu prvog argumenta, tj.
{(a, ) = log a h (w)?, (4)
gdje je /i (w) za sada nepoznata funkcija drugog argumenta.
Iz (3) i (4) slijedi
k(a) o= h(w)-loga, tj.

& @) _ m za svako a i @, 1.
log a 1
kEﬂ:].- — k—{i}! - r'l'."'l.'_'l-l'lﬂt, = ,;_',
log a I
odakle uvritavanjem u (3) ili (4) dobivamo
g, w)=c¢c o loga (5)
ili ekvivalento
I{a, w) = o - log a, (6)
gdje se logaritmira po nekoj drugoj bazi, koja je i tako neodredena (vidi podli-

smﬂ!{ A

< Zakljutimo. Princip permanencije sili nas na slijedeéu definiciju:
a'" = cos (@ - log a) + 1 sin (@ - log a), (M

u kojoj je baza logaritmiranja neodredena, tj. svakom izboru baze odgovara jedna
definicija potencije. Lako je provjeriti da su tom definicijom (ili bolje svakom od
tih definicija) satuvani osnovni zakoni potenciranja. (Preporuamo Citatelju da
to sam provjeri.)

Jod jedno pitanje ostaje otvoreno. Za svaki odabir baze logaritmiranja u (7)
dobivamo definiciju potenciranja koja je uskladena s principom permanencije.
Posebno, za svaki odabir baze dobivamo formulu za £, koja je uskladena, s prin-
cipom permanencije:

e = cos (w log e )+ 1 sin (o log e).

Citatelj mozda pomislja na to da bi profirenje operacije potenciranja na kom-
pleksne baze i kompleksne eksponente (u skladu s principom permanencije) dovelo
do te odluke. To medutim nije toéno. Zelimo li definirati s{» u skladu s principom
permanencije, pgisiljeni smo postupiti na slijedeéi nadin:

Ako je geometrijski oblik broja z

2, = o (cos ! + isin ),

a algebarski oblik broja =z,
2y = x + iy,
tada je
z1* = (0 (cos | + i sin [))**™ —= (prema principu permanencije)®
= ¢**" (cos ] + isin I)*'" = (prema principu permanencije)
= p"0" (cos I + i sin [)* (cos ! L {sin )",

="

* Baza logaritmiranja nije odredena, Izraz (4) valjan je uz odabir bilo koje baze,
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Prvi faktor je definiran u realnom brojnom podrudju. Definiciju drugog fak-
tora ve¢ smo nagli. Treéi faktor mora preme De Moivreovoj formuli (uz ofuvanje
neprekinutosti potenciranja) biti oblika cos x/ + 1 sin x/.

Nedostaje definicija etvrtog faktora. Evo je:

(cos ! + isin ) — (Eﬂﬂ (-—I— log n) + 1sin (

log a log a
ciji potencije realnog broja imaginarnim eksponentom) = (a' 'FT)Y =
= (prema principu permanencije) = a~'¥/'"%2,

L81
log u)) — (prema defini-

Lako se vidi da ta definicija ne ovisi o izboru realnog broja a jer je u real-

nom brojnom podrudju &,

g-iviesg_ p-iv b—l:-,-‘lnrnilﬂ‘"
Definicija do koje smo dosh ¢
(2 (cos I + isin I)y™*% = g* - B (cos (x [ + ylogy o) +
+ i sin (x! + y logs 2))

uskladena je s principom permanencije (§to Citatelj moZe lako provjeriti), a u njoj
je baza logaritmiranja B i dalje neodredena, tj. za svaki odabir baze B dobivamo
definiciju uskladenu s principom permanencije.

Dakle, princip permenencije odreduje definiciju potenciranja u kom-
pleksnom podrudju ,,do konstante B,,. Odabir B — ¢ ne namede se prin-
cipom permanencije. Njegovo je porijekle drugdje. Gdje?

1. Formula ¢ = cos @ -+ 1 sin @ najéedée se opravdava ovako:

Razvoj funkcije ¢ u Taylorov red je

o o o ol
— 4 AR B R s e
0 e ey e Sapi

stoga je razumno definirati
& =1 + .‘Im + ."ttm_.): - fmf'f . w L
1! 21 3! 4!

(o&ito se iza rijedi ,,stoga je razumno” krije neka vrsta principa permanencije ekvi-
valentnili beskonaénih formi).

T | & 5 rl - .
Medutim, razvoj funkeija cos @ i sin @ su

w?  wd
CoR o = | — = o P
20 4!
] &
. i il L
SN = — — — 4+ — — ...,
1! 3! 51

odakle sumiranjem redova jednostavno slijedi
&' = cos @ + i sin w.

* Citatelj ée uoditi da se tek sada koristimo ofuvanjem tredeg pravila za potenciranje,
(ab)® = g'h",
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2. Eulerov izvorni pristup primjenjuje se na drugi nadin istim principom :

& " " m F . m o
cos w -+ 1 sin w = (De Moivre) = (r:os— 4-:51n-—) =
n "

= cogh 2 (] +itg E)-.
n n

M{:dutim-

A w
limcos®— =1, a
Fi—i-a0 M

I

lim (1 b tgﬂ)"= (zamjenom ekvivalentnih infinite-
b

lim (1 3 ;tg.‘_”_)“
P " L
Lp ]
zimala) = lim (I + fﬂ]'z lim (1 g E’]"‘
i d -k i
:_.,,n =

Dakle

1 "
msm+=‘sinm=1im(1-.-ﬁ),

i H

U realnom pak brojnom podrudju
lim (1 + E)"= e,

e 0 H

stoga je razumno definirati

. 'y ™ ety
é° = lim (1 + :--) = cos @ + 1sin @
=0 i

(otito se jod jednom iza rijefi ,stoga se razumno™ krije neka vrsta principa per-
manencije ekvivalentnih beskonaénih formi).

3. U okviru teorije funkcija kompleksne varijable do formule za & dolazi
se preko zahtjeva da funkcija ¢ bude sama svoja derivacija (kao 3to je to u realnom
podrudju funkcija ), tj.

L g, (8)
dz
te da osim toga ¢ = ¢ bude profirenje realne funkcije ¢, tj.
& =¢ za p=0, (9)
Naime, neka je ¢ = u + fv. Iz (8) slijedi
c
‘—:; (e 4 iw) = (po definiciji derivacije ulkﬂmplek&nﬂm podrudju) = ﬂ—
X
= (u + fv) = (8) = u + v, 1.
du
—=u i 10
dx (10)
do
—=, 11
Ox (1)



Iz (10) slijedi da je

u=¢e-f(y). (12)
; a—— . 0
Iz (113 i (12), prema Cauchy-Riemennovu uvjetu diferencijabilnosti -;-' =
X
= — o , shijedi
dy

o= —ef (. (13)

Iz (10) i (13), prema drugom Cauchy-Riemannovu uvjetu diferencijabil-
. 0w Do Sdirmy
nogti — = — , slijedi
dx  dy
u = —&f" (¥). (14)

Iz (12) i (14) slijedi
e+ =0 1.

FM+f(y»=0. (15)
Dpée rjefenje diferencijalne jednazdbe (15) je
f(%) = e cosy + cpsin y.
Iz uvjeta (9) slijedi da je
F = (120 1) = PO = N =¢ 2y =0, 1

=1, a f(0)=0 (16)
Potetni uvieti (16) daju traZeno rjedenje
f(y)=cosy 1.

& = ¢ (cos y -+ fsiny).
Za x = 0 dobivamo Eulerovu formulu.
U ovom sluéaju, s obzirom na uvijet (8), moZemo govoriti o principu perma-
nencije ekvivalentnih diferencijalnih formi.
4. Pokazat ¢emo da do odabira B — e moZemo dodi Koriste¢i se jednostav-
nijim principom.
Ne treba zahtijevati oéuvanje {p-ermane::ciju) diferencijalnih ili bes-

konaénih formi, dovoljno je zahtijevati ofuvanje (permanunciju) same
diferencijabilnosti.

Drugim rije¢ima, odabir B = ¢ namede se Kao jedini uz koji je potencija
@ u kompleksnom brojnom podru&ju diferencijabilna funkcija argumenta z =
— x + iy. To da je ¢, pri tom izboru, sama svoja derivacija posljedica je zahtjeva
diferencijabilnosti, koju stoga ne treba postulirati.

Naime, da bi funkcija

a**" — y + fv = a® cos (y logg a) + 1a” sin (y log, a)
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bila diferencijabilna u kompleksnom brojnom podruéju, moraju biti ispunjeni
Cauchy-Riemannovi uvjeti

Dakle mora biti

g”. = a" In a cos (y logy a) = jj- = a* log a cos (y logy a),
X

L. mora biti
Ina = logy a,
odakle slijedi

B =e.

Napominjem da je taj rezultat poludiv i u okviru teorije funkcija kompleksne
varijable. On je naime posljedica teorema, po kojem je svaka diferencijabilna
funkcija, u kompleksnom podruéju, jednoznaéno odredena vrijednostima na pre-
brojivo mnogo svojih argumenata, i teorema po kojem je razvoj diferencijabilne
funkcije u Taylorov red jedinstven. I ovdje se dakle vidi da je zahtjev {E] iz 3.
prejak. Medutim, teoremi na kojima se temelji ovaj uvid pﬂshciu:a su vel razvi-
jene teorije funkcija kompleksne varijable (kompleksna integracija, Cauchyjev teo-
rem, Cauchyjeva integralna formula, razvoj u Taylorov red itd.), pa je uobilajeno
(s obzirom na to da se elementarne funkcije ¢, cos z, sin z itd. obitno uvode na
poletku same teorije), uvoditi elementarne funkcije kao u 3, #to ne zahtijeva raz-
vijenu teoriju. Postupak 4. o moguduje njihovo uvodenje, uz oslabljeni uvjet,
na stupnju elementarnijem c¢ak i od stupnja u 3.
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4 Jedno upozorenje za fitatelja koji donekle poznaje teoriju funkcija kompleksne varijable,
Potencija zf’, shvatena kao funkcija argumenta z,, predstavlja u okviru te teorije beskonafno
mnogy nepovezanih (u Riemannovu smislu) jednoznadnih analitifkih funkcija. Svi su i ele-
menti diferencijabilni, a beskonaéno mnogo tih elemenata nije isto #to i beskonafno mnogo prije
definiranih potencija (ovisnih o izbora baze B). Glavna vrijednost funkecije =;? poklapa se s na-
fom definicijom uz odabir B = ¢. To je i jedino poklapanje.

39



