Zvonimir SIKIC

PRIRODNI LOGARITMI

Sto su prirodni logaritmi? Suvremeni odgovor nalazimo u definicijama logari-
tamske funkcife Inz. Tipi€ne su dvije alterativne definicije.

Definicija 1. Funkcija Inz inverzna je funkcija eksponencijalne funkcije .
Eksponencijalna funkcija e® neprekinuto je realno upotpunjenje funkeije emin =
(/€)™ koja je definirana za m € Z i n € N, tj. za svaki racionalni eksponent.

' * di

Definicija 2. Inz = =

1

Za onoga koji prihvati defiriiciju 1. definicija 2. &e biti vaZan teorem; obratno,
definicija 1. bit ée vaZan teorem onome koji krene od definicije 2. Svaki odabir ima
svojih prednosti i svojih nedostataka. Definicijom 1. jasno je istaknuta veza ekspo-
nencijalne realne funkeije s elementarnim (¥kolskim) eksponenciranjem racionalnim
cksponentom. S druge strane, definicija 2. moZe biti 1 definicijom kompleksne
funkcije Inz, dok definicija 1. to nije 1 ne moZe biti. (Neprekinutih kompleksnih
prodirenja funkcije e* ima mnogo; jedinstveno je semo analititko prodirenje, usp.
(81

Medutim, prirodni logaritmi nisu otkriveni niti tako 3to je otkrivena definicija
I, niti tako ¥to je otkrivena definicija 2. Otkritem logaritama drZimo Blrgijevo i
Napicrovo otkri¢e logaritamskog kanona®, tj. postupak za izratunavanje logaritma.
Pri tome logaritmi ne pretpostavljaju pojam realne logaritamske funkcije, €ije su omi
vrijednosti, jer za opéi pojam realne funkeije matematika Biirgijevog i Napierovog
vremena ne zna. Naprotiv, u tom je vremenu otkrie logaritama tek vaZan korak
za buduée formiranje opleg pojma realne funkeije. Jasno je da su definicije 1.1 2.
otkriéa tog buduéeg vremena.

Povijesno, dakle, otkriéu logaritamske funkcije prethodi otkriée logaritamskog
kanona, koje danas zovemo otkriéem logaritama. Ono se iznjedrilo 12 poku3aja da
se precizno numerilki istraZi korespondencija koja veZe dva niza brojeva, jedan 5to
raste (ili opada) po aritmetitkom zakonu, a + ng, s druge 3to raste po geometrijskom
zakonu A x @, kada n prima cjelobrojne vrijednosti. Takve su korespondencije
vet od 14. stoljea upotrebljavane u pokufajima da se matematitki modeliraju
prirodni fenomeni. Posebno je vaZna njihova upotreba u pokulajima nalaZenja
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zakona gibanja. Aristotelijanski skolasti€ki zakon gibanja tvrdio je da je brzina
(V) proporcionalna omjeru pokretalke sile (M) i otpora (R), V ~ M/R. Thomas
Bradwardine predloZio je izmjenu ovog zakona, za koju se &inilo da se bolje uklapa
u fizi¥ke Zinjenice: ,Omjeri brzina u gibanju slijede omjere omjera pokretacke
sile i otpora.” Dakle, za korespondentne vrijednosti, koje odgovaraju cjelobrojnim
n, vrijedi, ako pofetna brzina Vi korespondira poletkom omjeru M,;/R, onda n
puta vefa brzina nV) korespondira sa (M,/R;)". Bez obzira na pitanje fizikalne
korektnosti Bradwardineovog zakona, za nas je vaZno da taj tip korespondencije veé
u to doba postaje predmetom matematitkih razmatranja. Zakon u modernof formi
moZemo iskazati kao proporcionalnost V' ~ log(M /R), ali, naravno, takve mogutnosti
u doba njegove formulacije nema (usp. [W] u kojem se jasno 1znosi da se takva
formulacija ne moZe naéi nigdje prije 17. stoijeta, iako mnogi suvremeni tekstovi, koji
se bave ovim povijesnim problemom nekritifki taj zakon citiraju u modernoj formi).
Ovakve su korespondencije tipifne za srednjovjekovna istraZivanja. Numericke
karakteristike dvaju razmatranih fenomena tabeliraju se, pa se s vjerom u temeljni
princip jednostavnosti prirode, pretpostavija da Ce se veza razmatranih fenomena
jasno oitovati pri usporedbi numerikih vrijednosti medusobno korespondentnih
primjeraka razmatramh fenomena.

Veza aritmetifke progresije a +ng, s geometrijskom progresijom A x Q™ postaje,
zbog jednog specifitnog razloga, posebno zanimljiva u 16. stoljetu. Naime, zbroju
primjeraka prve progresije odgovara umnofak primjeraka druge, fto omoguéuje da
se prelazom iz jedne u drugu sloZeno mnofenje zamijeni jednostavnim zbrajanjem.
Veliki razvoj astronomije 16, stoljeta suofava istraZivale s glomaznim radunima 5to
ih nuZno usmjerava na ostvaranje te moguénosti. Na primjer, uzmemo li a = 0,
A=g=11Q =2 dolazimo do tablice ¢jelobrojnih potencija s bazom 2.
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Ona jasno pokazuje kako se mnoZenje moZe svesti na zbrajanje. Dva broja
r-retka moZemo pomnofiti tako da zbrojimo odgovarajuée brojeve y-retka. Ovi
;odgovarajuéi brojevi”, koji se zbrajaju kada se njima odgovarajuéi brojevi mnoZe,
zovu se logaritmima. Naime, ako je z;-r; = r; onda je y; +y; = 3. Ipak, praktiéna
vrijednost ovakve tablice je zanemariva zbog velikih razlika medu raspoloZivim z-
evima. Pitanje je: kako dobiti finiju razdiobu z-eva? Ovo su si pitanje 1590-tih
istovremeno i nezavisno postavili Burgi i Napier.

Napierov odgovor pokazuje znakove dubljeg 1 madtovitijeg razmifljanja o
problemu, uz pomoé geometrijskog modela, u koji unosi element gibanja, i tako postiZe
kontinuiranu razdiobu korespondentnih z-eva i y-a (neka vrsta kinematitkog suro-
gata za pojam realne funkcije). No njegove su konstrukeije priliéno dvosmislene pa
povijesnitari i danas nude razliite rekonstrukeije njegove teorije. BUrgijev odgovor
neusporedivo je jednostavniji jer on ni ne pokuava doéi do finije razdiobe r-eva
fini jom razdiobomn y-a; $to bismo danas rekli razumijevanjem r-a kao kontinuirane
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(realne) funkeije kontinuiranog (realnog) argumenta y (npr. kao Napier uz pomot
gore spomenutog surogata). Burgi nije matematitar Napierovog formata, on moZe
nati samo jednostavno rafunsko rjefenje, koje ne traZi otklone od jednostavnog
potenciranja cjelobrojnim pozitivnim eksponentom. Tako ga i nalazi.

Dakle, neka varijabla y prima cjelobrojne pozitivne vrijednosti. Kako éemo
potenciranjem z = bY doéi do fine razdiobe z-eva? ,Najfiniju” razdiobu dobijamo
kada za bazu uzmemo b = 1. Tada se z-evi stapaju. Dakle, fina razdioba se dobiva
za b =2 1. Burgi je odabrao bazub = 1.0001. Zay =0,1,2,3,... cdgovarajule z-cve
dobivamo potenciranjem z = 1.0001¥. Medutim, Birgi neée potencirati 1.0001'!
tako da broj 1.0001 pomnoZi 131 puta sam sa sochom. Tko bi na takav nafin ikada
zgotovio tablicu logaritama? On traZi jednostavni algoritam: logaritamski kanon.
Sigurno nam pada na pamet ideja da pri rafunanju vrijednosti 1.0001" iskoristimo
prethodno izra®unatu vrijednost 1.0001'3%. Dakle, 1.0001'*" = (1.0001'3%) - 1.0001.
To je veé mudrije. Ali Burgi je jo¥ mudriji. On naprosto ne Zeli mnofiti. Naravno,
iskoristiti ée prethodno izrafunati z, ali ne u rafunanju slijedefeg z-a nego u
rafunanju prirasta do slijedeteg z-a. Dakle, ako je

r = 1.0001¥,
onda on traZi Az takav da je
z + Az = 1.0001¥*,

Dakle,

T

10000

Az =(z +Az)—z = 1.0001¥*" — 1.0001¥ = 1.0001¥(1.0001 — 1) =

Kako se dakle rafuna tablica logaritama? Ovako!

y T Ar

0 | 1 0.0001

] 1.0001 0.00010001

2 | 1.00020001 0.00010 1200n1

3 | 1.000300030001 | itd. s

Sve u svemu: pomakni zarez za Cetiri mjesta ulijevo pa pribroji dobivenu
vrijednost pofetnoj vrijednosti, u tako dobivenoj vrijednosti opet pomakni zarez
tetiri mjesta ulijevo pa opet pribroji tako dobivenu vrijednost itd. Naravno, Az i r
e u stvarnom rafunu biti zaokruZeni na neki broj decimala, Jednostavan algo-
ritam. To je Burgijev kanon.

Uofimo da je upravo Blrgijeva nemoguénost da se¢ odmakne od diskret-
nih progresija (aritmetilke y = 0,1,2,... i odgovarajufe geometrijske z =
1, 1.0001, 1.00020001, . .. ), prema kontinuiranoj realnoj funkeciji z koja ovisi o kon-
tinviranom realnom argumentu y, mogla biti prirodni izvor njegove kljuéne ideje da
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se umjesto radunanja vrijednosti z-ova usredsredi na rafunanje vrijednosti prirasta
Az. Diskretne progresije ba¥ nastaju diskretnim prirastima, Cija jednostavnost
omoguéava da se nade jednostavni logaritamski kanon. Dapale, sada i1 korak ka
kontinuiranoj logaritamskoj funkeiji postaje laksi.

Maime, nakon 3to je stvorena gornja tablica logaritama slijedi lagani korak
ka finijoj razdiobi y-a. Vrlo je jednostavan. Svi y-i s¢ proporcionalno umanje.

Burgijev laktor je I_:]"" Tako nastaje nova tablica:

¥ 2
0.0000 1.0000
0.0001 1.0001
0.0002 1.00020001
0.0003 1.000300030001

Da li jeiovatablica, tablica logaritama? Da liiunjoj mnoZenje r-eva odgovara
zbrajanje y-a? Naravno da odgovara., Oznalimo y-¢ stare tablice sa §, a novi neka

i dalje budu oznafeni sa y. Tada jey = -1-!{;—4 Ako je r) - z; = z3 onda je, vidjeh
smo, §; +§2 = §;, ali onda je i 1.34 + ly[; = ]!‘34. tj. y + 1 +y2 = y3. Dakle i nova
tablica je logaritamska tablica. Prednost nove tablice je ta da malim promjenama
r-a odgovaraju male promjene y-a, i obrnuto, pa vezu r-a i y-a moZemo lakse
shvatiti kao kontinuiranu funkeiju. Burgi, tako daleko nije otifao. Uostalom gla-
vna korist za rafunanje, a to je svodenje mnoZenja na zbrajanje, nije niita vile

sadrfana u novoj tablici no 5to je u staroj.

Ipak, pogledajmo u svjetlu dana¥njega razumijevanja tablice, kao izvatka iz
kontinuuma funkeijskih vrijednosti, o kakvom potenciranju i kakvim prirastima se
radi u novoj tablici. Za staru tablicu (tj. za stare logaritme) vrijedi

r = 1.0001¥,
o R . : z . Ay _ 10°
d §=01,23,... tj. = 1. 4 = tj. = .
gdje je § tj. Aj '1 Osim Loga znamo da je Az = TR e =
Buduti je u novoj tablici y = Tg? onda za nove logaritme vrijedi
z=10001'000 ; 2¥ -1
Ar =
UoCimo li da je

1.0001'%%% = (1,00001'%®y

vidimo da nova logaritamska tablica ima bazu

10
b = 1.00011%000 — (1 +1—é;) .
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Dakle, nova tablica je tablica funkcija y = log, r za b= e tj. y =Inz. Nova tablica

daje pribliZne vrijednosti funkcije y = Inz 1 v tom smislu je Biirgi otkrio prirﬂdrim

logaritme. Da je u staroj tablici odabrao bazu jo¥ bliZu broju 1, npr. b =1 + o
gdje je n = 101 j da je potom prefao na novu tablicu dijeljenjem y-a sa n = 10190
dobio bi jo¥ finiju razdiobu z-eva, &ija bi tablica, kao tablica funkcije

]ulﬂﬂ

y=log,z gdje je E’:(l""[ﬁi'ﬁ'ﬁ)

jo% bolje aproksimirala funkciju y =In=.

No vratimo se povijesti. Blrgi je nafao nakon za izralunavanje tablice jedne
diskretne progresije, rafunski veoma korisne, ne misleéi o toj tabilici kao diskretnom
izvatku iz kontinuuma vrrijednosti nafe realne kontinuirane logaritamske funkcije.
Napier je nafao u biti isti kanon, odabravii umjesto Birgijeve baze b = 1.0001,
bazu b = 0.9999999, povezujuéi je s gometrijsko kinematifkim modelom, koji jest
Jonkretni™ model naSe apstrakine realne funkcije Inz. Utoliko je on bliZi otkriu
funkecije Inz. Naravno, razumijevanje realne funkcije u danadnjem apstraktnom
smislu pretpostavlja razumijevanje realnog kontinuuma a ono je rezultat dugog
razvoja sve do sredine 19. stoljeta. Jedini analogon tom na¥em apstraktnom
pojmu, koji moZemo naéi u 17. stoljeéu, jest kontinuirana krivulja koja utjelovljuje
kontinuirane veze uz nju vezanih kontinuiranih velifina: apcisa, ordinata, povriina,
tangenti, suptangenti itd. Po toj bismo analogiji otkriCem logaritamske funkcije
trebali locirati kao otkriée hiperbolnih logaritama tj. kao otkrife finjenice da su
povriine ispod hiperbole logaritmi odgovarajuéih ordinata hiperbole (u tom smislu
da se povr¥ine hiperbole zbrajaju kad se njene ordinate mnoZe). Prelaz od Burgijevih
logaritama na tako shvafenu logaritamsku funkciju danas je obilna stvar, iako je
neobitno da se taj prelaz (koliko je autoru poznato) nigdje u udZbenicima ne koristi
kao izvanredan metodiCki pristup logaritamskoj funkeiji.

B |
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Vratimo se dakle Burgijevim algoritmima i interpretirajmo ih geometrijski.
Sjetimo se da je ,
Ay 1
— =— tj. Ay=-Ar
Az z ! y=aee
odakle slijedi da se prirast Ay (koji je uvijek jednak 1/10%) moZe geometrijski

prikazati kao pravokutnik s visinom v = T i takvom osnovicom Azxr koja daje
|

povriinu pravokutnika lﬂ: = —
T 104

Naravno, sam y je suma prirasta Ay
X k4 I
= Ay = —=Azx,
V=2 =2
koja se geometrijski moZe prikazati kao suma pravokutnika, koji se proteZu od |

do z, kojima se visina proteZe od osi z do grafa funkcije v = & kojima je po-

vriina —1- :

10%

ﬂ\

1 T

5. 2

Ako je (stara) baza bliZa jedinici od Burgijeve, npr. ako je b = 1 + T onda
dobivamo pravokutnike manjih povriina (u nafem primjeru pravokutnike povriine
1/10'99), &ji je zbroj jo¥ bliZi povr¥ini ispod hiperbole. Dakle, gledano geometrijski,
graniéni prijelaz na prirodne logaritme je prijelaz na povr¥inu ispod hiperbole.
Napierov kinematifki model logaritama jest neka vrsta onovremenog surogata
za pojam realne logaritamske funkeije, koji ipak nije tako jednostavan kao hiperbolni
logaritam. Koliko je Napier svojim modelom bio blizu hiperbolnom logaritmu
pokazao je Whiteside u [W]. Ipak vezu logaritama (koji se zbrajaju kada se njima
odgovarajute vrijednosti mnoZe) s hiperbolnim povr¥inama tek je pola stol jea kasni je
otkrio gotovoe nepoznati belgijski isusovac A. de Sarasa, Sitajuéi opus geometricum
svojeg prijatelja Gregoryja St. Vincenta. U stvari, u Gregoryjevom djelu moZemo
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y = Plz)

nati sve osim samog iskaza da hiperbolne povrfine imaju svojstvo logaritama. On je
dokazao da za talke A, B, C i D koje le¥e na pravokutnoj hiperboli s asimptotama
OI i OJ vrijedi:
Ako je AA' : BB = (A : p)™ i CC' : DD’ = (A : p)*, onda je Pov(AA'B'R) .
Pov(CC'DYD)=m : n.

sl 4

A. de Sarasa prvi je istaknuo da to znali da su hiperbolne povriine logaritmi
odgovarajutih vrijednosti na asimptoti. Noiako je Gregory jev opus geometricum bio
poznat i &itan (najéelte zbog njegovog ,dokaza” o nemoguénosti kvadrature kruga)
hiperbolni se model logaritama medu matematiCarima Jirio veoma sporo. Vjerojatno
stoga ¥to se osnovni problem nalaZenja logaritamskog kanona tim modelom svodi na
jednako tefki problem nalaZenja hiperbolnih povrfina. Ipak, ba3 je taj problem, koji
je postavljen 1650-tih a od tada se sve preciznije poteo i rjefavati, bio problem koji
je doveo do elementarnih razvoja logaritama u beskonatne redove,

Medu prvim pokufajima da se hiperbolne povriine sistematski izrafinaju
najvaZniji je Brounckerov iz sredine 1650-tih. John Wallis, koji je imao odredenih
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uspjeha u rafunanju kvadrature kruga, upotrebljavajuéi jednadZbu y = VRE = 27,

pokudao je iste tehnike primijeniti i na kvadraturu hiperbole preko jednadZbe
y = v R? + 2. Ne postigav¥i neki uspjeh predloZio je problem Brounckeru, koji ga je
rijefio spretnim disekcijama. Razmatrajuéi hiperbolnu povriinu ABC' D Brouncker
je sijefe kao na slici.

1l

] il
E I e

0 ANr et i il B x

8l. 5

Najprije je iza hiperbolne povrfine ABCD izdvojen pravokutnik ABCE.
Zatim slijedi 1 bisekcija intervala AB i izdvajanje odgovarajuteg pravokutnika I
(1. korak). Tome slijede dvije bisekcije I i izdvajanje dva odgovarajuéa pravokut-
nika Il (2. korak). Zatim slijede Cetiri bisekcije III i izdvajanje Zetiri odgova-
rajuéa pravokutnika [II (3. korak). I tako dalje. Sve u svemu:

Pov(ABCD)=Pov(ABCE)+1+11+1Il+....

Uzmemo li jednakostrani¥nu hiperbolu y = %, te OA =1108 =2 nalazimo:
1 1[2 2] 11/4 4 4 4

+l[(ﬁ[_i _E,_E)+(E._i E_E) 2
sl\15 16/ "\13 " 12 N2\

- | 1 1

B R w e T A o e T T e T T T M ST R
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§to je poznati ,Mercatorov” razvoj od In2. Naravno, metoda je sasvim opéenita i
Brouncker je uistinu na¥ao razvoj za mjeru svake povr¥ine koju bismo danas oznatili
sa In(l + z).

Do analognih je razvoja Brouncker dofao polazeéi 1 od trapeza ABCD, kojem
je oduzimao niz u hiperbolu upisanih trokuta, kao na slici.

516

Tako je dofao do sljedeteg zanimljivog razvoja od In2:

s i SR Lyt ST T e
Bes A T 5061 G T8 :

U isto vrijeme, do sli€ne je metode do¥ao i Pietro Mengoli. Njegova metoda, kao
i prva Brounckerova, daje ,Mercatorov” razvojod In2, no ona je zanimljiva iz jednog
drugog razloga. Mengoli poku¥ava razviti jednu Eistu analiticku teoriju logaritama,
naravno inspiriranu geometrijskim modelom, ali logitki neovisnu o tom modelu.
On kreée od dva komplementarna pojma na koje ga navode njegova izratunavanja
hiperbolnih povr¥ina. To su hiperlogaritam

% d5)

rFRLASrm=

> (3)

ro+l<A<rm

=
.-""-_-"‘\.
=3
b
|
[}

1 hipologaritam

==
P~
:|§
SRR
g
]

Otito je
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i Mengoli definira logaritam od ™ kao vri jednost koja je za svaki r smjeStena izmedu
T

M)

I Brounckerovi i Mengolijevi razvoji glomazni su i nespretni, pa je 1 dalje ostao
otvoren problem nalaZenja metode kojom bi se preko hiperbolnih povriina brzo 1
lako ratunale aproksimacije logaritama. Taj je problem, naravno, rijeSen skora¥njim
razvojem infinitezimalnog rafuna i njegovih tehnika integriranja, uz pomot kojih
su otkriveni mnogi relativno jednostavni i brzo konvergentni razvoji za logaritme.
Takav je razvoj matematike, pomakom interesa s pojedina&nih geometrijskih metoda
na oplenitije analititke metode, dodatno jalao interes za iznalaZenjem potpuno
analitike definicije logaritama, posebno takve koja bi prirodno i lako vodila do vel
poznatih razvoja za logaritme. U tom je smislu Halleyjeva definicija logaritma 12
1695, koju bismo danas zapisali ovako

I/n _
I L)

P ||,"n

(a koju je on dao verbalno, zbog odsustva mnogih pojmova IZ gornjeg zapisa u Lo
doba) veliki napredak u odnosu na Mengolijevu.

MoZemo zakljufiti da su krajem 17. st. logaritmi prestali biti tek sredstvo
za ratunanje, koje su otkrili Burgi i Napier, nego su preko hiperbolnih povriina
inkorporirani u geometrijski pojam logaritamske funkcije, 3to je u€inio Sarasa ili
donekle ve¢ Napier (?). Kada se u Eulerovom 18. st. geometrijski temel j ratuna poleo
napuitati u korist &istog analititkog rafuna, takozvanom algebraizacijom analize, |
kada se pojam funkeije odvojio od geometrijske krivulje i vezao uz analititke izraze,
kao prototip tom razvoju posluZila je ba¥ logaritamska funkcija koja je taj razvoj
vet profla (usp. Mengolijevu i Halleyjevu definiciju).

UoZimo na kraju da i danainji student matematike u svojim susretima s
logaritmima prolazi sve te faze. U srednjoj se 3koli susreée s Biirgijevom tablicom
logaritama, koji mnoZenje svode na zbrajanje. U prvom Kursu rafuna susrefe se
s geometrijskim modelom logaritama, kao hiperbolnih povriina, u obliku formule

* dt : ) . e B ey .
Inz = f i buduéi da na tom nivou integral funkcije intwmitivno razumije
!

kao povrfinu ispod grafa podintegralne funkcije. U kursu analize oslobada se
geometrijskih intuicija ratuna, pa izmedu ostalog savladava Riemannovu Zisto

E
analititku definiciju integrala, 5to ga dovodi do toga da formulu Inz = f ? ita
1

kao &isto analiti€ku definiciju prirodnog logaritma. Naravno, tu se otvara moguénost
za nalaZenje mnogih ekvivalentnih definicija poput Halleyjeve i Mengolijeve, na
primjer. Upozoravamo pritom da je prelaz od geometrijskog modela u prvom kursu
rafuna na analiti¥ki u kursu analize (Zesto su to faze istog kursa) opée mjesto
matematitke visokofkolske nastave, dok se prelaz od srednjodkolske tablice logaritama
na geometrijski model prvog kursa ratuna u matematifkoj nastavi ignorira iako je,
videli smo, vrlo jednostavan i povijesno opravdan, Zeljeli bismo da se ovaj &lanak
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shvati i kao prijedlog za uvodenje tog prelaza u na¥u nastavuy, tim vife Sto je to lijep
primjer premo¥éivanja ponora koji dijeli srednjolkolsku nastavu od visokoikolske.
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Zvonimir Sikié
NATURAL LOGARITHMS

Burgi and Napier discovered natural logarithms, but they did not discover the
real continuous logarithmic function. At that time the very notion of real function

did not exist.

Birgi found the logarithmic canon, i.e. the algorithm for computation of
logarithmically corresponding values of arithmetic and geometric progressions. He
did not conceive these values of a continuous function, and that even helped him to
find a very simple algorithm. Napier considered the logarithms as values of a concrete
geometric continuous correspondence, but we had to wait for Sarasa to conceive
the logarithmic correspondence as the correspondence between ordinates and areas
of the hyperbola. He discovered these hyperbolic logarithms in Gregory's Opus
geometricum, Analytical definition of logarithms, which is logically independent
of geometry, arose from infinite expansions of logarithms in works of Brouncker,
Mercator, Mengoli, Halley and others. All this was happening at the end of 16th
century and during 17th century. In 18th century Euler and others dispensed with
geometric bases of calculus and tried to create a pure analytic calculus. They tried
to divorce the analytic notion of function from the geometric notion of curve, and
they were able to do that because they already had an example of the notion which
started as a discrete numerical correspondence, turned to a geometric correspondence
and finally became an analytically defined notion: the natural logarithm.

We remark, at the end, that each student of calculus repeats this whole history.
In high school he works with logarithms on Burgi's level. In his first calculus course
he works with the geometric model of hyperbolic logarithms. In the analysis course
he works with the analytic (geometry-independent) definition of logarithms. The
gap between high school logarithms and first calculus course logarithms is usually
much wider than the one between calculus and analysis logarithms.

This history can teach us how to narrow this gap.



