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Kako prezentirati odredenu matematiéku teoriju
buduéem inzenjeru?

U odgovoru na ove pilanje polazi se od dvije
osnovne pretpostavke: 1) da inZenjer treba razumjeti
osnovne ideje teorije, pa na osnovu toga i njen znaéaj
za njegovu struku, 3o e ga motivirati da teorijom
i operativno ovlada, 2) da inZenjer nije zainteresiran
za logicku strukiuru same teorije: a) za meduovis-
nosti tvrdenja teorije, b) za nalafenje minimalnih
uvijeta izvodenja ovih meduovisnosti i ¢) za reduktiv-
no zasnivanje teorije kao fiste teorije, dakle kao
tcorije koja se pri vlastitom zasnivanju ne koristi
svojim primjenama nego ih tek time, #to je od njih
nezavisne zasnovana, omoguduje.

Pretpostavka 1) je potpuno opravdana pa je stoga
i opéeprihvadena. O pretpostavci 2) treba redi nedto
vige.

Predavaé mora biti zainteresiran za logicku struk-
turu teorije koju predaje, jer ako mu ona nije poznata
nede modi ispuniti zahtjev 1). Medutim, to ne znaéi
da predavaé svoje poznavanje logitke strukture (a),
b) i ¢)) treba prenositi na studenta (buduceg inZe-
njera). Naime, to bi upravo onemogudilo (brzo) uop-
znavanje studenata s osnovnim idejama i rezultatima
predavane teorije, tj. onemoguéilo bi ispunjavanje
osnovnog zahtjeva 1).

U praksi se dakle susreéu dva problema. Prvo
— buduéi da predavad najéeiée ne poznaje logicku
strukturu teorije koju predaje on se striktno drii
udibenika, koji je najvierojatnije i sam nastao kom-
piliranjem 1 prepisivanjem nekih drugih udZbenika
itd. do nekog spraudZbenikae koji je stvarno produkr
dubljeg poznavanja teorije i njene logitke strukture.
Naravno, jedan moguéi produkt. Uzme li se u obazir
da je taj jedan od mnogih mogucih produkata po-
sljedica takvih razloga koji se rijetko poklapaju s raz-
novrsnim svrhama nadih predavada (a Cega oni, ne
poznajuéi pozadinu toga produkta, nisu svjesni) jasno
je da su predavanja najéeie neadekvatna.

Npr. udibenik kojim se slufi predavat dife-
rencijalnog i integralnog ra¢una'’ na tehnitkom fakul-
tetu gotovo uvijek potn":e od spraudZbenikas &iji je
razlog bilo (bﬂi) el:splu:lran]r: logicke strukture ratuna:
a) neovisnosti diferencijalnog ratuna o pojmovima
integralnog ratuna, I:r] generaliziranje pojma funkcije
vezano uz minimizaciju uvjeta koje funkcije trebaju
zadovoljavati u kljuénim teoremima ratuna, c) arit-
metizacija, tj. odustajanje od zornih predodZbi i geo-
metrije itd. Ova; razlog namede krajnjem produkiu
(udzbeniku) odredeni oblik. Prepisivanjem i kompi-
liranjem zaboravlja se razlog koji je punjeklo toga
oblika, te se sam oblik odjednom smatra neim §to je
nezavisno od tog razloga, netim 3to diktira sam racun.
Dolazi dakle do neopravdane kanonizacije toga oblika.
S obzirom na pretpostavku ( i zahtjev) 2) jasna je
neadekvatnost predavanja u ovom sluéaju: predavac
misli da predaje rafun onako kako to sam taj raun
nalaZe, dakle u skladu s 1), a zapravo predaje rafun s
posebnim naglaskom na njegovoj logickoj strukturi
(u potpunoj suprotnosti s osnovnom pretpostavkom
2).

Drugi problem vezan je uz predavace koji pozna-
ju logi¢ku strukturu teorije, ali su pored toga njome
toliko odudevljeni da smatraju kako je treba znan 1
svaki student (npr. buduéi inZenjer). Medutim, ovim
predavatima je u vedini slu¢ajeva poznato da student
najprije mora savladati elemente teorije, da bi se po-
tom mogao upoznati s njenom logickom strukturom.
On ¢e dakle svoje poznavanje logiCke strukrure ra-
¢una poetno iskoristiti za ostvarenje cilja 1) 1 u toj
prvoj fazi ¢e prihvatt 2). Nakon toga najéesée nede
imati vremena za svoje logitke Zelje. Drugi je pro-
blem, dakle, vrlo rijetko stvarni problem.

Ove opde teze mogu se potkrijepiti nekim pri-
mjerima.

1) Umjesto nezgrapnog naziva sdiferencijalni i integralni rafuns
u nastavku se koristi kradi naziv sraluns,
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Primjer 1:

Funkcija se kao osnovni predmet matematickih
razmatranja pojavljuje s Eulerovim sIntroductio.. .«
Do Eulera su osnovni predmet matematicke analize
bile krivulje, dakle geometrijski predmeti. Od Eulera
to postaju (aritmetizirane) funkcije. Istina, termin
sfunkcijas uveo je ved Leibniz ali u znalenju koje
nije Eulerovo (dakle danasnje). Za Leibniza su vari-
jable: apscisa x, ordinata y, subtangenta t, subnor-
mala n, duljina luka s, povriina A, koje su vezane uz
krivulju, bile funkcije. Ove funkcije krivulje bile su
dakle prvenstveno geometrijski pojmovi. Veze medu
ovim varijablama (geometrijskim veli¢inama koje su
funkcije krivulje) opisivane su 1) jednadzbama, ili
u transcedentnim sluéajevima 2) verbalnim opisima
i geometrijskim 1 mehanickim konstrukcijama, Te su
veze medu varijablama bile sekundarne, prva je 1
osnovna bila veza varijable i krivulje. Ovdje je, na-
ravno, pojam nezavisne varijable (koji je odsudan
#a Eulerovo i danadnje razumijevanje funkcije) nesto
potpuno strano. Isto je tako strana i (danadnja) us-
mjerenost funkcije od nezavisne k zavisnoj wvarijabli.

Pomicanjem naglaska na jednadibe i formule koje
vezuju varijable, paZznja se okrete k varijablama kao
veliinama koje ovise o drugim varijablama, a u drugi
plan dolazi veza varijabli s krivuljom. Medusobne
veze varijabli (dakle jednadZbe, formule itd.) postaju
predmetom razmatranja bez obzira na veze varijabli
s krivuljom. Geometrijska analiza prerasta u alge-
barsku. Tu je porijeklo nove Eulerove funkcije. Euler
kaZe: sFunkcija varijabilne veliine je analitiCki izraz
izgraden od te varijabilne veli¢ine i brojeva (ili kon-
stantnih velidina).s

Ovakav pojam funkcije je i osnovni predmet da-
dadnjeg raluna. S druge strane, osnovni predmet pri-
mijene toga rauna su stare varijable (stare Leibnizove
funkcije) vezane uz krivulju (u geometriji) ili neki
fizikalni proces (u fizici) ird. Logicko struktuiranje
dana#njih udibenika diferencijalnog i integralnog ra-
¢una primjereno je novom pojmu funkcije $to dovedi
do toga da studenti imaju tedkoca s primjenama ste-
tenog znanja. Stoga fizifar najéedce studentima pre-
daje svoju verziju raduna, jer nije zadovoljan s onim
$to mjegovim studentima predaje matematitar. Pro-
blema ima i u (novoj) matematici. Npr. u vezi s
pojmom diferencijala. Ako je y funkcija od X u no-
vom smislu (dakle zavisna varijabla) onda je dy funk-
cija od x ovisna 1 o parametru dx, takoder u novom
smislu. Tako je u diferencijalnom racunu. Ali u inte-
gralnom racunu je diferencijal koji se javlja u izrazu
| (udx + v dy) prirodnije shvatiti diferencijalom va-
rijable shvadene u starom smislu (a tako se on i shva-
¢a u modernoj diferencijalnoj geomerriji).

Na$ predavad, koji ne zna da je izvor onog oblika
ratuna, kojeg on predaje, upravo novi pojam funkcije
i da je tim izvorom zanemaren stari, Za primjene
znadajniji pojam, ne moZe ni prilagoditi svoja pre-
davanja rehabilitaciji starog pojma. On de se Cudit
zasto je njegovom studentu stran slijedeci izvod for-
mule za povriinu omedenu jednostavnom zatvorenom
krivuljom, jer ne uotava da se u tom izvodu prelazi
sa starog pojma funkcije na novi pojam (njegov stu-

dent uéi samo novi); ili ¢e &t je jof core smatrati
taj izvod nekorekmim (fizicarskim?).

Povrdina P trokuta &iji su vrhovi toéke (0, 0,
(x, ¥) i (x + Ax, y + Ay) (vidi sliku 1) je

x
- {U.D}_\

(va+y xa+x)

[y,x)
Slika 1. Izratunavanje povriine krivuljnim
integralom
0 0 | |
P=|x y | =-2—(xﬁy—}r&x}.
x 4+ Ax y + Ay |

Dakle, ukupna povriina zatvorena krivuljom je
1 x dy — y dx)
T§ Yy —¥ .

PredavaZ mo?e ovaj izvod smatrati zbrkom koju
on raiti¥cava sluzeci se (isklju¢ive) novim pojmom
funkcije. Time gubi vezu s primjenama, pa nije ni
fudno da fiziCar studentu predaje svoj ratun koji
fuva tu vezu, Druga je alternativa da predavaé mo-
dernizira svoja predavanja uzimajuéi u obzir i stari
pojam funkcije (varijable). Taj je pojam, naime, os-
novni pojam moderne diferencijalne geometrije, mo-
dernog ratuna diferencijalnih formi itd.

Primjer 2:

Mije sasvim jasno kako je doSlo do toga da se
kanonizira oblik racuna u kojem diferencijalni radun
u potpunosti prethodi integralnom. Bududi da je, u
prvoj fazi razvoja rafuna, algebarizacija (i aritmeti-
zacija) diferencijalnog raduna bila jednostavnija od
algebraizacije (i aritmetizacije) integralnog racuna, to
je vrlo vierojatno da su autori &iji je naglasak bio
na algebraizaciji [a potom i aritmetizaciji] tezili
da jednostavniji dio razviju 3to je god moguce neza-
visnije od sloenijeg dijela. MNaravno, da predavad
kojem nije do algebraizacije i aritmetizacije i koji se
u svojim predavanjima slobodno koristi zornim pre-
dodZbama i geometrijom ne treba ove razloge uzeti
u obzir. MoZe se redi da je sva tajna raluna upravo u
vezi diferencijalnog rafuna s integralnim, koja se is-
kazuje osnovnim teoremom diferencijalnog i in-
tegralnog raduna, pa je upravo Zalosno da predavac
kojem nije stalo do algebraizacije i aritmetizacije (npr.
u uvodnom kursu rafuna za bilo koga, ili svakom
kursu xa infenjera) i koji se slobodno koristi zornim
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predodzbama u svojim predavanjima, inzistira na rag-
dvajanju diferencijalnog i integralnog dijela, naprosto
zato $to misli da to razdvajanje nalaZe sam racun, a
ne algebraizacija i aritmetizacija kojoj on i ko ne
daje ncku vaZnost (u svojem kursu).

Evo jednog konkretnog primjera koristi od ne-
razdvajanja. Taylorova se formula moZe izvesti (i naj-
¢edce se izvodi) striktno u okviru diferencijalnog ra-
cuna. Medutim, njeno izvodenje u okviru jedinstve-
nog ratuna je neuporedivo brie i jednostavnije:

Meka su m i M donja i gornja meda funkcije
"+ na intervalu [a, x]

m < fo+ 1 (x) < M,

(1

Integrira li se ova nejednadZba (n 4 1) puta od a
do x dobiva se

(x — a)"*!

mE e < () — (rta) + £ (a) (x — &) +

ek @ {a}(i;!i) < M%

odakle slijedi da je

(n + 1)

Wﬁ‘(f@‘} —(fla) +f(a)(x —a)+

m =
™ (a) %))-:M

ako je (x — a)**! > 0, a nejednakosti se obréu za
(x — a)"*! < 0. U oba sludaja iz (1) slijedi

{n+ 1)

(x —a)y+t

(f(x} R Y =

£ (a) ':K;I-EH]')) — fla+ 1) (F)
to jest

f(x) =f(a) + ' (a)(x —a)+...+ f‘“’{a]%{—

oo &0

Primjer 3:

Cesto se smatra da diferencijalni raun treba pret-
hoditi integralnom jo$ i zato 5to je deriviranje ele-
mentarnih funkcija jednostavnije od njihovog inte-
griranja. Taj razlog nije dovoljan za potpuno raz-
dvajanje diferencijalnog ‘1 integralnog rafuna ¢ak i da
je istinit. Medutim, on 1 nije istinit. Deriviranje ele-
mentarnih funkcija je jednostavaije od njihovog inte-
griranja samo u aritmetiziranoj analizi, dakle onoj
koja odbacuje zorne predodibe i geometriju. Koriste
li se ova sredstva (5to je razumno u uvodnom kursu
racuna za bilo koga 1 svakom kursu rafuna za inie-
njera) stvari stoje drugadije.

A. Gotovo je trivijalno dokazati da je
J'xﬂ dx = k » x=+!

itobezobzirmjelicaeN,zxeZ — N,ae Q — Z
ili «x e R — Q. Formula

%x==m-xw—l

zahtijeva pak posebno razmatranje za svaki od ovih
slucajeva (za slucaj @« € R — Q obifno se odustaje
od strogo aritmetiziranog dokaza i koristi se intuicija
neprekinutosti dakle jedna zorna predodZbal).

Evo tog gotovo trivijalnog dokaza.

Meka je & = 01 neka je graf funkcije y = x* pri-
kazan slikom 2.

|
o
=%

a®x™ -

:‘CI'.
Py (x)
///// -
0 x ax

Slika 2. Integral od x«

x
Tada je | x* dx = P, (x) povriina prikazana na slici.
0

Transformacija koja svaku toku (x, y) preslikava u
tolku (ax, a*y) preslikava graf funkcije y = x* u sa-
mog sebe, a povriinu P, (x) u povriinu P, (ax). Osim
toga, buduéi da ta transformacija rastefe (ili steZe)
os x za faktor a, a os y rasteZe (ili stefe) za faktor a®
to ona svaku povrdinu rasteZe (ili steZe) za fakror
a=*!, Dakle

Py (ax) = a2*! Pg (x)
odakle za x = 1 sljedi
Py (a) = a**' Pu (1)
§to nakon zamjene a sa x daje

Py (x) = xa*1 P (1)
tj.

fx*dx = Py (1) x=+*,

i)

Uwvede li se umjesto oznake P, (1) jednostavnija ozna-
ka p () slijedi Zeljeni rezultat u ovom obliku

Jx2dx = p («) x=*!,

e



Iz njega prema osnovnom teoremu diferencijalnog i
integralnog rafuna slijedi odgovarajudi rezultat o de-
riviranju funkcije y = x=

d xa-!
e X
dx plx—1)

1
Ni nalaZenje konstanti p (2) = [ x* dx nije po-
0

sebno telko. Geometrija daje jednostavan odgovor u
ova dva sluéaja

p0) =
p(l) = %[vidi sl. 4)

I (vidi sl. 3.)

Iﬂ‘ll

i \\\\ -
0 0
Slika 3. p (6) Slika 4. p (1)

U opcem slufaju vrijednost p () nalazi se na ovaj
nadin.

P(x -+ B) = Jxos8 dx = [ (xe) (xt dx) =

uz supstitucije x* = uip (f) x**! = v

w1
= Judv.
¥(0)

:‘f"ff__"_'":_ﬂ/'"'ﬂ
e —A ]

|
|
|
| |

u(1)

u(0)

o
A

v(0) v(1)

Slika 5. Parcijalna integracija

No iz slike 5. lako se vidi da je

wld full)
fudv=u(l)v(l) — [vdu.
{wil) [l

Dakle
(vi) {ul}
fudv=u(l)v(l) — [vdu =
{wi) fudd
p(®) — [ LB xassax—p(p) -
0
2O pa+ B
tj.
patB=p® - 2P pa+p
Odavde slijedi
e p(@)
2 PE¢+BJ—I+ o (B)
ple — 1)
Posebno za f =0
p () = ——
N CER))
tj.
(3) o + 1
pla) pla—1)

Ova rekurzivna formula omogudcava izratunavanje koe-
ficijenata p («) za e € Z (bududi se zna da je p (0) =
1).

Uvrétavanjem (3) u (2) slijedi

i p(ﬁ]l o

1490 (35— 1)

p (f)

::Em p(B)

14

___ p@pE)
plo) —p(a)p (B) +p(B)
Odavde se dobiva

1 E .
pla+p pQ@) p@)

) (e 1)

=4

tj.
1

pa+p T

(e

Drugim rijeima funkcija




|
p ()

f{ﬂ'} =

je aditivna, odakle (zbog neprekidnosti) slijedi da je

linearna tj.

Uzme li se u obzir da je p(l)= ; vidi sc da je k =

=1 tj.

kil B e

p () a+1

Isti rezultat se dobiva, na sliéan nafin, i v slu-
Zajevima —1 < x < Oia < —1. Sludaj & = —1 vodi

k prirodnoj definiciji logaritamske funkeije:

Neka je graf funkcije y = x~! = —:{-prikazan na

slici 3.

P_, (x) = J' dX ie povrdina prikazana na slici 6.

X

Y

1
1
x

B (x)
L

0 ! X ax
Slika 6. Integral od 1/x

Transformacija koja svaku tofku (x, y) preslikava u
toku (ax, yfa) preslikava graf funkcije y = - U s

mog sebe, a povriinu P_, (x) u povriinu P_, (ax) —
— P_, (a). Budud¢i da transformacija rasteze (ili steze)

os x za faktor a, a os y steZe (ili rasteze) za faktor %

to ona ne mijenja iznos transformirane povriine., Da-

kle

P.i(ax) —P_,(a) =P_, (x)
tj.
(4) Poy(ax) =P_,(a) +P_, (x).

Odavde slijedi da je

P_,(a") =nP_, (a) za neN.

X

No onda zbog

0=P_,()=P_,(@aa ") =
=P_,(@)+P_,(@a™" =
=nP_,(a) +P_, (@™
vrijedi i
P_;(a"*) = —nP_,(a) za neN,
a zbog
P_,(a) =P_, ((a"")") = nP_, (a"")

vrijedi i
P_, (a'™) = %P_i (a) za ne N.

Dakle
P_,(a) =qP_,(a) za qe Q,

tj. P_, ima osnovno svojstvo logaritamske funkcije.

toviSe, moZe se dokazati da su sve neprekidne funk-
cije koje zadovoljavaju uvjet (4) medusobno propor-
cionalne. Zato se moZe definirati logaritamska funk-
cija kao neprekidna funkcija koja zadovoljava uvijet
(4), a njena baza kao ona vrijednost u kojoj funkcija
prima vrijednost 1. Baza logaritamske funkcije P_,
je, dakle, takav broj e za koji je

P.i(e=1

Lako se vidi da je (npr.)
I n
e = lim (l + )

n-=oz l'.|.

Naime,

P_l(]im(l + l) )=lim(P-,(l 5 l) )=
] n N—rco n
i |
= tim (op_, 1+ 1))
a po teoremu srednje vrijednosti

1 11 = |
P,I(I—E—-—-)=— zal <<E <14 —
n n by

(slika 7).
Dakle

Beal B (L5 el g~

Sva svojstva funkcije P_, (x) = Inx i njoj in-
verzne funkcije exp (x) = e® slijede, gotovo trivijalno,
iz ovdje dane definicije. Na slitan nacin mogu se




i

i I ——

\

i — -
E 1 E (1+2)
Slika 7. Srednja vrijednost

uvesti i area funkcije pa onda i njima inverzne hiper-
bolne funkcije.
B. Slika 5. pokazuje 3to su derivacije funkcija

Y = sintix= cos t:
X=0C05t y=sint
dx ¥ o . i :
e (vidi sl. 8.) tj. (cos t)) = — sin t
dy X o i ;
T -la(wdl sl. &) tj. (sin t)’ = cos 1.

y i

0 X l
Slika 8. Derivacija i integral od sin ¢ i cos t

Lako se provode i stroge {matematicke) ocjene radedi
s Ax, Ay i At umjesto s (fizicarskim) dx, dy i dt.
Mo ista slika pokazuje da je

gl &

tj.
x dt = dy

dakle

13 ¥
fjxdt= [dy=y¥
0 [}

tj.
feostdt =sint + c.

Sli¢no se dobiva i
Jsintdt = —cost + c.

I ovdje se lako provode stroge (matematitke) ocjene
radeéi s Ax, Ay i At umjesto s (fizicarskim) dx, dy
i de.
Vidi se, dakle da integriranje trigonometrijskih
funkcija nije nista sloZenije od njihovog deriviranja.
Time su obuhvadene sve elementarne funkcije.

Primjer 4:

Veé se u prethodnim primjerima moglo vidjeti
kako mnoge stvari postaju sloZenije insistiranjem na
aritmetizaciji tj. odbacivanjem zora i geometrije. Cak
i predavadi koji ne Zele u svojim predavanjima odba-
citi zor i geometriju (zato jer predaju poéerni kurs
rafuna, ili zato 3to ga predaju inZenjerima, fizi¢arima
itd.) esto ponavljaju sloZene konstrukcije nastale u
okviru aritmetiziranog rafuna, ne znajuci njihovo po-
rijeklo. Sami, naravno, ne ispituju druge mogudénosti
koje pruZa nereduktivni pristup njihovom predmetu.
Standardni reduktivni procesi krecu se ovim redom.
Analiza se reducira na aritmetiku, geometriju na ana-
lizu, mehanika na geometriju, fizika na mehaniku, a
tehnika na fiziku. Tesko je preuveli¢ati znacaj ovih
redukcija buduéi je on fundirajuéi za sve nabrojane
discipline. Medutim, redukcija je uvijek logicka i
naknadna, a &esto nije ni jednoznatno odredena. Za
nastajanje teorije ona je od sekundarnog znacaja, a
postaje vaZna tek pri rekonstrukciji teorije.

Evo jo jednog primjera u kojem aritmetizacija
geometrije &ini jedan jednostavni geometrijski pojam
neopravdano teikim. Radi se o pojmu uniformne kon-
VErgenclje.

Neka se promotri niz funkcija g, (x) = x" za-
danih na intervalu [0, 1]. Taj niz konvergira prema
funkciji

Ozaxe[0,1)

g0 =limg, () =1{ "

=

=
¥ Prvih par Clanova niza g, prikazani su na slici 6.

Graniéna funkcija g prikazana je na slici 10.
Niz funkcija g, ne konvergira uniformno prema g
iako konvergira prema g. Razlika je izuzetno vaZna.
Granica uniformno konvergentnog niza neprekidnih
funkcija je neprekidna funkcija, dok granica konver-
gentnog niza neprekidnih funkcija nije nuZno ne-
prekidna funkcija. Granica uniformno konvergentnog
niza integrabilnih funkcija je integrabilna. funkcija i
granica integrala je integral granice. Ovaj rezultat
ne vrijedi za konvergentne nizove funkcija.

U aritmetiziranoj analizi razlika konvergencije i
uniformne konvergencije objainjava se razliéitim re-
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Slika 10. Graf granice

funkcija g, funkcija £,

doslijedom kvantifikatora u definiciji uniformne i obié-
ne konvergencije (v ¢ 3n¥ xvs. ¥ e ¥ x 3 n),sto
pocetnicima (i ne samo njima) stvara tefkoce. Korist
li se geometrija sve postaje vrlo jednostavno. Niz
funkcija f, konvergira uniformno prema funkciji f
ako grafovi funkcija f, konvergiraju prema grafu
funkcije f. To se moZe smatrati definicijom uniformne
konvergencije, iz koje (ako se Zeli) mode se izvesti
aritmetizirana verzija. Npr. grafovi funkcija g, ne
konvergiraju prema grafu na sl. 10. nego konvergiraju
prema grafu na sl. 11, i zato konvergencija nije uni-
formna.

Sada je jasno zasto vrijedi pravilo o integriranju
uniformno konvergentnog niza funkcija. Naime, ako
grafovi funkcija iz niza f, konvergiraju prema grafu
funkcije f (1j. ako niz f, uniformno konvergira prema
f J onda i povriine ispod grafova funkcija f, konver-
giraju prema povriini ispod grafa f‘unkm]t f. Cak i
studenti koji dobro savladaju aritmetizirani pojam
uniformne konvergencije, a koji skoro nikada nisu
sviesni njegovog geometrijskog znadenja, misle da kon-
vergencija funkcija implicira konvregenciju njihovih
grafova, te ih uglavnom zbunjuje nemoguénost izra-
Eunavanja integrala granice pomodu izratunavanja
granice integrala {ve-:ma otklanja ovu zabunu stan-
dardnim protuprimjerima ne upustajuci se u dublju
analizu ovog problema).

Primjer 5:

Na kraju se mogu dati neki primjrei koji su ve-
zani uz druge &lanove lanca redukcija. Pokazat Ce

Slika 11. Granica grafova

se kako se mehanika moZe primijeniti u geometriji,
a ¢ak i fizika u analizi.®!
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Slika 12. Sjetidte simetrala kuteva

e

Slika 13. Nacri pumpe

N

Slika 14. Tlocrt pumps

S

2) Owi primjeri fak i autoru ovoga &lanka djeluju pomalo izo-

pateno, No bududi da prethodni primjeri, koje autor ne
smatra nimalo izopafenim, mnogima tako izgledaju, modda
se i ovdje radi samo o jednoj predrasudi.



Prvo slijedi jednostavni mehanicki dokaz da se
simetrale kuteva u trokutu sijeku u jednoj tocki.
Meka u vrhovima trokuta djeluju po iznosu jed-

nake sile F,, ..., Fs, kao na slici 9. Sistem sila je
ofito u ravnotezi. Prema zakonu o slagan:u sila sistem

je ekvivalentan sistemu sila Ry, Ry, Ry, Gji su pravci
dj:invan]a simetrale kuteva trokuta. Dakle i sistem

R,, Ri, RJ je i sam u ravnotefi. No tri sile su u
ravnote#i samo onda ako im se pravci djelovanja sijeku
u jednoj tolki.*’

A sada evo jednog fizikalnog dokaza prvog Gul-
dinovog teorema u kojem se koristi jedan jednostavan
stroj (pumpa) i koji opravdava naziv ovoga Clanka.
Neka se promotri tlocrt pumpe prikazan na slici 14. i
nacrt njenog rotacionog dijela na slici 13.

Potisne li sila F klip iz poloZaja AB u poloZaj A'B’
granica tekudine CD pomice se do granice C'D’.
Rad sile F moZe se izratunati na dva nadina.

1) W/F-AA” no F=2S,s"p gdjie je San
povriina presjcka AB, a p tlak tekudine u
pumpi. Dakle

W=p'$*5'&ﬁ'=p'v,t”3,ﬁ

3) Vedi broj ovakvih dokaza i vide o njima mofe se nadi u
Siki¢ Z.: Neke primjene mehanike u elementarnoj geome-
triji, Matematika 2, 1981, str, 34—d4,

gdie je VauB,B volumen tekucine sadrian
u AA’B’B.

2) W = R - TT gdje je R rezultanta sila kojima
tekudina pritifée stijenku CD, a koja djeluje u
teziftu stijenke T.

No R = p * S¢op gdje je Scp povriina presjeka
CD. Dakle W =p - S TT?

Iz 1) i 2 slijedi
Sep * TT’ = V,uoms-

No zbog nestladivosti tekucine

Vaa'n's = Yeen'n

T,

dakle
VCC’D’D — Scb

a to tvrdi prvi Guldinov teorem.

Recenzija:
Dr Kajetan Seper, dipl. inZ. mat.



