ZIVOT I DJELO KURTA GODELA
ZMONIMIR SIKIC, Zagreh

Kurt Friedrich Gidel! roden je 28. travnja 1906, kao diugi sin Rudolfs i Ma-
rianne (Handschuh) Godel, u Brannu, s1ediftu Austro-Ugarske pokrajine Moravije.
Gadelov otac, koji je pripadao ovecoj njemackoj govornoj manjini, do¥ao je u
Brinn iz Befa. Tu je s vremenom postao direktor i djelomi¢ni vlasnik nsjvaznijih
teksti'nih tvitki $to je Godelevima osiguravelo siguran i ugodan #ivot.

Prema svjedoCanstvu dr. Rudolfa Gidela, Kurtcva brata, Kurtove djetinjstvo
bija¥e sretno, unatof njegovoj osjetljivosti i sklonosti lakom uzbudivanju. Sa csam
godina Kurt je prebolio reumatsku groznicu, 1 madz je potpuno ozdravio, podeo
je vjerovati da je groznica trajno oftetila njegove srce. Tu nalazimo prve znakove
Gidelove kasnije preoptereéencsti pitanjima vlastitog zdravlja, Rano su uofene
1 njegove izuzetne intelektualne sposobnosti, Kurta su u porodici zvali Herr Warum
zbog njegove velike i nuprestane ljubepitljivosti.

Od 1916. do 1924. godine Godel je pohadao Deutsches Stats- Realgymmasium.
Iz svih je predmeta imao odliéne ocjene, a osobito se isticao u matematici, jezicima
1 teologiji.

U vrijeme prvoga svjetskog rada Godel se jci fkelovao. Taj presudni dogadaj
evropske povijesti jedva da je djelovao na njega i njegovu porodicu. Podrugje
Briinna bilo je daleko od glavnih frontova i ostelc je netaknuto ratmim razaianjima
koja su pustofils Evropu. Medutim, raspad Austro-Ugarske Monarhije na kraju
rata i uklju¢enje Moravije, zajedno s Bohemijom, u novu Cehosloveéku driavu
bilo je prili¢no vaZno za njemacku govornu manjinu kojoj su pripadali i Gadelovi.
Jedan od prvih znakova pomaka nacionalnog identiteta bijage zamjena njemadkog
imena Briinn ¢eSkim imenom Brno. Ipak, za Gédelove se Zivot u poratnim godi-
nama nije bitno izmijenio. Otac je zadrZao svoj poloZaj, a Godelovi su i dalje Zivjeli
bogatim i ugodnim Zivorom.

Zavrsivsi Gimmasiwm u Brou 1924, godine, Godel je pre$ao u Bel i poteo
studirati na Beltkom sveudilitu, U Belu je ostao sljede¢ih 15 godina; od 1929,
kao austrijski drzavljanin. U poéetku je bio neodluéan u izboru studija. Kolebao
se izmedu matematike i fizike, mada se ¢inilo da je skloniji studiju fizike. Cini se
da ga je matematici odvela njegova sklonost preciznosti i impresioniranest jednim
njegovim profesorom, teoreticarem brojeva Philippom Furtwinglerom. Osim
Furtwinglera, profesori mu bijahu Hans Hahn i Wilhelm Wirtinger. Karl Menger,

! Biografski podaci preuzeti su iz Giddelove biografije Sto ju je 8. Feferman napisao
za ykurt Gidel: Collected Works”, Vol I, Oxford univ. press, 1986.
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jedan od Hahnovih najdarovitijih studenata, bio je izvanredni profesor, Znamo da
je Godel 1925. godine sudjelovao u radu seminara $to ga je vodio filozof Moritz
Schlick o Russellovoj knjizi Uvod u matematichu filozofiju (1919),

Hans Hahn uskoro je postao Gidelov glavni uéitelj. Bio je to matematidar
nove generacije (koji se vratio u Austriju, napustivii poloZaj u Bonnu), zainteresiran
za modernu analizu, skupovno-teorijsku topologiju, logiku, osnove matematike i
filozofiju znanosti, Upravo je Hahn uveo Godela u grupu filozofa okupljenih oko
Moritza Schlicka, koji je drZao katedru za filozofiju induktivnih znanosti (katedru
su dotad drzali Ernst Mach i Ludwig Boltzmann). Schlickova je grupa kasnije
prozvana ,,Beckim krugem™ (Wiener Kreis) i podela se identificirati s filozofskom
doktrinom nazvanom logicki pozitivizam ili logicki empirizam. Zadatak te #kole
bila je analiza znanja u logickim i empiri¢kim terminima, s tefnjom da se filozofija
udini znanstvenom, oslobadajuéi je metafizickih spekulacija. Gdadel je sudjelovao
na sastancima Kruga od 1926, do 1928. godine, da bi se sljedeéih godina odvojio
od njega, odriavajuéi stalne veze s pojedinim &lanovima, osobito s Rudolfom
Carnapom. Glavni razlog odvajanja bija%e to $to je Godel s vremenom razvio
vlastite filozofske poglede dijametralno suprotne pogledima logickih pozitivista.

MNaravno, pitanja koja su se razmatrala u Krugu pouzdano su utjecala na
Gidela. Logitki su empiristi povezivali ideje iz razlititih konceptualnih okvira,
ponajprije  Machovu empiristitko-pozitivistitku filozefiju znanosti i Russelloy
logicistiCki program zasnivanja matematike, a oboje u svjetlu Wittgensteinova
Tractatusa logico—philosophicusa. Hahn, koji je za osnivanje Kruga bio bar toliko
vaZan koliko i Schlick, diZao je 1924 —1925, godine seminar o Russell-Whitehea-
dovim Principia mathematica u kojima su detaljno razvijane logicisticke ideje.
Mora da je i Hahnov matemati¢ki interes za modernu teotiju funkeija realne vari-
jable utjecao na Gidela, buduéi da su u ovu teoriju upletena i skupovno-teorijska
razmatranja koja je francuska ikola realne analize preuzela od G. Cantora. Ipak,
€ini se da su na smijer Godelovog kreativnog rada najneposi ednije utjecala Carnapova
predavanja o matematickoj logici i Hilbert-Ackermannova monografija Grundziige
der theoretischen Logik iz 1928, godine. U potpunoj suprotnosti prema masivnim
svescima Whiteheada 1 Russella, Grundsiige su se svojom koncizno®éu i mate-
mati¢kom direktno¥¢u morali dopasti Godelu, koji je uvijek bio 1 ostao izuzetno
sklon jezgrovitim izlaganjima.

Grundziige su kao otvoren problem postavile pitanje da li je odredeni sistem
aksioma predikatske logike prvoga reda potpun. Drugim rijedima, da li omogudéava
izvodenje svih logicki istinitih tvrdnji (tj. tvrdnji koje su istinite bez obziia na to
kako interpretiramo osnovne terme i predikate od kojih su one izgradene). Godel
je svoju istrazivatku karijeru zapoleo rjefavanjem tog otvorenog problema. Taj
rad, koji ée postati Godelova doktorska teza, zavrden je u ljeto 1929, kada su mu
bile samo 23 godine. lako ¢e znanstvena javnost tek postepeno razumijevati funda-
mentalnu vaZnost toga rada, on je veé i u to vrijeme bio dovoljno istaknut da Gode-
lu pribavi reputaciju zvijezde u usponu.

Objasnit ¢emo ukratko fundamentalno znafenje teorema potpunosti. Citaocu
je sigurno poznato da deduktivnu konzistentnost nekog sistema tvrdnji prvoga
reda (najéedde su to aksiomi neke matematitke teorije) dokazujemo tako da osnovne
terme 1 predikate, koje nalazimo u tim tvrdnjama, interpretiramo u nekom modelu
(kao objekte i relacije tog modela), pa zatim dokazujemo da su u tom modelu (uz
tu interpretaciju) sve razmatrane tvrdnje istinite. Naime, ako sistem tvrdnji ima
model, onda (neposredno) zakljufujemo da je deduktivno konzistentan, jer ako
neito postoji o tome ne moZe vaiti, a ujedno i ne vait neki iskaz. Ukratko, PoOsto-
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janje implicira konzistentnost. Da sprijeimo moguée nesporazume, Upozoravamo
da je deduktivna konzistentnost, krace konzistentnost, pojam vezan uz odgovarajuci
deduktivni sistem. Naime, sistem tvrdnji je deduktivmo konzistentan ako se iz
njega u odgovaraju¢em deduktivnom sistemu ne moZe izvest kontradikcija.

Zapravo, trebali bismo eksplicitno rec¢i da je on konzistentan s obzirom na
odredeni deduktivni sistem, no on se uvijek implicitno podrazumijeva. Isto tako,
pretpostavljamo da je deduktivni sistem koji razmatramo korektan, tj. da njegove
dedukcije istinite tvrdnje prevode u istinite tvrdnje. Medutim, mncgi ¢e mate-
maticar, buduéi da tefko mozZe odrediti predmet svoje struke, redi da pc:sm}amc
u matematici ¢ak i nije drugo do (deduktivna) konzistentnost: ..Moja je tmn;a
smislena (5to u krajnjoj liniji znadi da je teorija netega), zato $to je konzistentna™.
Ali on time tvrdi da konzistentnost implicira postojanje; da svaki deduktivne kon-
zistentni sistem tvrdnji prvoga reda ima (bar jedan) model koji ga potvrduje. To
nije sasvim jasno i mnogi ¢e prihvatiti ovaj stav samo zato §to ga pogreino mijesaju
s njegovim ranije spomenutim obratom (da postojanje implicira konzistentnost),
koji jest jasan. Fundamentalno znaéenje Gidelovog tecorema upravo je u tome
ito se njime dokazuje onaj neevidentni stav, Godel je pokazao kako za bilo koji
sistem tvrdnji prvoga reda koji je konzistentan s obzirom na Hilbert-Ackermannove
dedukcije, moZemo konstruirati model koji ¢e ga potvrdit. Stovide, on je pokazao
da uvijek moZemo konstruirati prebrojivi model koji ¢e porvrditi deduktivno kon-
zistentni sistem tvrdnji. Posljedice tog dodatka u najmanju ruku zatuduju. Naravno,
za dokaz je bitno da se razmatraju samo tvrdnje prvog reda. Ali svu danainju
matematiku mo¥emo smjestiti u okvire teorije skupova koja je aksiomatizirana
aksiomima prvoga reda?!

Citalac se moZda veé pita u kojoj je vezi upravo opisani Godelov teorem s
problemom otvorenim u Grundziige. Problem iz Grundziige rjesava se neposrednom
primjenom tog teorema. Naime, pretpostavimo da je A logicki istinita tvrdnja
prvoga reda. Tada njezina negacija 7] A nema modela koji bi je potvrdivao (bududi
da logic¢ka istinitost znadi istinitost u svakom modelu). Tada po Godelovu teoremu
slijedi da tvrdnja ~] A nije konzistentna s obzirom na Hilbert-Ackermannove
dedukcije, tj. iz nje pomocéu Hilbert-Ackermannovih aksioma i pravila moZemo
izvesti kontradikciju. Lako se pokazuje da u tom sludaju tvrdnju A moZemo izvesti
u Hilbert-Ackermannovom deduktivnom sistemu. (Osnovne konstrukcije za dokaz
Gidelovog teorema nalazimo veé kod Skolema 1920, 1928, i 1929, godine. Zasto
sam Skolem nije dokazao Gadelov teorem o potpuncsti vrlo je zanimljivo pitanje
i odgovor na njega odslikava razvoj logike v 20. st. Nazalost, ovdje se ne moZzemo
pozabaviti tim pitanjem.) Neposredna posljedica Gdédelovog teorema je i ovaj
vrlo znacajni rezultat: ako je svaki konacni podsistem beskonacneg sistema tvrdniji
potveden nekim modelom, onda je i ¢itav beskonaéni sistem tvrdnji potvrden nekim
modelom. Taj tzv. teorem kompaktnosti postao je kasnije jedan od polazita teorije
modela i posebno temelj za konstruiranje nestandardnih modela, za koje se u to
vrijeme nije moglo ni pomisliti da uopée postoje. Naime, nestandardni modeli
pokazuju da je svaki aksiomatski sistem prvoga reda, koji ima beskona¢ni model,
potvrden bar sa dva medusobno bitno razlic¢ita modela, #t¢c zpati da se nijedna
beskonaéna struktura ne mo¥e potpuno specificirati aksiomima prvoga reda. St
li onda aksiomatizira aksiomatska teorija skupova u ¢iji okvir meZemo smjestiti
¢itavu danadnju matematiku?! Toliko o prvom istrazivatkom radu 23-godifnjeg
Kurta Godela,

Razdoblje od 1929, do 1939, godine desetljece je intenzivnog Godelovog rada
u matematickoj logici koje rezultira njegovim glavnim doprinosima ovoj disciplini.
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U toku 1930. godine Gadel je po&eo raditi na provodenju Hilbertoveg programa
utvrdivanja konzistentnosti aksiomatskih sistema matematike, finitnim sredstvima.
Najprije se posvetio problemu konzistentnosti analize, nadajudi se da e ga svesti
na konzistentnost aritmetike. Medutim, radeéi na tom problemu, ubrzo je nai%ao
na tefkoée vezane uz dobro poznate paradokse istine i definabilnosti u prirodnom
jeziku. Gidelu je bilo jasno da u precizno formuliranim jezicima formaliziranih
aksiomatskih sistema matematike nije mogude ponoviti argumente koji vode ovim
paradocksima. Ali on je uofio da moZe provest :malagm: argumente koji vie nisu
paradoksalni nego vode krajnje 1znenadujucun istinitim pnsl;-::-mcmna ako (nefor-
malizabilni) pojam istine zamijeni pojmom dokazivosti koji je formalizabilan u
svakom sistemu koji sadrZi aritmetiku. Naime, Gédel je pokazao da je svaki formalni
sistem S u kojem je mogude razviti odredeni elementarni dio aritmetike i koji zado-
voljava minimalne zahtjeve konzistentnosti nuZzno nepotpun, tj. U njemu moZemo
konstruirati tvrdnju G takvu da ni G ni njezina negacija ~] G nisu dokazive u S.
Stovide, tvrdnja (7 je konstruirana tako da (sluZeéi se reprezentacijom sintakse
sistema S u aritmetici, dakle 1 u 8) izraZava svoju vlastitu nedokazivost, a 1o znaci
da je tvrdnja @ istinita (buduéi da je Godel dokazao da je nedokaziva). Ukratko
Gdadel je pokazao da svaki, koliko god obuhvatni, konzistentni formalni sistem
sadr?i istinitu tvrdnju koju sam ne moZe dokazati. Dalje, on je sluZedi se veé spo-
menutom reprezentacijom sintakse sistema S u samom sistemu S, konstruirao i
tvrdnju € koja u samom sistemu 5 1zrazava konzistentnost sistema 5, da bi zatim
dokazao kako je i implikacija C - G dokaziva u S. Odavde neposredno slijedi
da tvrdnja C nije dokaziva u § (jer bi inade i tvrdnja G morala biti dokaziva u S).
Taj se rezultat obi¢no naziva drugim Godelovim teoremom o pepotpunosti. On
je prisilio Hilbertovu Skolu 1 njezinu Siru okolinu da temeljno preispitaju samu
moguénost ostvarenja Hilbertovog precgrama i da zakljude kake je on, bar u svojoj
naivnoj varijanti, neostvariv. Zapravo, ved i prvi teorem o nepotpunosti opovrgava
Hilbertovu nadu da bi ostvarenje njegovog programa konaéno rijeilo problem
zasnivanja matematike, bududi da je veé prvim teoremom dokazana nemoguénost
potpune formalizacije matematike, a to je nuZna Hilbertova pretpostavka. Teoremi
0 nepotpunosti objavljeni su 1931. godine. Do tada nezamislivi zakljucci i potpuno
novi tip argumentacije koji je vodio tim zakljuécima izarvali su izuzetno veliku
paZnju zpanstvene javnosti i stvorili Godelu reputaciju vodefeg mislioca u tom
podruéju. Godelu je tada bilo 25 godina.

Znacenje Godelovog teorema nepotpunosti za buduca istrazivanja medu
prvima je uofio Johan von Neumann, koji ih je odmah poéeo i poticati. Samo tri
godine stariji od Godela, 1 sam dijete (madarskog dijela) Austro-Ugarske, von
Neumann bijade ve¢ dobro poznat u matemati¢kim krugovima zahvaljujudéi svojim
izvanrednim i neuobifajeno raznovrsnim radovima u teoiiji skupova, teoriji dokaza
(i. e. Hilbertovom metamatematickom programu), analizi i matematickoj fizici.
Medutim, ostali djelatnici u matematickoj logici polako su i dosta teSko usvajali
Godelov novi rad. Na primjer, Paul Bernays, Hilbertov asistent i suradnik, iako
je brzo prihvatio i uodio znatenje Godelovih rezultata, imao je prili¢nih potefkoéa
s razumijevanjem samih dokaza, a uklonjene su tek nakon prepiske u kojoj je Godel
vide puta objagnjavao svoje dokaze. Gidelov rad je &ak nailazio na kritiku, s raznih
strana, koja je gotovo uvijek bila uzrokovana brkanjem distinkcija nuznih za pravilno
razumijevanje njegovih dokaza (npr. istinitost vs. dokazivost, iskaz vs. njegova
sintakti¢ka reprezentacija u aritmetici itd.), Cak je i slavni Ernest Zermelo, tecreti¢ar
skupova, Godelove osnovne pojmove interpretirao tako do je dolazio u doslovnu
kontradikciju s Goédelovim rezultatima. U prepisci u toku 1931, godine Gadel
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se, ¢ini se bezuspjeino, trudio da objasni svoj rad Zermelu. Tpak, teoremi nepot-
punosti na kraju su ipak shvaceni i prihvatili su ih svi koji su se kretzli glavnim
tokom matematicke logike. Stovide, Godelovi rezultati i metode proZeli su sve
aspckte toga glavnog toka, a moZemo Cak redi da su ga i odredili.

Gidelov rad o nepotpunosti pestzo je 1932, godine njegev Hatidirationsschrife
na Betkom sveudiliftu. Hahn ga je u svojem izvjeStaju nazvao epohalnim postig-
nucem prvoga reda, Habilitacija je znadila dodjelu titule Privardozent koja je donosila
vema legendi, 1j. pravo predavanja na SveudiliStu koje nije pladeno, osim moZda
neposrednim doprinosima skupljenim od studenata. Zbilo se medutim da je Gidel
u toku sljededih godina u Befu predavao rijetko 1 vrlo neredovito.

U meduvremenu su se i u Godelovom privatnom Zivotu dogodile znacajne
promjene, On je jod u 21. godini upeznao svoju bududu Zenu Adele Nimbursky
(rodenu Porkert) medutim, razlika u njihovom socijalnom poloZaju uzrokovala
je odtro protivljenje Godelovih roditelja toj vezi. Adele je bila plesalica, iza scbe
je ve¢ imala jedan kratki brak i bila je Sest godina starija od Godela, Tako se dogodilo
da se Kurt i Adele nisu uzeli jo§ sljededih deset godina. Gédelov otac je 1929,
godine iznenada umro u svojoj 54. godini. Na srecu, porodicu je ostavio u sredenoj
1 vrlo povolinoj financijskoj situaciji. ZadrZavajuéi vilu u Brnu, Godelova se majka
preselila u Be¢ i iznajmila povedi apartman za sebe i svoja dva sina. Kurtov brat
Rudolf veé je postao poznati i uspjedni radiolog. On se nikada nije Zenio i njih su
troje &esto videni u zajedni¢kim izlascima, najcedée odlascima u kazaliste. Prema
Rudolfovu svjedotanstvu Kurt se upravo trudio da se u porodici ne primijet
vaznost njegova rada, unato¢ njegovoj tada vec etabliranoj internacionalnoj slavi.

U ranim 30-im godinama Godel je neprekidno i uporno unapredivao sveja
znanja iz mnogih podruéja logike i matematike. Bio je redovni slufatelj i predavac
na Mengerovim kolokvijima u Becu, koji su poéeli sa sastajanjem 1929. godine,
a suradivao je i u njihovu izdavanju u ,,Ergebnisse eines mathematischen Kol-
loquiums™, Od 1932, do 1936. objavio je u tom Casopisu 13 (kao i uvijek) kratkih
ali znalajnih Clanaka s raznovrsnom tematikom, ukljuéujuéi npr. intuicionisticku
logiku 1 geometriju,

Intuicionistiku logiku formulirao je Heyting 1930. godine kao formalizaciju
osnovnih argumenata dopuitenih u Brouwerovoj intuicicnistiCkoj rekonstrukciji
matematike. Presudna je razlika u usporedbi s klasi¢énom logikom, intuicionistiCko
odbacivanje natela iskljuenja treceg. Podevdi od 1932. godine, Gidel se ¢esto bavio
sistemima temeljenim na intuicionisti¢koj logici, iako nije prihvacao Brouwerove
ideje. Taj je interes moZda moguce objasniti njegovim radom iz 1933. godine,
u kojem je pokazao da se klasiéni sistemi mogu interpretirati u odgovarajucim
intuicionistickim sistemima upotrebom tzv. ,,negativnog” prijevoda svake formule
A u formuli A°, za koji vrijedi da intuicionistizka dokazivost prijevoda A’ slijedi iz
klasiéne dokazivosti originala A (naravno za bogatu klasu A-ova, preved A' &e
se poklapati s originalom .4 i za takve se formule intuicionisticki i klasini sistem
poklapaju s obzirom na dokazivost). Do sliénog je rezultata (s nedto druk&ijim
prijevodom) do$ao i Gentzen. Filozofski gledano, Godelova je interpretacija zna-
¢ajns jer pokazuje da se klasiéni sistem, npr. klasiéne aritmetike, moZe u odredenom
smislu smatrati podsistemom intuicionistickog sistema aritmetike. Neposredna
je posljedica ta da je klasi¢na aritmetika isto toliko ,,sigurna’ koliko je to i intu-
icionisticka aritmetika (one su ekvikcnzistente), iako se razlozi za prihvacanje
jedne, odnosno druge bimo razlikuju. U jednom drugom radu iz 1933. godine
(Godel je obrnuo tocku gledanja, interpretirajudi intuicionisticku propozicionalnu
logiku u okviru klasiéne propozicionalne logike obogadene operatorom B, gdje B
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sugerira beweishar (tj. dokaziv). Tako dobiveni B-sistem jedan je od klasitnih
S4-sistema modalne logike. Godel je upozorio da, zbog njegovog teorema o nepot-
punosti, B ipak ne moZemo interpretirati kao reprezentaciju dokazivosti u nekom
formalnom sistemu. Ipak, tih se godina u logici mnogo radilo ba$ na takvim inter-
pretacijama operatora B,

U vezi s Mengerovim kolokvijem spomenimo jo¥ da je jedan od njegovih
stranih gostiju 1930. godine bio poljski logi¢ar Alfred Tarski, koji je uskoro postao
slavan zbog svojeg rada o pojmu istine u formalnim jezicima (temi donekle vezanoj
uz Gidelov rad o nepotpunosti formalnih sistema) i jo¥ kasnije zbog svojeg vodstva
u stvaranju i razvijanju teorije modela, Tarski je u Befu boravio nekolike tjedana
i utom se razdoblju upoznao s Godelom, koji je iskoristio tu priliku da s njim
prodiskutira rezultate svoje teze iz 1929, godine. U nefto duZi posjet, kao oSt
Mengerovog kolokvija, Tarski je ponovo dofao 1935. godine.

Na svojoj neplacenoj poziciji, kao Privatdozent, Gédel je bio financijski ovisan
0 svojoj porodici. Ipak, ta su sredstva uskoro dopunjena prihodima koje su mu
donosile njegove gostujuce pozicije u Sjedinjenim Americkim DrZavama. Gode-
lova prva gostujuéa pozicija bila je na Institute for Advanced Study u Princetonu
u toku akademske godine 1933 —1934. Institur je sluzbeno osnovan 1930, a njegov
direktor Abraham Flexner je Alberta Einsteina i Oswalda Veblena postavio kao
prve profesore dvije godine kasnije, 1932, Veblen je bio vodeéa li¢nost u razvoju
vife matematike u SAD, a igrao je i vodeéu ulogu u stvaranju vrlo istaknutog
matematiCkog odsjeka na Sveufilitu u Princetonu. On je u najveéoj mjeri bio
odgovoran za daljnju selekciju velitanstvenog profesorskog zbora: James Alexan-
der, Marston Morse, John von Neumann Weyle. Osim toga, Veblen je poticao
organizaciju postdoktorskih gostovanja mladih matemati¢ara u usponu, ukljucujudi
i Godela. Nema sumnje da je Veblen o Gédelu ¢uo od von Neumanna, koji je
Godela smatrao ,,najveéim logitarem od pojave Aristotela®,

Godelovo gostovanje 1933 —1934. godine bilo je prvo od ukupno tri koliko
ih je imao prije preuzimanja stalne pozicije na Institucu 1940. U proljeée 1934,
on je na fnstituen odrzao niz predavanja o svojim rezultatima nepotpunosti i ta
su predavanja, prema bilje$kama Kleenea i Rossera u Godelovoj redakeiji, izdana
te iste godine. Jedna od bitnih novosti tih predavanja je uvodenje pojma opée
rekurzivnosti, slijedeéi jednu Herbrandovu sugestiju. Taj i njemu ekvivalentni
(kako je kasnije pokazano) pojam r-definabilnosti Church je 1936. godine predloZio
kao precizno objadnjenje neformalnog pojma efektivne izradunljivosti. Godel t
»Churchevu tezu” nije prihvatio u to vrijeme, nego tek po$to je Turing 1937.
godine dao svoju analizu efektivne izratunljivosti pomoéu apstraktnih radunskih
strojeva pokazujuci ujedno da su oni ekvivalent r-definabilnosti i opéoj rekurziv-
nosti. Ti su pojmovi postali temelj izuzetno vaznom podrudju teorije rekurzija.
Oni su takoder bili i kljuéni teorijski pojmovi za moderne digitalne kompjutore
ople namjene, koje su realizirali Turing i von Neumann 1940-ih godina.

Cini se da je Godel poeo dosta intenzivno raditi na problemima teorije sku-
pova, te da se istovremeno osjetao prilitno usamljeno i depresivno, u toku tog
prvog posjeta Princetonu. Neposredno po povratku u Evropu doZivio je nervni
slom, pa je neko vrijeme proveo u sanatoriju. U toku sljedeéih godina povremeno
su se vracali ti napadi depresije i potpune iscrpljenosti. Veé¢ dogovoreni posjet
Princetonu odgoden je za jesen 1935, da bi potom bio odgoden za jo§ dva mjeseca,
ponovo zbog mentalne rastresenosti. Godel je dosta vremena Proveo u sanatoriju
i 1936. godine, pa nije bio sposoban da nastavi svoj rad na Sveudilitu u Bedu
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sve do ljeta 1937, Kada je napokon bio sposoban da preuzme nastavu, pofeo je
predavati o svojim novim velikim rezultatima u aksiomatskoj teoriji skupova.

TeoretiCari skupova pokufavali su, poevi od samog utemeljitelja teorije
(reorga Cantora, rijediti dva osnovna problema: moguénost dobrog uredenja pro-
izvoljnog skupa i odredenje kardinalnog broja (tj. prirodne mjere) kontinuuma.
Zermelo je rijeSio prvi problem, neformalno 1904. godine i u sklopu svojeg novo-
uvedenog aksicmatskog sistema teorije skupova 1908, pokazavii da je moguénost
dobrog uredenja proizvoljnog skupa ckvivalentna aksiomu izbora (AC), koji tvrdi
da za svaki skup skupova S postoji skup koji sadrZi toéno po jedan element iz svakog
skupa u S. Pozitivnim rjeSenjem tog problema napokon je potvrdeno da svaki
skup ima toéno odredeni kardinalni broj u uredenom nizu transfinitnih kardinala,
bududi da se taj zakljutak nuZno pozivao na moguénost dobrog uredenja svakog
skupa. Medutim, pitanje toénog odredenja mjesta kardinalnog broja kentinuuma
u tom uredenom nizu i dalje je ostalo nerijefeno. Cantor je dokazao da je kardi-
nalni broj kontinuuma sigurno veéi od kardinalnog broja najmanjeg beskenaénog
skupa (kakav je npr, skup prirodnih brojeva 1, 2, 3, 4, .. .}, ali nije uspio dokazati
da je taj kardinalni broj upravo drugi u nizu beskonatnih kardinalnih brojeva.
To je bila samo njegova hipoteza, koja je postala poznata pod imenom hipoteze
kontinuuma (CH). Nakon svojih rezultata nepotpunosti Gédel se okrenuo ovim
problemima teorije skupova. On je tvrdnje AC i CH razmatrao u sklopu aksio-
matske teorije skupova ZF (koju su nakon Zermela profirili i toénije formulirali
Fraenkel, Skolem, von Neumann i Bernays) ispitujuéi da li ih je mcguée dokazati
koristeli se aksiomima teorije ZF. To je pitanje bilo posebno zmacajno za CH
buduci da se ova tvrdnja, za raliku ¢d AC, nije mogla smatrati evidentnom po
samoj sebi. Konalni rezultatr, do kojeg je Gddel dofao u ljeto 1937, bio je da su
aksiom izbora i hipoteza kontinuuma, kao i njezina poopéena verzija, generalizirana
hipoteza kontinuuma (GCH) suglasne s preostalim aksiomima teorije skupova,
ako su oni konzistentni, te da se stoga ni AC ni CH ne mogu opovréi u okviru
teorije ZF.

Osnovna Godelova ideja bila je definicija konstruktibilnog skupa u okviru
ZF. On je dosta rano uocio da ¢e modi dokazati da konstruktibilni skupovi &inc
model za sve aksiome i1z ZF, a da su, uz to, i model za AC i GCH. Von Neumannu
je veé 1935. godine saopéio da njegov model zadovoljava sve aksiome iz ZF, a,
osim toga, i AC, ali su mu trebale jod pune dvije godine da to isto dokaZe za GCH.
Naime, s tada dostupnim matemati¢kim metodom, svi detalji koje je Godel trebao
ustanoviti bili su gotovo nesavladivi, pa je taj suptilni i sloZeni rad za Godela bio
izuzetno tezak, pogotovo u svojoj zavrinici, To je sigurmo bio jedan od uzroka
Cestih mentalnih stresova koji su ga muéili u toku Citavog razdoblja od 1934. dc
1937, godine.

Sljedece godine donijele su znalajne promjene u Gidelovom privatnom
Zivotu i u njegovoj karijeri. Majka se vratila u Brno 1937, a brat je nastavio svoiju
medicinsku praksu u Be¢u. To je olak$alo da se Gédel i Adele Nimbursky vien‘aju,
ito su i udinili u rujnu 1938, Taj brak je bio trajan i skladan. U krugu Godelovih
beCkih prijatelja i kolega zbile su se 30-ih godina mnoge promjene. Njegovi
najbliZi prijatelji iz BeCkoga kruga napustili su Beé. Rudolf Carnap je 1931. godine
otifao u Prag, a zatim u Ameriku. Gédelov uéitelj Hans Hahn umro je 1934, godine.
Moritza Schlicka je 1936, ubio poremeéeni bivéi studen:i. Uznemiren iim slijedom
dogadaja i opéom situacijom u Austriji Karl Menger je sljedeée godine otifao na
Sveutilifte Notre Dame u SAD, Sve se to zbivalo u vrijeme te3kih ekonomskih
uvjeta u kojim se Evropa nzila nakon depresije 1929. i uspona Hiiders i nacional-
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socijalizma u Njemackoj 1933. godine. I Austrija je 1934. do#la pod upravu polu-
fadistitkog reZima Engelberta Dollfussa, kojeg su iste godine ubili austrijski nacisti,
Bio je to prvi korak nacistitkog preuzimanja vlasti, s Anschlussom kao krajnjim
ciljem. Austrija 1938, godine postaje provincija (Ostmark) nacistitke Njemacke. Te
je godine pocela transformacija austrijskog kulturnog i intelektualnog Zivota iden-
titna onoj koju je Njematka morala podnijeti pet godina ranije. Dodlo je do pra-
vog eksodusa intelektualaca, pa je jedna od usputnih posljedica bila i raspad Bed-
kog kruga. Unato¢ punoj svijesti o zbivanjima oko sebe, Godel je, vieran svom apo-
liti¢kom i neobavezujucem stavu, ignorirao evidentne konzekvence nastale situacije.

Na Mengerov nagovor, Gidel posjeéuje Ameriku jod jedanput 1938 —1939,
Zimski semestar je proveo na Imstitute for Advanced Study, gdje saopéuje svoje
nove rezultate o aksiomu izbora i generaliziranoj hipotezi kontinuuma. U ljetnom
semestru pridruZuje se Mengeru u Notre Dameu gdje ponove predaje o svejem
radu u teoriji skupova. U ljeto 1939, ponovno je u Betu. Jako je planirao da zimski
semestar 1939. opet provede na Institutu u Princetonu, to se neée ostvariti. Pozvan
je na vojni ljeénicki pregled i, na njegovo veliko iznenadenje (s obzirom na slabo
zdravlje i njegovu uvjerenost da ima oslabljeno srce), proglafen je sposobnim za
vojnu sluzbu, Osim toga, nepladeni status Privardozenta nacisti su ponistili, zami-
jenivsi taj poloZaj placenom pozicijom Dozent newer Ordnung. Dakako, ona je zahti-
jevala novu prijavu koja je mogla biti odbijena iz politickih ili rasnih osnova. Gidel
se prijavio za novu poziciju u rujnu 1939, no rjeSavanje molbe je bilo sporo. Postav-
ljena su pitanja o njegovim vezama s profesorima Zidovima (oscbito s Hahnom),
1 mada je uofena njegova apoliti¢nost, nedostatak otvorene podrike nacizmu bila
je njegov ,,minus”. § obzirom na realnu moguénost da bude odbijen, Gidel je
u ovo] nesigurnoj situaciji (rat je poleo u rujnu), napisac ,,dedperatno’ pismo
Veblenu u studenome 1939, trazeéi pomoé za svoj odlazak. Na neki nadin su sre-
dene ameritka ,,izvankvotna™ ulazna viza i Njemacke izlazne dozvole, pa su Kurt
1 Adele napustili Be¢ u sijeénju 1940. Bududi da je Atlantik. bio suvide opasan,
krenuli su vlakom u isto¢nu Evropu, da bi potom transsibirskom Zeljeznicom presli
Rusiju i MandzZuriju, te na kraju stigli u Jokohamu. Odatle su brodom otplovili
za San Francisco, odakle su se u oZujku 1940. vlakom uputili u Princeton.

Godel se vife nikada nije vratio u Evropu. Njegova prijava za Dozenta neuer
Ordnung potvrdena je u lipnju 1940, Kasnijih se godina s goréinom sjetao svojeg
neugodnog poloZaja u Austriji od 1939. do 1940. godine, osudujuéi, medutim,
austrijski Schlamperei vise nego sramotnu nacisti¢ku situaciju. Na svoj 60, rodendan
1966. godine odbio je pocasno élanstvo Austrijske akademije znanosti. Medutim,
svoje je odbijanje zaogrnuo ruhom pseudopravne opasnosti da bi &lanstvo u Aka-
demiji zemlje njegovog prvotnog drfavljanstva moglo dovesti u pitanje njegovo
novo drZzavljanstvo.

Godel je 1940. godine postao redovni ¢lan Instituta u Princetonu, gdje je
zajedno sa svojom Zenom zasnovao miran dru$tveni Zivot. Najblizi Godelovi prija-
telji postali su Albert Einstein i Oskar Morgenstern, koji je i sam bio ex-Bedanin,
1 koji e uskoro postati slavan svojim vaZnim i utjecajnim radom s von Neumannom,
The theory of games and economic behavior (1944). Sam von Neumann je 1940-ih
bio Gddelu manje dostupan jer, kao konzultant brojnih vladinih ratnih projeckata,
najeice nije bio na Institutu.

Medu mnogim Morgensternovim anegdotama o Gédelu izdvaja se jedna iz
travnja 1948, kada je Gédel postao ameri¢ki drzavljanin, s Einsteinom i Morgen-
sternom kao svjedocima. Gidel je trebao pristupiti rutinskom ispitu za koji se
marljivo pripremao, proufavajuéi ustav SAD. Dan prije ispita Gadel je vidljivo
uzbuden dofao k Morgensternu s rijeéima: ,,Otkrio sam logicko-legalnu moguénost
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da se SAD pretvore u diktaturu.” Morgenstern je uskoro ustanovio da, unatod
logickoj izvrsnosti Giodelovog argumenta, njegova stvarna realizacija ostaje krajnje
hipoteticka, pa je od Gidela zahtijevao da svoje otkriée ne objelodanjuje na ispitu.
Sljedede jutro, Morgenstern je odvezao Godela i Einsteina 1z Princetona u ‘T'renton
gdje se provodio postupak prihvatanja drZavljanstva. Einstein se cijelim putem
uspjedno trudio da mnogobrojnim zabavnim anegdotama opusti Godela. U Tren-
tonu je sluzbenik, ofito impresioniran Einsteinovom 1 Morgensternovom prisut-
noséu, obojicu pozvao da prisustvuju ispitu, iako se on (proceduralno) polaZe
nasamo. Podeo je obrativii se Gédelu: ,,Dosad ste imali njemaéko drzavljanstvo.”
Gédel ga je ispravio objaSnjavajudi da je Austrijanac. ,,Svakako™ nastavio je sluz-
benik ,,bilo je to pod davoljom diktaturcm ... no, na sreéu, u Americi to nije
moguée.” ,,Naprotiv”’, uzviknuo je Gdodel, ,,ja znam kako do toga moZe doci.”
Sva su trojica imala velike tefkode da sprijede Godelovu elaboraciju viastitog otkrica,
kako bi procedura bila privedena kraju predvidenim prihvacanjem drZavljanstva
SAD,

Mnogobrojne detalje o bliskom prijateljstvu Einsteina i Gddela otkrivaju
nam sje¢anja Einsteinovog asistenta (1944 —1948) Ernesta Straussa. On primjeCuje
da ih je povezivala izuzetno naglafena zajedni¢ka osobina da direkino i potpuno
predano ulaze u samu stz stvari koje razmatraju. Kao osobe bili su u svakom pogledu
razliciti. Einstein sretna narav, druftven, pun smijeha i zdreveg razuma, a Godel
ekstremno dostojanstven (gotovo uko&en), vrlo ozbiljan, prilicno osamljen i krajnje
nepovierljiv prema zdravom razumu,

PoloZaj bez fermalnih obaveza pruZio je Gidelu potpunu slobodu istrazivanija.
U toku prvih godina na Instituce for Advanced Study nastavio je svoj rad u mate-
matickoj logici, ulazuéi velike napore da dokaze da su aksiom izbora 1 hipoteza
kontinuuma nezavisni od ostalih aksioma ZF-teorije skupova. To je uspio samo
djelomi¢no, i to s obzitom na (manje znacajni) aksiom izbora. Ti djelomilni rezul-
tati nikada nisu objavljeni. Nalazimo ih u Nachlassu, koji ¢e vierojatno biti objavljen
u nekom od svezaka njegovih sabranih djela. Drugo Gédelovo postignude iz tog
razdoblja (objavljeno tek 1958) nova je konstruktivna interpretacija aritmetike,
kojom je dokazana njezina konzistentnost. Naravno, metode dokazivanja premasuju
finitna sredstva, u Hilbertovom smislu ,,konkretne intuicije”, bududi da su ta
finitna sredstva obuhvadena elementarncm aritmetikom pa stoga (po Godelovu
teoremu nepotpunosti) ne mogu biti dovoljna za dokazivanje konzistentnosti same
aritmetike. Naime, Godel se u svojem dokazu konzistentnosti koristi izraunljivim
funkcionalima konacnog tipa pomoéu kojih interpretira aritmeticke propozicije
dokazujudi tako konzistentnost aritmetike. On navodi razloge za prihvacanje ovog
apstraktnog pojma kao konstruktivnog, pa u tom smislu i njegov dokaz moZemo
smatrati konstruktivmim. Tako je 40-ih godina rusilac Hilbertovog programa (iz
1931), poradio na njegovom ponovnom o#ivljavanju. (Funkcionalnu interpretaciju
je 60-ih godina Spector profirio na analizu, dokazujudi tako konzistentnost analize,
Konstruktivnost tog profirenja je upitna.)

Od 1943, godine dalje, Godel se gotovo sasvim posvetio filozofiji, najprije
filozofiji matematike pa opéoj filozofiji i metafizici. Godine 1944, ﬂbiav]juje poznati
Clanak o Russellovoj matematic¢koj logici, koji daje izuzetno znacajnu analizu Rus-
sellova rada, a osim tega prviputa javno iznosi Godelov ,,platonisticki” stav prema
postojanju matematiCkih objekata. Taj je stav, u kontekstu teorije skupova, jos
1izrazeniji u Godelovom jedinom preglednom radu O Cantorevem problemu konti-
nuwma iz 1947. godine. Sto se ti¢e opée filozofije, Godel je nastavio svoja zapoleta
proutavanja Kanta i Leibniza, koja je 50-ih dopunio fencmenologijom Edmunda
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Husserla. (U Nachiassu su mnoge biljeske o radovima tih filozofa.) Jedan, naizgled,
izuzetak u neprekinutom slijedu tih filozofskih studija Gidelov je iznenadujudi
rad na opcoj teoriji relativnosti u razdoblju od 1947. do 1951. godine, koji je rezul-
tirao tzv. Godelovim kozmolotkim modelom. Jedan samo naizgled izuzetak, jer
je Godel upozorio da taj rad nije bio potaknut njegovim mnogobrojnim diskusijama
s Einsteinom, nego njegovim vlastitim zanimanjem za Kantovu filozofiju prostora
i vremena. (Uostalom Einstein se u to vrijeme intenzivno trudie eko jedinstvene
teorije polia u &ju je moguénost Gidel sumnjao.)

Gddel je promaknut u stalnog ¢lana Institura for Advanced Study 1946. godines
a profesor (najvidi status na fustiruew) postao je 1953, Ta relativno kasna promocija
u zvanje profesora Cesto je izazivala cudenje, medutim posrijedi je bio obostran
interes Godela i Instituta. Profesorski poloZaj nosio je odredene administrativne
odgovornosti, bududéi da se od profesora trazilo da vode poslove Instituta. To Godelu
nije odgovaralo. S druge strane, postojale su odredene bojazni da bi Godel svojim
izuzetnim smislom za detalje i naglafeno legalistickim odnosom prema poslovima
mogao zaustavljati uobilajeni tok njihove provedbe. Od 1953. godine on je uistinu
veliki dio svojeg vremena posvetio poslovima Inseitura, najvife razmatranju pove-
canog broja prijava logitara za gostujudi status na Inseitwrn. Medutim, unatod
tom angazmanu, Gddel je ogranitio svoje osobne kontakte na manji broj gostiju
(iako je pokazivao interes i za rad svih ostalih). S Gadelom su uspjeli uspostaviti
dublji znanstveni i osobni kontakt W. Boone, G. Kreisel, G. Takeuti, ID. Scott
i H. Wang. Osim toga, Gbdel je bio impresioniran radom C. Spectora (koji je ne-
posredno nastavio neke njegove radove) i A. Robinsona, iako je s njima imao ma-
nje osobne kontakte.

Gidelu su dodijeljene mnoge potasti. Godine 1951, podijelio je (s J. Schwin-
gerom) prvu Einsteinovu nagradu; iste godine ga je Americko matematicko drudtvo
izabralo za Gibbs Lecturera; 1955, je izabran za élana National Academy of Scien-
ces; 1957. za Clana Royal Society; 1975. mu predsjednik SAD, G. Ford, dodjeljuje
National Medal of Science. Naravno, to su samo neke od dodijeljenih mu podasti.

Posljednjih petnaest godina svojega Zivota Giédel se veoma rijetko vradao
logici; bio je okupiran gostima i poslovima Instituta, te viastitim filozofskim stu-
dijama. Uglavnom je revidirao svoje ranije logitke radove. Posebno se trsio oko
prijevoda i revizije svoje konstruktivne interpretacije aritmetike (tzv. Dialectica
interpretacije) objavljene 1958, godine. Ta ¢&e revizija biti tiskana tek u njegovim
sabranim djelima. Ranih 70-ih godina uzbudenje u redovima logitara bilo je pri-
litno zbog jednog Godelovog neobjavljenog ali u Princetonu ,,kolajudeg” spisa,
u kojem on predlaZe nove aksiome teorije skupova koji su trebali implicirati ne-
gaciju hipoteze kontinuuma, Medutim, pokazale su se bitne tekoée u argumen-
tima koji vode negaciji CH, pa spis nije nikada objavljen. Sam Gadel je previd
tih tedkola pripisao svojem te$kom zdravstvenom stanju.

Naime, ve¢ od 60-ih godina Gédelovo je zdravlje bilo lofe. Preporufena mu
je operacija prostate na koju nikada nije pristao (&ini se da je Godelovo nepovjerenje
prema lijeénicima bilo potpune). Osim problema s prostatom, on je bio ubijeden
da mu je i srce slabo (mimo svake medicinske potvrde). Vratile su mu se i depresije,
sada dopunjene paranojom. Proganjao ga je strah od trovanja zbog ¢ega je odbijao
jesti. Umro je u Princetonu 14, sijeénja 1978, zbog ,,slabe ishranjenosti i potpune
iscrpljenosti uzrokovane poremedajem litnosti”, Gédelova je smrt imala izne-
nadujue velik odjek u sredstvima informiranja (zagrebatki je ,,Start” objavio
dvije stranice teksta o Kaneu 20. stoljeda), pa su se mnogi intelektualci 2udili kako
nisu za Godelova Zivota nidta ¢uli o tom velikanu 20. stoljeéa.
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