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MATEMATIKA 1

(Linearna algebra — 1)

Vektori i primjene
1. U trokutu AABC tocke M i N dijele stranicu AB na tri jednaka dijela. Oznacite CA = d@, CB = b i izrazite vektore CM i
CN pomocu vektora a i b.

Rj.

2. Zadani su vrhovi trokuta A(1,2,3), B(3,2,1)1 C(1,4, 1). Pokazite da je trokut ABC jednakostranican.
Rj.

R I N 2>

3. Zadani su radij-vektori vrhova trokuta: 74 =i+ j+k, rp =i+ ki re=j+ k. Odredite radij-vektor teZista trokuta.

Rj.

4. Za vektor d = AB + CD, A(0,0, 1), B(3,2, 1), C(4,6,5) i D(1, 6, 3) odredite duljinu i napiSite vektor ay (jedini¢ni vektor
vektora d).

Rj.

5. Odredite jednadZzbu pravca koji prolazi tockom A(1,2,1) i

a) toCkom B(2,-1,-3)

b) ima vektor smjera 5 = (3,3, 4)

x=1 y+7 z+1
2 0 3

c¢) paralelan je s pravcem odredenim s

d) okomit je na ravninu Sx — 11y +z = 2.

Rj.

6. Odredite jednadzbu ravnine koja prolazi to¢kom A(1,2, 3) i paralelna je vektorima g = (-1,0,2) i ¢ = (2, 1, 3).

Rj.

7. Izralunajte @ - b i odredite kut koji zatvaraju vektori @1 b ako je

a) @=(1,2,3),b=(-2,2,1)
b) @=(2,-1,3),b=(=2,1,1)
o) @d=(1,-2,-1),b=(1,0,1).

Rj.

8. Odredite kuteve trokuta AABC odredenog vrhovima A(1,0,0), B(0, 1,0), C(2, 1,2).

Rj.

9. Zadani su vektori @ = (0,2,-2) i b= (2,-2,1). Izraunajte skalarnu projekciju a; vektora & na vektor l;, te kut Z(a, b)
vektora @ i b.
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10. Odredite projekcije vektora d@ na koordinatne osi, ako je d = AB + DC, A(1,0, 1), B(0, 1,

Rj.

11. Odredite m tako da vektori @ = (m, 4,-3) i b= (1,-2, %) budu
a) okomiti; b) kolinearni.

Rj.

12. Izracunajte
a) (53 +2b)- (2@ - b), akoje |d| = 2, |b| = 3iadLb.
b) [2d - 5B|, akoje |d| = 1, |b| = 2i £(@,b) = &

Rj.

13. Izratunajte vektorski produkt @ x bza

a) @=(2,3,5)ib=(1,21).
b) @=(1,3,7)ib = (=2,-6,-14).

Rj.

14. Odredite jedini¢ni vektor koji je okomit na vektore & i b, ako je

-1),C(-2,0,1)i D(3,-2,1).

a) d=1 + 7+ k, 5=27+f+l?.
b) @ = AB,A(1,0,1), B(2,1,3),a b zatvara s osi ykut %, s osi zkut 7 i |l;| = 1, te sa osi x zatvara oStar kut.

Rj.

15. Neka je @ = (1,2, —1). Odredite dva vektora b i @tako da su vektori a, l_;, ¢ medusobno okomiti.

16. Za trokut AABC zadan s A(1, 1, 1), B(2,3,4), C(4,3,2) odredite
a) povrsinu; b) visinu na stranicu AB.

Rj.

17. NapiSite jednadZbu ravnine koja sadrzi to¢ku A(0, 1,2) i

L x—1 y z+2
komit == =—"
a) okomita je na pravac 3 5 )

b) sadrzi pravac iz a).

Rj.

18. Napisite jednadZzbu ravnine koja sadrzi tocke A(0, 2,0), B(1, 1,

Rj.

19. Odredite m i n tako da ravnina x — 2y + 7z = 4 i pravac al

Rj.

20. Odredite m tako da ravnine x — 4y + z = 0, mx + y — 11z = 1 budu medusobno okomite.

Rj.

D.C(=1,1,1).

- Z ..
= —— = — budu okomiti.


http://www.fsb.hr/matematika/

http://www.fsb.hr/matematika/ 4

-1 , )
21. Nadite probodiSte pravca al i RAg. % s ravninom x + 2y + z = 3.

Rj.

22. Izratunajte @ - (b x &) ako je

a) d=(2,—1,-1),b=(1,3,-1),=(1,1,4).

b) ﬁ = (2707 1), b= (35_1,0)7 8: (47 2" 3)'

Rj.

23. Ispitajte jesu li vektori @ = (2,5,7), bh=(,1,-Dic=(1,2,2) komplanarni. Ako jesu, izrazite vektor ¢ pomoéu
vektora @ i b.

24. Ispitajte leze li tocke A(5,7,-2), B(3,1,-1), C(9,4,-4) 1 D(1,5,0) u istoj ravnini.
Rj.

25. Vrhovi trostrane piramide su: A(2,2,2), B(4,3,3), C(4,5,4)1 D(5, 5, 6). IzraCunajte
a) volumen
b) povrsinu baze AABC

¢) visinu piramide spuStene na bazu AABC.

Rj.
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MATEMATIKA 1

(Linearna algebra — 2)

Matrice, vektori

0 2 7 -4 3 2
a)24-3B, b)Y (2A-3B),  ¢)247 -3B".

l.AkojeAz[z - 3]13:["1 2 O]naéi:

2. Za matrice iz prethodnog zadatka izracunajte AB” i BT A.

3. Za matrice

—_— ) =

izraCunajte AB i BA.

4. Za matrice A i B izracunajte AB i BA.

12 2 4
a)A=[3 6}’B=[—1 —2]

Rj.

Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi

6. Rijesite sustav:

2x1+7x0+3x3+ x3=6
3x1 +5x +5x3 +2x4 =4
Oxy +4x + x3+ Txq = 2.

7. Odrediti a tako da sustav

x— y+az=1
2x+4y—-2z=2
3x +5z=35

nema rjesenja.

A O

[OST N
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8. Rijesi sustave:

Lo [xl 2 Ilz 3HX1 3}
a) Xy | = b) 2 3 8 X |=| 4
1 2 -1 3
-1 -2 12 X3 | 1 3 2 17 X3 1
I -1 1][x] [ 6 1 2 —1[x] [4
0 [o ; 3H3] 0 lz 0 1H1]
2 -1 0 X3 | | 8 -1 1 0 X3 | 0

9. Dvije ravnine koje sadrZe ishodiSte zadane su sa vektorima normala 7#; = (1,2,3) 1, = (0,4,5). Presjek ovih ravnina
je pravac. Odredite parametarsku jednadZbu toga pravca rjeSavanjem sustava jednadZzbi dobivenog iz jednadZzbi ovih
ravnina.

10. Odredite A € R tako da sustav

X1 +3x3 = -3
2x1+ Axo + x3=-2
X1+ 2x —Axz = 1
a) ima jedinstveno rjeSenje,
b) nema rjesenja,

¢) ima beskonacno rjeSenja.

11. Rijesite sustav

X|+2x+x4=1

)C2+)C3=2
Determinante
12. Izracunajte determinante
3 5 7 2 1 20 00 L0 -2 1
32300
1 2 3 4 0 -1 -1 0
a) b)|0 4 3 4 0 c)
-2 -3 3 2 1 3 7 4
1 3 5 4 00545 0o 2 -2 3
00 0 6 5
13. Izracunajte determinante
31 -2 2 1 01 0 2
02 3 4 32020
a) b)|5 4 3 40
00 3 2
00 0 4 7 0 5 45
0 01 05
Rang
Primjer 1. Odredi rang matrice
A=|1 2 3
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Rjesenje.

R T B O ER I

ESalonska forma ima 3 nenul retka pa zakljucujemo da je rang r(A) = 3.

14. Odredite rang matrice
1 2 3
a) |0 -2 -9
0 2 1
1 0 2 1
by(2 1 3 1

1 01 0

Inverzne matrice

15. Odredite inverzne matrice za:

1 -1 3 -1 1 9 7 1
o2 0] owfo 3] efs 1] ef5 3] ol
16. Odredi A™! za
31 3 1 0 0 30
a) A=|5 2 5 by A=|0 cosg sing c) A=l 0 2
3 1 4 0 -sing cos% 0 0

17. Odredi A7' i A5', za A = B"'C?, A, = B+ C™'. Matrice B1i C su zadane sa
2 -1 1 -1
S R A P

Svojstveni vektori i svojstvene vrijednosti

18. Odredite svojstvene vrijednosti za matrice
3 2 2 -2 1 -7
1 31 1 30 0 3
Rj.

19. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore matrica:

2
o[38] o[ eli ] e[at] o)
0

W= —

—_ o O

2
2
0

0
0
1
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MATEMATIKA 1

(Derivacija)

Derivacija funkcije. Tangenta na krivulju

1. Nadite derivacije sljedecih funkcija tj. nadite %:

a) y=x0-3x2+2x-5 b)y=%—%x+xz—)f2—4
o) y==x d) y=Z+In2
e) y=x2- Va2 f) y=3xF —x?
g) y=1tgx—XxCcosx hy y= x22_x2-;3+7
i) y=x-3* J) y=e*cosx
K) y=(2+3x-Dlnx ) y=2xsinx— (x> —2)cosx
m)y:% n)y=£+2log,0x—l“7x
2. Nadite jednadZbu tangente na krivulju
a) y=x2-3x+1 b)y:(%)x
c) y=2" d) y=sin%x

u tocki x = 3. Skicirajte krivulju i tangentu.

3. Nadite jednadZbu tangente na krivulju y = x> — 4 koja je okomita na pravac y = —x + 1.

Linearna aproksimacija i totalni diferencijal

4. Nadite linearnu aproksimaciju funkcije y = +/x za x = 1. Koriste¢i se tom aproksimacijom pribliZzno izratunajte V1.02.

5. Nadite linearnu aproksimaciju funkcije y = e* za x = 0. Koristeéi se tom aproksimacijom priblizno izracunajte e~%%2,

6. Za funkcijuy = cosxizax = % i Ax = § nadite diferencijal (linearnu aproksimaciju prirasta).

7. Za funkcijuy = Inxiza x = 1 i Ax = —0.5 nadite diferencijal (linearnu aproksimaciju prirasta).

Put, brzina, akceleracija

8. Polozaj tocke koja se giba po pravcu zadan je funkcijom x(f) = 3t — £ (¢ u sekundama, x u centimetrima). Nadite brzinu
i ubrzanje te tocke u trenutku 7 = 2.

9. Polozaj tocke koja se giba po pravcu zadan je funkcijom x(¢) = 2¢ — %t“ (t u sekundama, x u centimetrima). Nadite
brzinu i ubrzanje te tocke u trenutku ¢ = 4.
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Lanc¢ano deriviranje

10. Nadite derivacije sljedecih funkcija:

4
1
2) y:(ax;- ) b) y =3 +2x0)0
¢) y =cos’ x + cos 3x d) y = sin3x + sin’ x

e) y=In’2x*+1) f) y=/In(3x2 +4)

11. Nadite
a) y(0)zay = 5¢ + 2¢2*! b) y'(0)zay = 4e* 2" + %e"‘l
, 1 —sin2x x 1 —cos3x
) YOzay= 1 + sin2x by zy= 1 +cos3x

12. Nadite derivaciju y’ funkcije zadane s
xX-y
x+y

a) lny+f=e, b) ¥ =
y

13. IzraCunajte vrijednost y’ funkcije (x +y)® = 2(x —y) za x = 3 iy = —1. Napisite jednadZbu tangente na krivulju u tocki
T@3,-1).

14. Izralunajte vrijednost y’ funkcije y*> = x +In i—c za x = 1,y = 1. NapiSite jednadZbu tangente na krivulju u tocki 7(1, 1).
15. Nadite derivaciju y’ = % funkcije zadane parametarski:

2at _a(l- %)
1+2 7" 142

t

1 2
= — =|— b =
a) x 1+t’y (1+t) ) ¥

16. Izracunajte y’ = % za zadanu vrijednost parametra ¢, ako je

) : ( t)zt
a )C:_, =|— . =
1+1¢ Y 1+¢

Int
b) x=tlnt, yznT, t=1.

SIE

bl

Vezane brzine

17. Jedna stranica pravokutnika ima konstantnu veli¢inu a = 2cm, a druga stranica b raste konstantnom brzinom 4cm/s.
Kojom brzinom rastu dijagonala i povrSina tog pravokutnika kada je b = 30cm?

18. Polumjer kugle poveéava se jednoliko brzinom od 5c¢m/s. Kojom se brzinom povecava povrsina kugline plohe i
volumen kugle u trenutku kada polumjer postane jednak 50cm?

L'Hépitalovo pravilo

19. Koriste¢i L’Hopitalovo pravilo izracunajte

. Xcosx—sinx . tgx—sinx
a) lim ————, b) lim g—_,
x—0 x3 x—0 x —sin3x
. tgx e
¢) lim £ d) lim -

o1 g 5x’ xmoe0 X
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MATEMATIKA 1

(Tok funkcije)

1. Odredite intervale rasta i pada, te lokalne ekstreme sljedecih funkcija

b) f(x) =2x +3x* - 12x+5

a) f(x)=x>-3x2+3x+2

2_2 2
) f(x)zﬁ

x—1
e) f(x) = V(x-2)?

g) f(0) = xInx

Rjesenje.

a) f/(x) = 3x* + 6x + 3. Kandidati za lokalne ekstreme su rjeSenja jednadzbe f’(x) = 0. To su x;» = =
Intervali na kojima je funkcija monotona su (—oco,—1) i (—1,00). Na oba intervala je f’ pozitivna (moZemo pogledati

—2)8 -
Q) flo = E-2DE-
) f(x) = V(x+ 1)

h) f(x) = xe”

f'(=2)=3>0inpr. f/(0) =3 > 0) pa prema tome na tim intervalima f raste.

X | {=%0,-1) -1 (=1, 00)
f + 0 +
f J/ nije lokalni ekstrem /

2. Odredite intervale zakretanja, te toCke pregiba sljedecih funkcija

a) f()=x>—6x>+12x+4

¢) f(x) =+ xH)e*

3. IzraCunajte sljedece limese:

. 2x+3)(x-2)
a) lim ———

x—00 1 —4x2
. x*=5x+10
¢) im ——
x5 x2 -25
-1
e) lim V¥
x—1 X - 1
2 — -3
g) lim al

-7 x2—49

X
i) lim(1 — ikt
i) xgr}( x)tg >

4. Ispitajte granicno ponasanje sljedecih funkcija u okolini to¢aka prekida i "u beskonacnosti".

X

a) f(x)zm
2 _

0 f ="
1

e f(0)= 1

5. Ispitajte tok i skicirajte graf sljedecih funkcija

a) f(x) =x> —3x?

2 _

O fy=12t2
x—1

e) f(x) =xVx+3

g) f(x)=xe™

1
b) f() = —

x+3
d) f(x)=x*Inx

C 2x*-3x-4
b) lim ———
e x4
2
-2
d) lim ——— =%
=2 x2 —4x+4
. Vx-8
lim ——
f)x—>64{/}_4
h) 1im3_— V5 +x

x—4 x—4

i) limlnx- InCx — 1)

X
R T
2
a0 fo = !
x—1
f) f(x) = e
2 .4
b)ﬂw=6x9x
X
d) f(x)=m

f) f(x)= Va? -3x
X
h) f()=1—

FiXme

-1.
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6. Odredite najvecu i najmanju vrijednost funkcije na zadanom intervalu
a) f(x)=2x+3x> - 12x+ 1 zax € [-1,5]
b) f(x)=2x>+3x* - 12x+ 1 zax € [-10, 12]

o) fx)= —

1+ x2

d) f(x) = vx(10-x)zax € [1,6)

za x € [-5,2)

7. Odredite stranice pravokutnika ija je povr§ina 9cm? tako da mu opseg bude minimalan.
8. Odredite stranice a, b pravokutnika &ija je povriina 16¢cm? tako da zbroj a + b bude minimalan.
9. Zadanoj kugli radijusa R treba upisati valjak najveceg volumena. Koje su dimenzije tog valjka?

10. Zadanoj kugli radijusa R treba upisati stozZac najveceg volumena. Koje su dimenzije tog stosca?
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MATEMATIKA 1

(Integrali)
1. Izracunajte neodredene integrale:
a) f 2(3x — 1)%dx b) f (1+x)Q2 - x + x>)dx
C)‘f)c+2)c—i-7 d)f( )dx
e) f 5 dx f) f(sinx+SCosx)dx
cos? x
g) f (5% + 5x)dx h) f (e* + x*)dx

2. Nadite funkciju ¢ija je derivacija y’ = 7x + 4 ako je za x = 2 vrijednost funkcije 16.
3. Nadite funkciju ¢ija je derivacija y’ = 3x* + 5 ako je za x = 1 vrijednost funkcije 9.

4. Brzina Cestice koja se giba duZ osi x u trenutku 7 iznosi v(r) = 37> + 4. Odredite poloZzaj &estice u proizvoljnom trenutku
t ako je u trenutku ¢ = 2 Cestica u tocki x = 20.

5. Brzina Cestice koja se giba duZ osi x u trenutku ¢ iznosi v(f) = > — 8t + 2. Odredite polozaj Cestice u proizvoljnom
trenutku ¢ ako je u trenutku # = 4 Cestica u tocki x = 24.

6. Ubrzanje Cestice koja se giba po osi x iznosi a(t) = 12> + 6t. Odredite poloZaj i brzinu estice u proizvoljnom trenutku
ako je u trenutku ¢ = 1 brzina v = 8 i polozaj x = 8.

7. Ubrzanje Cestice koja se giba po osi x iznosi a(f) = —6¢ + 18. Odredite poloZaj i brzinu Cestice u proizvoljnom trenutku
ako je u trenutku 7 = 0 brzina v = 24 i poloZaj x = 15.

8. IzraCunajte odredene integrale:

2 0
1
a) f(x2+2x+1)dx b) f(x3+2x)dx ¢) f(«/}——)dx
1 -1 1 \/}
9 x z
-1 3 1
d)fx dx e) fACosxdx f)f ——dx
1 x 0 r sin® x
9. IzraCunajte povrsine likova koji su omedeni s
a) x+2y-4=0,y=0,x=-3,x=2 b) x-2y+4=0,x+y-5=0,y=0
c)y:xz,y:O,x:Z,x:3 d)y:—x2+4,y:0
e) y=x%y=2x £) 73> -9 +9=0,522 -9y +27=0
g) y=sinx,y= x> —nx h) y=sinx,y=cosx,0<x< 7%

10. IzraCunajte neprave integrale:

U dx I dx
2) f Ix b) f cos? x ©) f] x3
d) f —dx e) f —dx f) f
2
2) j:oo3xdx h)j(; (E) dx



http://www.fsb.hr/matematika/

Rjesenja zadataka

‘MAT] — vektori i primjene ‘

Cla+ b
. Sve stranice imaju duljinu 2 V2

a)% — ‘T — %,b) =1 _ y=2 _ -l
2x=Ty+z+9=0
La)d-b=5,/=635488°b)d b =2, / = 102.604°,
¢) vektori su okomiti

8. @ =90° 8 =60y =30

10.
11.

fomd
1

I Y R SR

ay=-6,a,=3,a,=-2
aym=2,bym=-2

12. 2) 22, b) /104 — 202

13. 2) (=7,3, 1), b) (0,0, 0)
14. a) £(0, V2/2,-2/2),

str. 2 16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
24,
25.

a) 26, b) @

) npr 3x+ 53— 1) +4(z=2)=0,b) 2x =2y +z=0
x+2y+3z2-4=0

A=(1,-2,7), 5= (md,n),m=—-2n=—14

m=15

P3.-1,1)

a)33,b)4

Da.

a) Z,b) %\/ﬁ,c)@

‘ MATI - linearna algebra ‘

4.a)AB=[

14

0 0
] b)BA:[_,/

28
0 oy -14

5.a)(-2,4,3),b) (3,0,-6)

18.

3+ V2



	Podloge za vjezbe
	Podloge za vjezbe
	Linearna algebra -- 1
	Linearna algebra -- 2
	Derivacija
	Tok funkcije
	Integrali


	Rješenja zadataka

