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Integrali

1. IzraCunajte integrale:

10

3 f3 +2dx
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d f 3x +2

g) fan(—x+1) dx

2. Izracunajte integrale:
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3. Izracunajte integrale:
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4. Izracunajte integrale:

a) f cos’® xdx
d) f cos’ x
sin® x

5. IzraCunajte integrale:
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MATEMATIKA 2

(zadaci 1 — tehnike integriranja)
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6. Izracunajte integrale:

V3 1
a) f V3 — x2dx b) f V1 = 22 dx
0 0

d)f dx o f( dx
2Vx2+1 0 V1-2x2

7. IzraCunajte povrsine koje omeduju zadane krivulje sa x-osi:

a) y=tgx,x=-5,x=-% b) y=ctgx,x=-%x=-%
1 1
c) y= ,x=—-1,x=1 d)y:—,x:—l,x:
3-x V1 —4x2 :
2 1
= = ", =0, :3
e)y 172 f)y TR X

Parcijalna integracija

8. Koriste¢i metode parcijalne integracije i supstitucije izraCunajte:

1
a) f (2x)%e" dx b) f x*e** dx
0
0 3
d) f e dx e) fxsiandx
-1

2) f2x cos2xdx h) f 3*cos3xdx
0

¢ In(1
j)f n(nx)dx k) fx-arctgxdx
1

X

f2 Va2 -2
c) dx
ﬁ X

c) f}cze)‘3 dx

f) f xcos2xdx
0

2
0 f _1n2x dx
X

1
D —dx

sin x
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MATEMATIKA 2

(zadaci 2 — primjena integrala)

Racunanje povrsina
1. IzraCunajte povrsinu (plostinu) lika omedenog krivuljama

_ 4 _ Y : b8 s
a) y =cos x,y—O,prlcemuJe—ESxS 5

b) X2 +y*=16,y? = 12(x — 1), desno od druge krivulje.
2. IzraCunajte podru¢je omedeno krivuljama y = el iy = 2.
3. IzraCunajte povrSinu lika omedenog elipsom %2 + %2 = 1 koriste¢i parametarske jednadZbe elipse.

4. IzraCunajte povrsinu lika omedenog astroidom x(f) = 3 cos’ £, y(f) = 3 sin® .

5. IzraCunajte povriinu lika omedenog krivuljama x*> + y> = 4,y = x, y = 2x zay > O (uputa: primijenite polarne
koordinate).

=)

. Primjenom polarnih koordinata izra¢unajte povrsinu lika omedenog krivuljama x> + y> = 4x,y = x, y = %g

Racunanje volumena

7. lIzraCunajte volumen tijela (s poznatim popre¢nim presjekom), Sto ga od kruZnog valjka polumjera 2 i proizvoljne
(dovoljno velike) visine odsijeca ravnina koja prolazi promjerom baze valjka, a nagnuta je prema bazi za kut Z.

8. Izraunajte volumen tijela Cija je baza u ravnini xy omedena krivuljama y = x?, y = x + 2, a &iji su presjeci s ravninama
okomitim na os x (tj. ravninama koje su paralelne s ravninom yz) kvadrati.

9. Izradunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljama y = x?, x = 1, y = 0 oko

a) osi x,

b) osi y.

Racunajte volumene na dva nacina: metodom diska i metodom ljuske.

10. IzraCunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljama y = 2x*, y = 3 — x, x = 0 (x > 0) oko osi y
koristeci se

a) metodom diska (odrezaka),

b) metodom ljuske.

11. Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljama

2
a) y=e2,y=0,o0koosiy.
b) y=e*,x=0,y=0, (x <0), oko osi x.
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Racunanje duljine luka krivulje pomocu integrala

12. IzraCunajte duljinu luka krivulje y = In(sin x) od x = § do x = 7.

13. Izracunajte duljinu luka krivulje y = YT - '“Tx odx=1dox=e.

14. Izralunajte duljinu astroide x = 2 cos®f, y = 2sin’ .

15. Izracunajte duljinu luka krivulje x = % ~t,y=t+20dt=0dot=3.

16. IzraCunajte duljinu luka krivulje » = 1 + cos¢ od ¢ = 0 do ¢ = 7, ako su r i ¢ polarne koordinate.

17. IzraCunajte duljinu luka krivulje r = cos® § od ¢ = 0do ¢ = 7, ako su r i ¢ polarne koordinate.

18. Izracunajte duljinu prvog luka cikloide x = a(t — sin?), y = a(1 — cos ).

Racunanje oplosja rotacione plohe

X —X

19. Izracunajte povrSinu plohe koja nastaje rotacijom luka krivulje y = ¢ oko osi x uintervalu 0 < x < 1.

20. Izracunajte oplosje tijela koje nastaje rotacijom svoda cikloide x = a(f — sin?), y = a(l — cost) oko osi x, u intervalu
0<t<2nm.


http://www.fsb.hr/matematika/

http://www.fsb.hr/matematika/ 5

MATEMATIKA 2

(zadaci 3 — Taylorovi redovi)

Razvoj funkcije u Taylorov red
1. Primjenom Taylorove formule razvijte po potencijama binoma x + 1 funkcije

a) f)=x3-1 b) f(x)=x>+x2+2x+3

2. NapiSite prva Cetiri ¢lana (koja nisu identicki jednaka nuli) razvoja u Taylorov red sljedeéih funkcija:

a) f(x)=2%okoxp=0 b) f(x) =Inxoko xy =1

¢) f(x) =sinxokoxo =7 d) f(x) =cos2xokoxy =0

Aproksimacija Taylorovim polinomom

3. Napisite prva tri ¢lana razvoja funkcije f(x) = +/x po potencijama binoma x — 4. Pomoc¢u dobivene aproksimacije
pribliZno izracunajte

a) V4.2 b) V3.9

Ocijenite gresku.

4. Aproksimirajte odgovarajucu funkciju (u okolini odgovarajuce tocke) Taylorovim polinomom drugog stupnja i pribliZno

izraCunajte
1
— b 17
Y 105 ) V17
c) V7.9 d) cos0.2
e) ! f) In1.2

5. Koristedi se poznatim razvojem funkcija f(x) = e* i f(x) = sin x po potencijama od x napiSite razvoj po x za funkcije

a) f(x)=e™" b) f(x) = x-sin2x

6. Primjenom formule za sumu geometrijskog reda razvijte funkcije

a) f(x) =

1
7 u red potencija od x,
-Xx
1
b) f(x) = — ured potencija od x — 1.
X

Odredite radijus konvergencije.

Radijus konvergencije reda

7. Odredite intervale konvergencije redova (bez ispitivanja ponaSanja reda na rubovima)

X o (n—1\"
a)nz:;(n+l)5” b);(3n+1) -

SIRCEE S -
¥ ;(znx— 1.2 9 Z(znnﬂ) @+ D)

n=1
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MATEMATIKA 2

(zadaci 4 — diferencijalne jednadzbe)

Diferencijalne jednadzbe prvog reda

1. Nadite opc¢a rjesenja sljedecih diferencijalnih jednadZzbi:

2
, X ’ 3y—1
a) y = - b) y' = 2
y
1
c)y ——y= x2 d) y' —ycosx =asin2x
X~ cos?x

dx .
e) — =e'sint
)dt

2. Nadite opca rjeSenja sljedecih linearnih diferencijalnih jednadzbi:

a)y'+y=35 b) y +2y = 6¢*
c)y —4y=0.38 d) Yy =@-Detgx
e) y +2xy=0 f) xy =2y =xe*

3. Nadite partikularna rjeSenja sljedecih diferencijalnih jednadzbi uz dane uvjete:

’ 4 , a
a) Y = —y=x4y, (1) =4 b) y —ytgx=——, y(0)=0
X COS X
2 _

|
Oyv=2""\y1)=2 d) y +2efy = ¢, y(1) =1

4. Nadite jednadZbu krivulje u xy-ravnini koja prolazi tockom (2,3) i ima u svakoj svojoj tocki (x,y) nagib tangente
2x

jednak .
jedna T+,

5. Nadite jednadZbu krivulje u xy-ravnini koja prolazi tockom (1,3) i ima u svakoj svojoj tocki (x,y) nagib tangente

2y
jednak )
Jednak T

Linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima

6. Nadite opca rjesenja sljedecih diferencijalnih jednadzbi:

a) y' -6y +9y=0 b) y'+3y=0

0) ¥ —8y + 7y = 14 d) ¥ +4y =82

e)y' —y=¢" f) y' +y —2y=sin2x
2 Y +4y =8x h) " +2y +2y=0

7. Nadite partikularna rjeSenja sljedecih diferencijalnih jednadzbi uz dane uvjete:

a) y' -4y +3y=0, y0)=6, y(0)=10
b) ¥y +y=2nrx, y(0)=0, y(0)=n
c) y' +3y +2y=¢", y(=1)=¢€%, y(-2)=¢*

8. Odredite oblik partikularnog rjeSenja u sljede¢im diferencijalnim jednadzbama:

a) ¥y =3y +2y=e"cos2x

b) y//+2y/+y:x362x

9. NapiSite homogene linearne diferencijalne jednadZbe s konstantnim koeficijentima kojima su op¢a rjesenja:
a) y=C + Cre ™ b) y = Cie¥ + Crxe™
c) y=Cjcos( \/Ex) + C; sin( \/Ex) d) y=e"(Cycosx+ Cysinx)

FiXme P
do

zad
separe
Jednac
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Ortogonalne trajektorije

10. Nadite ortogonalne trajektorije zadanih familija krivulja
a) y=ax’ b) y=x+C
c)y=e*+C dy=Cx+C
e) x> +y* =C?
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MATEMATIKA 2

(zadaci 5 — funkcije vise varijabli)

Parcijalne derivacije
0z . 0

1. IzraCunajte EiE sljedece funkcije:
ox Oy

a) z=4x> -2y +7x*y,
X+
b) z = y.

&z %z . 9%z

2. IzraCunajte —, — i ———
Zracunagie e 0y? ! Ox Oy

za sljedece funkcije:

a) z=e cosy,
b) z =4x* - 8xy* + 7x° - 3.

3. Nadite jednadZbu tangencijalne ravnine na zadanu plohu z = z(x, y) u zadanoj tocki 7'(x, y)
a)z = 4)63)/2 +2yuT(1,-2),
b)z=xeuT(l,0).

Totalni diferencijal

4. Izracunajte totalni diferencijal funkcije z = z(x, y) u zadanoj tocki T'(x, y) za zadani pomak Ax i Ay:
a)z= x> +2xy—4xuT(1,2), Ax = 0.01, Ay = 0.04,

Ty

b)z= 2 4 T(=1,-2), Ax = —0.02, Ay = —0.04.

5. Izracunajte priblizno +/(3,95)2 + (3,01)2, znajuéi da je Az ~ dz.

6. Nadite gradijent funkcije z = z(x,y) u zadanoj tocki T (x, y)
a)z= (> +xy)’uT(-1,-1),

b)z=yln(x+y)uT(-3,4).

7. Nadite usmjerenu derivaciju funkcije z = z(x, y) u zadanoj to¢ki T'(x, y) i zadanom smjeru s
a) z=4xy*uT2, 1), §=4i-3],

b) z=y*InxuT(l,4), 3= -3 +3]

8. Zadana je funkcija z = x + xy + y>. U to¢ki T(1,2) nadite gradijent funkcije i derivaciju

a) u smjeru vektora § = 37 — 47,

b) u smjeru od T prema ishodistu.

U kojem je smjeru derivacija najveca? Koliki je iznos najvece derivacije?
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Ekstremi

9. Nadite lokalne ekstreme sljedeéih funkcija:
a) z=3x"+2xy+y°
b) z=x—3xy—»°
¢) z=xy(6-x-y)zax>0iy>0
d) z=e7(% -2)%)
3 ¥

5
e) Z=%—§x2+6x+§—2y2+4y

10. Nadite globalne ekstreme sljedecih funkcija na navedenim podrucjima:
a) z = xy — x — 3y na trokutu s vrhovima A(0, 0), B(0,4), C(5,0),

b) z = x> +2y* — x nakrugu x* + y* < 4.

11. Nadi najmanju i najvecu vrijednost funkcije

a) 7= x%y,
b) z=)c2—y2

na podrudju x> +y* < 1.

12. Medu svim paralelogramima kojima je opseg s = 4 odredite onaj koji ima maksimalnu povrsinu. Uputa: povrSina
paralelograma sa stranicama a i b koje tvore kut @ iznosi P = absin a.

13. Ispitivanjem globalnog ekstrema nadite udaljenost tocke 7'(—1, 3,2) od ravnine x — 2y + z = 4.

% 3k ok


http://www.fsb.hr/matematika/

http://www.fsb.hr/matematika/

MATEMATIKA 2

(zadaci 6 — viSestruki integrali)

1. IzraCunajte:

3 2 In 3 In2
a) f ( f (2x — 4y) dy)dx, b) f ( f o dy)dx,
1 0 0 0
1 X2
o) f ( f (2 — y)dy)dx.
—1 _2
2. Skicirajte podrucje integracije i zamijenite redosljed integriranja:
2( rVx 2 pe
o [ [ | f(x,y)dy] dx o [ ([ rwnas)a
o \Jo 0 \J1
! Wy
o [ [ | f(x,y)dx] dy.
0 y?

3. Izracunajte zadani integral po zadanom podrucju P:

a) ffx V1 — x2 dx dy, P kvadrat s vrhovima (0, 2), (1,2), (1, 3), (0, 3),
P

b) ff cos(x +y)dxdy, za —
P

c) ff6xydxdy,Pomedenosy=x,y:0,x=7r,
P

b4
<x<-,0<
x<3 y

IA
WX

I

d) ff(x— 1)dxdy, P omedenosy = x,y = x°,
P

e) f f xydxdy, P omedeno sy = \/ﬂ, y = 01 pravcem koji prolazi tockama (0,4) i (4,0).
P

4. Izracunajte dvostruki integral f f ydxdy po podru¢ju na slici
)

A

\4

Racunanje volumena pomocu dvostrukog integrala
5. IzraCunajte:

a) volumen ispod ravnine z = 2x + y nad podru¢jem 3 < x < 5,1 <y <2,
b) volumen ispod ravnine z = 5 —2x — y u 1. oktantu,
c) volumenornedensx2+y2 =9,z=01z=3—-1x,

d) volumen omeden s z = x> + 3y2, z=0,y= X2 iy=x
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Racunanje povrsina pomocu dvostrukog integrala
6. Izracunajte upotrebom dvostrukog integrala povrSinu omedenu s:
a) x+y=5x=0,y=0,

b) y=sinx,y=cosxza0<x <

SN

7. IzraCunajte:

1y r27 pl
a) f (f (f (x2+y2+z2)dx) dy) dz,
-1\Jo \Jo
2 y? z
b) f (f (f (2) dx) dz] dy,
o \J-1 \U1
3 X2 Inz
c) f ( f ( (xe”) dy) dz) dx.
1 x 0

8. Zamijenite redosljed integriranja, tj. izrazite integral ekvivalentnim integralom u kojem je izvrSena integracija najprije
PO z-u, pa po y-u i na kraju po x-u:

a) fos(ﬁm[fomf(x,y,z)dx] dy] dz,
b) f:(foz (fOX/zf(x,y,z)dy) dz) dx.
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Rjesenja zadataka

‘ MAT?2 — tehnike integriranja ‘ ...................... str. 1

1.b) 721n3; f) so; 1) 1 — 2,

3.h)1n2;j) e

4.2)In|x* — 4x+ 5|+ 4arctg(x—2) + C,b) Jarctg 4! + C,
o) iln|5|[+C.H3VE-4x+5+C

5. d) Uputa: supstitucijau = x + 2

6. a) %”, b) 35, ¢) Uputa: koristite supstituciju x =
V2(1 = 7fa), d) ==L 1 CLe) s

8.b) 1 - %; k) % -arctg x — f‘—; —dx = ...1) Uputa: uzmite
u= -, dv=dx

sinx’

A2
cost’

rjesenje je

‘ MAT?2 — primjena integrala ‘ ....................... str. 3
1.a) in
2.4In2-2

3. Uputa: x(¢) = 4cost, y(t) =9sint, 0 <t < 2r

12. Uputa: f Isinxdx = In|tg 3| + C; duljina luka je [ = /2In3
13. ds = 21 dx, duljina je <L
16. Uputa; ds = V2 /1 + cos ¢de = 2sin £dg, duljina je 4
18. ds = a V2 V1 + cos tdt = 2assin £, rjeenje je 8a

‘MATZ — Taylorovi redovi ‘ ......................... str. 5

L.a) f(x) =2+3x+ D) =6(x+ 1) +...+(x+ 1)
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