MATEMATIKA 4

(kompleksna analiza, viezbe 1)

ime i prezime

1. IzraCunajte
a) (1+)-(1-0)=
b) Qi+ 1) =
c) 2+t =
d) i+ +8+i*=
e) (a+ bi)a - bi) =
) QC+di-2)=

Skicirajte rjeSenja u kompleksnoj ravnini.

2. Pokazite da za konjugiranje (a + bi = a — bi) vrijedi
Q) Z=2
b)zZm=2"2
) u*tn=u*n
d) z-7 =z

3. IzraCunajte

a) Re(l +2i+4i%) =
b) Im(1 +i+2+P+i*+P°) =

) 2i-Dd =1 =
Q) ot

1+1

4. Skicirajte rjeSenja jednadzbe
a) 22+2z+2=0;
b) 2 =1;

u kompleksnoj ravnini.

5. Rijesite jednadZbe

a) 72 =—4
b) z+z=1,22=
1
C) ,—=1+i
1+2z

6 z1=1lizp = —% +1i g su dva od ukupno tri razli¢ita rjeSenja jednadzbe z> — 1 = 0. Odredite treée rjesenje (ili korijen)

ove jednadZbe. Skicirajte sva tri rjeSenja u kompleksnoj ravnini.

7. Skicirajte brojeve z; = —1,zp = 1 +ii1z3 = 1 — i u kompleksnoj ravnini. Neka je f(z) = i - z. IzraCunajte i skicirajte

f(Zl)s f(ZZ)s f(Z3)~

8. IzraCunajte

a) V-2
b) Vi



MATEMATIKA 4

(kompleksna analiza, viezbe 2)

ime i prezime

1. Prebacite sljedec¢e kompleksne brojeve u trigonometrijski zapis (eulerovu formu):
a) w
b) 1+i
) (1-iy
d) -1
e) 2i

2. IzraCunajte

a) (i+ D

b) Vit 1 (sve korijene)

¢) V—i (skicirajte rjeSenja)
3. Neka je

a=1+i= V2%
b=2i+2V3
Izratunajte ¢ = a> Vb + .

Skicirajte a, b, ¢ u kompleksnoj ravnini.

Za racunske operacije koristite odgovarajuci zapis kompleksnog broja:
— za zbrajanje i oduzimanje je bolji kartezijev zapis a + bi;

— za mnoZenje, dijeljenje i potenciranje je bolja eulerova forma r - €.

4. Rijesite jednadzbu
iZ7-(1-iz-1=0.

57 Rijesite jednadzbu
2+ +2=0.

6. IzraCunajte
a) Re (ei”zr)
1-i
b) Arg— =
) Arg 1+

7F Odredite funkciju f : C — C oblika f(z) = az + b koja

1. rotira z oko ishodiSta za 120° (u pozitivhom smjeru)

2. zatim radi translaciju za vektor (1, 2) u kompleksnoj ravnini.



MATEMATIKA 4

(kompleksna analiza, viezbe 3)

ime i prezime

1. Prebacite sljedece brojeve u polarnu (eulerovu) formu:

a) —1+1i

b) -2 -2i

c) 3-4i

d) -10

e) 3i,-3i

f 1-i ‘
V2 + V2i

6+ 8i\’
& (4-3:‘)
i
343§
2+
5-3i
7—5i
4i

h)

i)

i)

2. Rijesite jednadzbe

a)
b)
c)

2—-iz+1=0
@-DEE@-1)=0
@-2i+DZ+1)=0

3. Skicirajte u kompleksnoj ravnini (bez rjeSavanja) rjeSenja jednadzbe

a)
b)

2=32=2
2 =-32




MATEMATIKA 4

(kompleksna analiza, viezbe 4)

ime i prezime

1 Skicirajte sljedeca podruc¢ja u kompleksnoj ravnini:
a) 1 <712
b) 1 <Imz<2
c) svizzakojejelz— 1| <2iRez> 1
d 1<[z1<£2

2. Zaw = u+iv = f(x+ iy) izrazite u i v kao funkcije u(x, y) i v(x, y).

a) f(z) = @%

b) f(2) =i (2> —22);

¢) f(2) =1+7+27%

d) f(z) =Re(Z? + 1) +Im((i + 1)2).

3. Preslikajte

a) pravac Re z = Im z funkcijom f(z) = z%;
b) podrucje Rez < 1 funkcijom f(z) =i-z;
¢) podrudje |z| < 1 funkcijom f(z) =2 —-7Z;

Opisite skup tocaka w = u + iv = f(x + iy) za ova preslikavanja.
Izrazite u i v kao koordinatne funkcije od x i y.

4. IzraCunajte

a) eiJrl

b) i-e™



MATEMATIKA 4

(kompleksna analiza, vjezbe 5)

ime i prezime

1. Polinom f(z) = ap + a1z + w7 + ... a,7" izrazite f(zo + Az) kao polinom u Az:
bo + b]AZ + bZ(AZ)2 +eee bn(AZ)n

oko zadane tocke z.

a) f(z) = 3 + z + 2z razviti (izraziti) kao polinom oko zg = 1, odnosno kao polinom u potencijama Az = (z — 1)
b) f(z) = 1+z+z* + 2° razviti kao polinom oko zy = —1;
¢ f@)=322-22+3z-10koz=1;

d) f(z) = z + 2’ razviti kao polinom po potencijama od (z — 1) i polinom po potencijama (z + 1).

2. Funkcija f oko tocke zp = 3 ima sljedeci razvoj u red potencija:
1+2Az - 3(A2)” + (A2) .

Pomocu ovog razvoja odredite vrijednost funkcije u tockama a) z = 0; b) z =3 +i.

3. Prikazite racionalne funkcije

1 1
a) 1-2 ) 1-2z
Z 1
— d ;
©) 1+z )ZZ_Z

kao beskonacne polinome (odnosno kao redove potencija) u z.

Primjer 1. Na primjer, za Az = (z — 2) funkcija 3/(4 — z) moZe se razviti u beskonacni polinom na sljedeci nacin:

3 3 _ 3 Y 3 3 . .
4—z 4-(Az+2) 2-Az 1/2_1—(Az/2)_2(1+(A/2)+(A/2) +>

Koeficijenti ovog beskonacnog polinoma u Az su redom

3031 2(1)2
27 2 20 2\2)”°
4. Prikazite racionalne funkcije
2 1—12z 2 %—Z
0 —5 d iz_:;

kao beskonacne polinome oko zp = 2, odnosno kao beskonacne polinome u potencijama od Az = (z — 2).



MATEMATIKA 4

(kompleksna analiza, vjezbe 6)

ime i prezime

1. Neka je K jednostavna zatvorena krivulja u kompleksnoj ravnini, P je polinom. P(K) je krivulja nastala preslikavanjem
od K s polinomom P.
a) Ako krivulja P(K) zakrene 4 puta oko z = 0 u kompleksnoj ravnini, koliko se nulto¢aka od P nalazi unutar K?

b) Ako krivulja P?(K) zakrene 2 puta oko z = 0, koliko se nulto¢aka od P nalazi unutar K?
¢) Koliko i-to¢aka ima polinom drugog stupnja Q? Ako je L jednostavna zatvorena krivulja koja okruZuje sve i-tocke,

koliko puta Q(L) zakrene oko i?

Nultocke brojimo s njihovim viSestrukostima — npr. dvostruku nultocku brojimo dva puta.

2. Zaw = u + iv koji je slika f(z) od z = x + iy odredite funkcije u(x, y) i v(x, y):

a) w=7
b) w=722+7+1

o z—-1
z+2
d w=e
e) w=ek

3. Funkcije sin i cos na kompleksnim brojevima racunaju se prema sljede¢im formulama:

: _ 1 iz —iz _ 1 iz —iz
SIHZ—E(Q —e ) COSZ—E(E +e )
IzraCunajte
a) sinmi
T
b) sin -
) 2

c) cosi



Rjesenja zadataka

‘ kompleksna analiza, vjeZbe 1 ‘ ..................... str. 1
1.2)2,b) —4+4i+1=-3+4i,¢c)0

bayz,= 2E VT by 2ians = Li—1,—i (vrhovi
kvadrata)

5.a)+2i,b)z=a+bi,a=1,b=0

8. ) +iV2

‘ kompleksna analiza, vjeZbe 2 ‘ ..................... str. 2

2. (i+ )" =221
1—ix V2i — —l( lfii(lizl) ﬁ) —
2i

4. 2= 5 =

7. f@) = €% -2+ (1 +2i)

‘ kompleksna analiza, vjeZbe 3 ‘ ..................... str. 3

1. a) V2eiin

2.a)z7,= 2 ;]‘4 = % + “TB; b) 2123 su korijeni V-1, 25 = =1
‘ kompleksna analiza, vieZbe 4| ..................... str. 4

1. a) kruzni vijenac s malim radijusom r = 1 i velikim R = 2,
b) horizontalna pruga izmeduy = 1iy =2, ¢)

3. a) slika je imaginarna os; b) slika je poluravnina Imz < 1;
c) slika je kruZnica radijusa r = 1 sa srediStem u 2

4. a)re®, r=e,p=1;b) ™ = —i;

kompleksna analiza, vjeZbe 5| ..................... str. 5

2. Ako je zp = 3 slijedi daje Az = z — 3.
a)Zaz=0je Az =-3;
b)Zaz=3+ijeAz=3+i-3=1i

| _
4.b) 55y = mx = L Az (A2?* +...

kompleksna analiza, vieZbe 6 | ..................... str. 6

1. vidi predavanja, pod "Princip argumenta"; ¢) 2 puta

2. ¢) najprije racionalizirajte nazivnik d) u(x,y) = e* cosy,

v(x,y) = e“siny; e) u(x,y) = e cos x, v(x,y) = —e sinx

3. a) —i/2(e™™ — €"); b) iskoristite da je ¢ = i pa je sin7/2 = 1/2, §to
zZnamo i otprije
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