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Uvod

Osnovna tema logike su argumenti i njihova valjanost. Razmotrimo sljedeci argument:

Zagreb je u Hrvatskoj ili je u Sloveniji. Zagreb nije u Hrvatskoj.
Dakle, Zagreb je u Sloveniji.

Taj argument sadrZi dvije premise i konkluziju. Preglednije ¢emo ga zapisati tako da premise crtom odvojimo od
konkluzije i sve tvrdnje numeriramo.

(1) Zagreb je u Hrvatskoj ili u Sloveniji.
(2) Zagreb nije u Hrvatskoj.

(3) Zagreb je u Sloveniji.

Konkluzija ovog argumenta nije istinita, a nisu istinite ni sve njegove premise. Premisa (1) je istinita, a premisa (2)
nije. Ipak, ovaj argument je valjan. Zasto?

Zato §to ima valjanu formu:

(F1) PiliQ
(F2) Nije P
(F3) ©

Ta forma je valjana jer svaka interpretacija (od P i Q) koja premise €ini istinitima i konkluziju ¢ini istinitom.

Uocimo da nas konkretni argument (1)(2)/(3) logicki valjanim ¢ini njegova logicka forma (F1)(F2)/(F3). Zato je
klju¢na zadaéa logike otkriti formu argumenta koji nas zanima i utvrditi da je ona valjana.

Tisuéljetna je tradicija da se logicke forme apstrahiraju iz prirodnih jezika, kao u gornjim primjerima, $to je logiku
¢vrsto vezalo uz sintaksu prirodnih jezika. Pogledajmo joS§ neke primjere.

(4) Nijedan logicar nije zao.
(5) Neki Hrvati su logicari.
(6) Neki Hrvati nisu zli.
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Aristotel, i mnogi drugi poslije njega, apstrahirali su sljedece forme iz premisa (4), (5) i konkluzije (6):

(A4) Nijedan M nije P.
(A5) NekiS suM.
(A6) Neki S nisu P.

Matematicki orijentirani Boole apstrahirao je jednadzbe i nejednadZbe:

(B4) M-P=0
(B5 S-M#0
(B6) S-P#0

Frege je, u okviru mnogo Sireg projekta formalizacije logike koja se koristi u matematici (i konacne redukcije
matematike na logiku), doSao do sljedeéih formi:

(F4) Vx(Mx — —Px)
(F5) 3dAx(Sx A Px)
(F6) 3Ax(Sx A —Px)

Bitna novost Booleovog i Fregeovog pristupa jest da oni (obojica inspirirani sliénim postupcima u matematici)
induktivno definiraju beskonacne skupove formi neovisno od toga jesu li one forme iskaza prirodnih jezika. Drugim
rijeima, oni definiraju artificijelne formalne jezike. U tako definiranim formalnim jezicima moZemo egzaktno
definirati postupke za utvrdivanje valjanosti njihovih formalnih argumenata, a neformalne argumente smatramo
valjanima tek ako su konkretne interpretacije valjanih formalnih argumenata.

Slijedeci ovu tradiciju nase ¢emo logicke teorije razvijati u tri koraka.

I Definirat cemo forme i njihove interpretacije, te Sto znaci da je forma istinita u nekoj interpretaciji. Strucnije
kazano definirat ¢emo sintaksu i semantiku formalnog jezika svake od nasih logika. Razne logike, kojima
¢emo se baviti, zapravo e biti odredene razli¢itim formalnim jezicima koje ¢emo definirati.

Uoc¢imo da je interpretacija forme uvijek istinita ili neistinita tj. uvijek ima jednu od dvije vrijednosti: istinu
koju ozna¢avamo s T ili neistinu koju oznacavamo s L. Dakle, interpretacija forme u prirodnom jeziku uvijek
ée biti deklarativna reCenica (izjava, sud, tvrdnja), a ne pitanje, uzvik, naredba, molba ili neki drugi iskaz
koji po svom znacenju nije ni istinit ni neistinit. (U tom smislu su formalni jezici, kojima ¢emo se baviti,
siromasniji od prirodnih jezika.)

I Definirat ¢emo kljucne logicke pojmove: implikaciju, ekvivalenciju, konzistentnost, valjanost (logicku istini-
tost) itd. Te Ce definicije biti iste za sve formalne jezike, tj. za sve logike kojima ¢emo se baviti. Zato ih odmah
isti¢emo.

IMPLIKACIJA

Forme A, B, C, ... (koje zovemo premisama) impliciraju formu K (koju zovemo konkluzijom), ako je konklu-
zija K istinita u svakoj interpretaciji u kojoj su istinite sve premise A, B, C, . ...

To zapisujemo: A, B,C, ... = K.

2|
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KONZISTENTNOST

Forme A, B, C, ... su medusobno konzistentne ako postoji interpretacija u kojoj su sve one istinite.

To zapisujemo: <A, B,C,.. ..

VALJANOST (LOGIéKA ISTINITOST)
Forma A je valjana (logicki istinita) ako je istinita u svakoj interpretaciji.

To zapisujemo: OA.

EKVIVALENCIJA

Forme A i B su medusobno ekvivalentne ako u svakoj interpretaciji imaju istu vrijednost istinitosti.
(To znaci da A implicira B i B implicira A).

To zapisujemo: A < B.

Uoc¢imo da ove definicije pretpostavljaju da je ve¢ obavljen korak I (tj. definirane su forme, njihove interpre-
tacije 1 Sto znaci da je forma istinita u nekoj interpretaciji). Nadalje, vidjet emo da su ovi klju¢ni pojmovi
interdefinabilni u svim logikama kojima ¢emo se baviti.

Na primjer, premise A, B, C, ... ne impliciraju konkluziju K akko (tj. ako i samo ako) postoji interpretacija
u kojoj su sve premise A, B, C, ... istinite, a u kojoj konkluzija K ipak nije istinita. No to znaci da postoji
interpretacija u kojoj je istinita negacija konkluzije K, i sve premise A, B, C, ... Dakle, A, B, C, ... = K akko
OK,A,B,C,.... To moZemo iskazati i ovako:

VEZA IMPLIKACIJE | KONZISTENTNOSTI

Premise i\, B, C, ... impliciraju konkluziju K akko su forme K, A, B, C, ... medusobno inkonzistentne.
(Forma K je negacija forme K.)

Zapisano simbolicki: A, B, C,... = K akko & K, A, B,C, . . ..

Sli¢no, forma A nije konzistentna akko je neistinita u svim interpretacijama. No to znaci da je njezina negacija

A istinita u svim interpretacijama, tj. A je valjana. Uz F = Ai F = A = A dobivamo:

VEZA VALJANOSTI | KONZISTENTNOSTI

Forma F je valjana akko njezina negacija F nije konzistentna.

Zapisano simboli¢ki: OF akko 2 F.

Il  Pokusat éemo naci algoritme uz pomo¢ kojih mozZemo testirati implikaciju, ekvivalenciju, konzistentnost, va-
ljanost itd. Za neke ¢emo ih logike naci lako, za neke Ce to biti teze, a za neke ¢emo dokazati da takvih
algoritama nema.

| 3
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Sve definicije i dokaze opisane u ova tri koraka provodit éemo matematicki egzaktno. S druge strane, primjena tako
izgradene matematicke logike nece biti matematicki egzaktna ako takav nije i sam predmet primjene ($to sigurno
nije svakodnevna argumentacija). Kao i uvijek, primjena matematicke teorije posebno je umijece. U naSem slucaju
posebno je umijee neformalni argument iz prirodnog jezika pretvoriti u konkretnu interpretaciju odgovarajuceg
formalnog argumenta (kojim se tada moZemo koristiti u analizi pocetnog neformalnog argumenta). Neformalni
argumenti (1)(2)/(3) i (4)(5)/(6) bili su u tom smislu krajnje jednostavni, ali to nije uvijek tako. Promotrimo sljedeci
argument:

(7)  Ako su svi kandidati koji su dobili obavijest visokokvalificirani,
onda neki kandidati nisu dobili obavijest.

(8) Ili su svi kandidati dobili obavijest ili su svi kandidati visokokvalificirani.

(9) Ako su svi visokokvalificirani kandidati dobili obavijest onda su neki

kandidati koji nisu visokokvalificirani takoder dobili obavijest.

Taj je argument valjan iako su izuzetno rijetki oni koji to odmah vide. U sljede¢im poglavljima pokazat ¢emo kako
se on moZe prevesti u konkretnu interpretaciju formalnog bulovskog argumenta, koji je dokazivo valjan, pa time
dokazujemo i valjanost pocetnog neformalnog argumenta. Bit e to tipicni primjer uspje$ne primjene matematizirane
formalne logike na neformalnu argumentaciju.

S druge strane postoje trivijalni neformalni argumenti, koje svi i odmah prepoznaju kao valjane, a ¢ija je matemati-
zirana logic¢ka forma dosta sloZena. Na primjer, neformalni argument

(10)  Sve elipse su krivulje.

(11)  Svi crtaci elipsa su crtaci krivulja.

ocito je valjan, iako nema bulovske forme koja bi to dokazala. To dokazuje tek bitno sloZenija Fregeova forma-
lizacija. Neki to smatraju nedostatkom formalizacija koje su se udaljile od prirodnih jezika, a neki pak stvarnom
sloZenoS§¢u koja se krije duboko ispod katkada samo prividno jednostavne povrsine prirodnih jezika.

Mi ¢emo slijediti Boole-Fregeovu tradiciju matematizirane logike. Njenu vezu s neformalnim argumentima prirod-
nih jezika tumacit ¢emo kao uobicajenu primjenu matematicke teorije, $to ne znaci da uvodenje mnogih logickih
pojmova ne¢emo motivirati ba§ pomocu njihovih primjena. To je jo§ uvijek najbolja metoda poduke bilo koje mate-
maticke teorije, pa tako i matematicke logike.

U skladu s gore zacrtanim planom pocet ¢emo s najjednostavnijim tzv. istinosno-funkcionalnim formama i njima

odgovaraju¢om IF-logikom. Zatim ¢emo uvesti Boolove monadske kvantifikacijske forme i njihovu MQ-logiku, te
jos opéenitije Fregeove (poliadske) kvantifikacijske forme i njihova Q—logiku.

4 |
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Logika istinosno funkcionalnih formi

2.1 Istinosno funkcionalni veznici

Svi prirodni jezici sadrze veznike pomocu kojih se iz jednostavnijih deklarativnih recenica grade sloZenije. Neki od
tih veznika su istinosno funkcionalni, §to znaci da je vrijednost istinitosti sloZene recenice jednozna¢no odredena
vrijednostima istinitosti komponenti koje su vezane takvim veznikom. (Drugim rijecima, vrijednost istinitosti slozZe-
ne recenice je funkcija vrijednosit istinitosti njezinih komponenti; otud termin "istinosno funkcionalni".) Na primjer,
binarni veznici "i", "ili", kao i unarni operator "nije" (koji ¢emo radi jednostavnosti takoder zvati veznikom), u hr-
vatskom su jeziku najcesce istinosno funkcionalni. U logici ih nazivamo konjunkcijom, alternacijom i negacijom
i ozna¢avamo simbolima A, V i —.

Sljedece tablice istinosnih vrijednosti definiraju kako vrijednosti istinitosti konjunkcije P A Q, alternacije P vV Q i
negacije —P (koju jos zapisujemo P) ovise o vrijednostima istinitosti njihovih komponenti P i Q, odnosno P.

DEFINICIJA KONJUNKCIJE A, ALTERNACIJE v | NEGACIJE —

P|lO||PAQ P|lO||PVvQ
TI|T T TI|T T P -p
T L 1 T L T T L
LT L LT T L T
1| L L 1] L 1

Mnogi veznici prirodnih jezika nisu istinosno funkcionalni (ili katkad jesu, a katkad nisu). Na primjer, veznik "jer",
kao ni unarni veznici "nuzno je" i "moguce je", oCito nisu istinosno funkcionalni.

P | Q| PjerQ

T 1T ? P || Nuzno je P P || Moguée je P
T | L 1 T ? T T

1| T 1 1 T 1 ?

1| L 1
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ISTINOSNO FUNKCIONALNI VEZNICI

Naime, iako je istina da je Ivan umro (P = T) i da je prije smrti pojeo sladoled (Q = T), to ipak ne znaci da je Ivan
umro jer je pojeo sladoled (P jer Q = T); moZda je doZivio infarkt (P jer Q = L).

Nadalje, neke fakti¢ne istine su nuzZne, a neke nisu ("NuZno je 2 + 2 = 4" je istina, ali "NuZno je bilo da DraZen Pe-

Zin

trovi¢ pogine u prometnoj nesreéi" nije.). Sli¢no, neke bi fakticne neistine mogle biti istinite, a neke ne bi ("Mogude

Zin

je bilo da DraZen Petrovié¢ ne pogine u prometnoj nesreci" je istina, ali "Moguce je da je 2 + 2 # 4" nije.).

Logika istinosno funkcionalnih formi ograni¢ava se samo na istinosno funkcionalne veznike i time je ograni¢ena u
odnosu na prirodne jezike. S druge strane, prirodni jezici sadrZze mali broj veznika (dakle, i mali broj IF-veznika),
dok IF-logika ukljucuje sve moguce IF—veznike, tj. sve unarne, binarne, ternarne, itd. funkcije iz {T, L} u {T, L}.

Sve unarne istinosne funkcije definirane su sljede¢im tablicama:

=
E
~
~
~
|
~
~
E

H|
H|

Ukupno ih je 2 = 4. Prva je konstanta T (fi(P) = T), druga je identitet (f2(P) = P), treca je negacija
(f3(P) = —P) i Cetvrta je konstanta L (f4(P) = 1).

Binarnih istinosnih funkcija ima 22 = 16 (dvije od njih su konjunkcija i alternacija). Ternarnih ima 23" = 256
i, opéenito, n-arnih istinitosnih funkcija ima 22". Dakle, istinosnih funkcija ima beskona¢no mnogo:

2@+ 4200 4 = 310 2o
n=1

Ipak, sve se one mogu realizirati pomoc¢u samo tri: konjunkcije A, alternacije V i negacije —.

Promotrimo, na primjer, jednu od 256 ternarnih istinosnih funkcija F(P, Q, R) koja je zadana sljede¢om tablicom
istinosnih vrijednosti:

FlE[A A ] A] ]

FlblE| A A] ]~
A E[A] ][] ®

L 1 1
@ 1 1
1 @ 1
L 1 1
L 1 @
L 1 1
1 1 1
1 1 1

Funkcija F(P, Q, R) jednoznac¢no odreduje funkcije A;(P, O, R) koje imaju samo po jednu vrijednost T i to na to¢no
onim argumentima na kojima F(P, Q, R) prima vrijednost T. (Dakle, koliko puta F primi vrijednost T toliko imamo
i funkcija A;, u nasem slucaju 4.) Te su funkcije takoder prikazane u gornjoj tablici.

1z definicije funkcija A; odmah slijedi
F(P,Q.R) = Ai(P,Q,R) V A2(P, Q,R) V A3(P, Q,R) V A4(P, O, R). 2.1

6 |
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LOGIKA ISTINOSNO FUNKCIONALNIH FORMI

Osim toga, o¢ito je da konjunkcija P A Q A R prima vrijednost T isklju¢ivo na argumentu (T, T, 1), konjunkcija
P A Q AR isklju€ivo na argumentu (T, L, T), PA Q A Riskljuivona (L, T,T)a P A Q A RiskljuCivona (L, L, 1).
To znaci da vrijedi

Al=PAQAR, A =PAQAR, A3=PAQAR, As=PAQAR. (2.2)

Iz (2.1) i (2.2) slijedi
F(P,O,R)=(PAQAR)V(PAQAR)V(PAQAR)V(PAQAR), (2.3)
tj. F je konacno realizirana pomocu konjunkcija A, alternacija V i negacija —. Specifi¢ni oblik (2.3) kojim je

predstavljena naSa funkcija F zove se potpuna alternacijska normalna forma.

ATOMI | LITERALI

Atom je osnovna neanalizirana forma. Atome oznaavamo s P, Q, R,...

Literal je atom ili njegova negacija. (Dakle, literali su P, P, Q, O, R, R,...)

ALTERNACIJSKA NORMALNA FORMA

Konjunktivni blok je konjunkcija literala proizvoljne duljine (dakle, i sami literali su blokovi duljine 1). Ko-
njunktivne blokove najcesce zapisujemo tako da ispustamo znak A, tj. konjunkciju zapisujemo kao konkatena-
ciju. (Na primjer, P A Q A R zapisujemo kao POR.)

Alternacijska normalna forma je alternacija konjunktivnih blokova koje zovemo njenim komponentama. Broj
komponenti je proizvoljan. (Dakle, jedan jedini konjunktivni blok smatramo alternacijskom normalnom for-
mom. )

Potpuna alternacijska normalna forma u svakoj svojoj komponenti sadrzi sve svoje atome. (Na primjer, 2.3
je potpuna, a PQ VvV PQOR nije. )

Ocito je da se postupak koji smo proveli s nasSom istinosnom funkcijom F(P, Q, R) moZe na isti nacin provesti s
bilo kojom istinosnom funkcijom. (Ako F(P,Q,...,R) ne prima vrijednost T ni na jednom argumentu, onda je
F = PPQ...R.) Dakle, vrijedi sljedeci teorem:

TEOREM O ALTERNACIJSKOJ NORMALNOJ FORMI

Svaka istinosna funkcija moZe se prikazati u potpunoj alternacijskoj normalnoj formi.

Polazeci od L-vrijednosti nase funkcije F dolazimo do drugog postupka.
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ISTINOSNO FUNKCIONALNI VEZNICI

L Ki | K | K | Ky |

©)
=
-
.
-
.
=
-

Fle R[] 4]~
IR RIS
Fl A A =
O ORIGRINIC

-
-
-

©
=
.
-
.

T T
T T
T T
T T
T T
ol
o)
T T

Sada funkcija F(P, Q, R) jednoznacno odreduje funkcije K;(P, Q, R) koje imaju samo po jednu vrijednost L i to na
tocno onim mjestima na kojima F(P, Q, R) prima vrijednost L. (Dakle, koliko puta F' primi vrijednost L toliko
imamo funkcija K;, u naSem slucaju 4.) Te su funkcije takoder prikazane u gornjoj tablici.

1z definicije funkcija K; odmah slijedi
F(P,Q,R) = Ki(P,Q,R) A K2(P, Q,R) A K3(P, Q,R) A K4(P, O, R). (2.4)
Osim toga, o¢ito je da alternacija PV QVR prima vrijednost L isklju¢ivo na argumentu (T, T, T), alternacija PV QVR

iskljucivo na argumentu (T, L, 1), PV @ V R isklju¢ivona (L, T,L1),aPVv QV R iskljucivo na (L, L, T). To znaci
da vrijedi

Ki=PVOVR, K,=PVQVR, K3=PVQOVR, Ki=PVQOVR. (2.5)
Iz (2.4) i (2.5) slijedi
F=(PVQOVR(PVOVR(PVOVR(PVQOVR), (2.6)

gdje smo konjunkciju od Ki, K>, K3 i K4 opet zapisali kao konkatenaciju (tj. ispustajuci znakove A). Oblik (2.6)
kojim je sada predstavljena naSa funkcija F' zove se potpuna konjunkcijska normalna forma.

KONJUNKCIJSKA NORMALNA FORMA

Alternacijski blok je alternacija literala proizvoljne duljine (dakle, i sami literali su blokovi duljine 1).

Konjunkcijska normalna forma je konjunkcija alternacijskih blokova koje zovemo njenim komponentama (i
samo jedan blok smatramo konjunkcijskom normalnom formom).

Potpuna konjunkcijska normalna forma u svakoj svojoj komponenti sadrZi sve svoje atome. (Na primjer,
(2.6) je potpuna, a (P Vv Q)(P V Q V R) nije.)

Ocito je da se gornji postupak, koji vodi do potpune konjunkcijske normalne forme, moZe provesti sa svakom
istinosnom funkcijom. (Ako F(P, Q, R) ne prima vrijednost T ni na jednom argumentu onda je F = PV PV QV
...V R).) Dakle, vrijedi sljedeéi teorem.

TEOREM O KONJUNKCIJSKOJ NORMALNOJ FORMI

Svaka istinosna funkcija moZe se prikazati u potpunoj konjunkcijskoj normalnoj formi.

8 |
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LOGIKA ISTINOSNO FUNKCIONALNIH FORMI

Teoremi o normalnim formama jasno pokazuju da ograni¢enje na mali broj IF-veznika: konjunkciju, alternaciju i
negaciju, zapravo i nije neko ogranicenje jer se pomocu njih mogu izraziti svi drugi (njih beskonacno mnogo).

Zbog vaznosti osnovnih [F-veznika, konjunkcije, alternacije i negacije, posebno isticemo njihova najvaznija svoj-
stva.

OSNOVNA SVOJSTVA KONJUNKCIJE, ALTERNACIJE | NEGACIJE
Asocijativnost konjunkcije i alternacije:
PAQOAR) & (PANQYAR PV(QVR)S (PVQO)VR
Komutativnost konjunkcije i alternacije:
PANQe® QAP PVQeQVP
Idempotentnost konjunkcije i alternacije:
PANPSP PVPoSP
Distributivnost konjunkcije i alternacije:
PAOVR)e (PAQ)V(PAR) PV(QAR)© (PVO)A(PVR)

Apsorpcija:
PAPVQ)SP PV((PANQ)SP

Involutivnost negacije:
-—PoP

De Morganovi zakoni:
-(PANQ)sS PVO -(PVQO)ePAQ

Ekvivalenciju, oznalenu s <, definirali smo sasvim opénito ull. U ovom posebnom IF-kontekstu ekvivalentnost
dvaju IF-formi znaCi jednakost IF-funkcija koje one definiraju. Na primjer, funkcije definirane formama —(P A Q)
i PV Q su jednake, $to slijedi iz jednakosti njihovih tablica istinitosti:

Pl Q| PAQ|-(PAQ) PlO|P|O|PVO
T | T T 1 T | T 1| L 1
T 1 1 T T 1 € T T
€ T 1 T 1 T T 1 T
€1 1 1 T 1 1 T T T

No, to znaci da vrijedi prvi De Morganov zakon, —(P A Q) & P Vv Q. Sli¢no se dokazuju i ostale ekvivalencije iz
gornjeg okvira.

Primjetimo da nam asocijativnost konjunkcija i alternacija omogucava da ih, u slucaju vise od dvije komponente,
piSemo bez zagrada. Naprimjer, (PQ)R < P(QR) pa moZemo bez dvosmislenosti pisati POR. Time smo se veé
koristili pri zapisivanju alternacijskih i konjunkcijskih normalnih formi.
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FORME, INTERPRETACIJE I ISTINITOST

Spomenimo na kraju da nam De Morganovi zakoni pokazuju da se nas§ osnovni skup IF-veznika, {A, V, -}, koji

generira sve IF-veznike, moZe reducirati na jo§ manje skupove generatora, {A, -} 1 {V, —}. Dapace, veznici | i |,
definirani na sljede¢i nacin:

PlLOePAQ PlQePVQ

generiraju {A, —}, odnosno {V, —}, jer o€ito vrijedi:

P|PoPAPSP

~v
~

|
10

=¥

PeP
VE@PVQ

~ll i

PLOSPAQOPAQ

~l

Takve IF—veznike, koji generiraju sve moguée IF—veznike, zovemo Scheferovima (jer je Schefer prvi nasao takve
veznike). Post je dokazao sljedeci opéi teorem koji karakterizira Scheferove veznike.

POSTOV TEOREM O SCHEFEROVIM VEZNICIMA

Istinosno funkcionalni veznik je Scheferov akko

(i) F(P,Q,...,R)#+ -F(P,Q,...,R)
(i) F(P,P,...P)=P

2.2 Forme, interpretacije i istinitost

Nas$ op¢i plan matematicki egzaktnog razvijanja logickih teorija sada ¢emo primjeniti na istinosno funkcionalnu
logiku. Prvi je korak definicija istinosno funkcionalnih formi. Naravno, gradimo ih uz pomo¢ IF-veznika, a moZemo
se ograniciti na bilo koji skup IF-veznika koji generira sve IF-veznike.

ISTINOSNO FUNKCIONALNE FORME (IF-FORME)
Ako neki skup IF-veznika generira sve IF-veznike, onda [F-forme induktivno definiramo kao IF—forme generi-
rane tim skupom veznika. Na primjer, ako je taj skup veznika {A, Vv, —} onda su IF-forme induktivno definirane
s (1), (1) 1 (iii).
(l) Atomi P, Q, R, Py, le Ry, P, QQ, R,, ... suIF-forme.
(i) Ako je A IF-forma onda je to i —A.

(ii1) Ako su A i B IF—forme onda su to takoder (A A B)i (A V B).

(Forme Cesto zovemo i formulama).

Na primjer, —(P; V (Q A —R»)) i (O3 A —(P A (Q2 A Ry))) su IF—forme ¢iju induktivnu izgradnju opisuju sljedeéa
stabla izgradnje:
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R, O R

0 -R P (O2 ARy)

P, (O A -Ry) (P A(Q2ARy))
(P1V(QA-Ry)) 03 —(P A (Q2 ARy))
—(P1V(Q A —-Ry)) (O3 A=(PA(Q2 AR1)))

Forme koje prethode nekoj formi u njezinom stablu izgradnje (ili su joj identi¢ne) zovemo podformama te forme. I
njih mozemo definirati induktivno.

PODFORME IF-FORMI

(1) Jedina podforma atomarne forme je ona sama.
(i) Ako je forma oblika —A onda su njene podforme ona sama i sve podforme od A.

(iii) Ako je forma oblika (A A B) ili (A V B) onda su njene podforme ona sama i sve podforme od A i B.

Na primjer, podforme forme —(—A A —B) su ona sama, (-A A —B), —A, =B, A i B. (Primjetimo da A A —B nije
podforma naSe forme, iako je njen dio.)

Pri pisanju IF—formi Cesto ¢emo se koristiti uobicajenim pokratama. Ispustat cemo krajnje vanjske zagrade, kao
i zagrade u neprekinutom nizu konjunkcija ili alternacija (zbog njihove asocijativnosti), a negaciju —A ponekad
¢emo zapisivati kao A. Osim toga, ponekad ¢emo ispustati znak konjunkcije A, tj. konjunkciju éemo zapisivati kao
konkatenaciju.

Dakle, —(P; V(QI_QQ))je pokrata forme —(P; V(QA—R»)), a Q3 A—(P1O2R)) je pokrata forme (O3 A—(P1 A(Q2ARY))).

Koristit éemo se i konvencijom da konkatenacija (tj. konjunkcija Ciji se znak A ispusta) veZe jace od svih drugih
znakova, te da negacija veZe jaCe od svih drugih neispustenih znakova.

Dakle, —PQ i P vV QR su pokrate od —(PQ)i PV (QR), dok su —P A Qi —-PV Q pokrate od (-P) A Qi(-P)V Q.

Osnovna primjena logic¢kih formi je da ih prepoznamo kao forme konkretnih tvrdnji. No, forma F je forma kon-
kretne tvrdnje ¥ ako se ¥ (ili neki njen sinonim) dobija iz forme F interpretiranjem atoma od F odgovarajuéim
konkretnim tvrdnjama. U slucaju IF-formi vrijednost istinitosti koju ima interpretacija cijele forme potpuno je odre-
dena vrijednostima istinitosti koje imaju interpretacije atoma. Buduéi da osnovni logicki pojmovi vezani uz forme
i njihove interpretacije ovise samo o vrijednostima istinitosti onda je, u IF-logici, forme dovoljno interpretirati tako
da odredimo vrijednosti istinitosti njihovih atoma.

IF-INTERPRETACIJA

IF—interpretacija je pridruZenje vrijednosti istinitosti T ili L atomima od kojih su izgradene IF—forme.

Drugim rijecima, to je funkcija iz skupa atoma Az u skup {T, L}. Oznacavamo je s int.
int : Ar — {T, L}

Ta funkcija moZe biti totalna ili parcijalna, tj. moZe pridruZivati vrijednosti istinitosti svim ili samo nekim
atomima.
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Na primjer, funkcija zadana sljedeCcom IF—tablicom jedna je [F—interpretacija.

P OQ|R|P|Q1|R |Pr| O | R
T|L | T | T | T | L | L | L | T

U toj interpretaciji forma (P A R) V (P A Q) je neistinita, tj. ima vrijednost L. To slijedi iz definicije veznika A, V i
—, jednostavnim raCunom:

int(PAR)V (PAQ))=int(PAR) Vint(P A Q) =
=(@intP A intR) V (intP A intQ) = (—intP A —intR) V (intP A intQ) =
=(-TA-T)V(TAL=(LAL)VL=1lVL=1

Taj se racun temelji na sljedecoj induktivnoj definiciji.

ISTINITOST IF-FORME U IF-INTERPRETACIJI

Vrijednost istinitosti [F-forme F' u [F—interpretaciji int (koja mora biti definirana na svim atomima forme F)
oznacavamo s int(F) i definiramo je induktivno s (i) i (ii):
(i) Na atomima je int ve¢ definirana.

(ii) int(A A B) = int(A) A int(B)
int(A v B) = int(A) V int(B)
int(-A) = —int(A)

Forma F je istinita u interpretaciji int akko int(F) = T.

Gornja definicija zapravo opisuje kako se funkcija int, definirana samo na atomima, induktivno proSiruje do funkcije
definirane na svim [F—formama izgradenim nad tim atomima.

Racunanje tablice istinosti neke forme zapravo je raCunanje vrijednosti istinitosti te forme u svim (parcijalnim)
interpretacijama definiranim na atomima te forme.

~l
=|
~

Al AR FFF] >

(PAR)V(PAOQ)

QS

T

FlE|EE|AA4]4]]~
IR
A A =
I R ]
IR
| FEEA[A]] >
I
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Prva tri stupca gornje tablice zapravo su sve moguce (parcijalne) interpretacije atome P, Q i R. Ima ih ukupno 8,
smjeStenih u 8 redaka prva tri stupca. Daljnje vrijednosti su vrijednosti istinitosti naznacenih formi, izraCunate u
odgovarajuéim interpretacijama. U zadnjem stupcu izralunate su vrijednosti istinitosti forme (P AR) V (P A Q) u
svim interepretacijama atoma te forme.

Drugi i tre¢i korak izgradnje IF-logike sada su jednostavni.

TEST VALJANOSTI

Forma A je valjana, tj. OA, ako je A istinita u svim interpretacijama.

Dakle, DA testiramo tako da izgradimo tablicu istinitosti od A i provjerimo jesu li u stupcu pod A sami T-ovi.

Na primjer, forma A = Q V PRV PRV PS V QR V RS je valjana, jer su u stupcu pod A sami T-ovi.

By
Q
R
=
v
>;,'
]
95)
Ql
=
>
“|

Al A A A A A A A A A A ] >

IR R R I

IR I I

R R I I I R
I I I I S N T RIS

S e e e e e e S A
R EIE
R T el e e e e e e I =
I
IR IR
e A e e e e e e A T =

TEST KONZISTENTNOSTI

Forma B je konzistentna, tj. CB, ako je B istinita bar u jednoj interpretaciji.

Dakle, B testiramo tako da izgradimo tablicu istinitosti od B i provjerimo je li u stupcu pod B bar jedan T.

Na primjer, forma B = PQ V PRV PRV QR je konzistentna, jer u stupcu pod B nalazimo T-ove (ona nije valjana jer
nalazimo i L-ove):
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v
Q
;gl
Ql
=

~
FIEFF A A S

HlEE[ A A ]
NI RIEIES
Hl A= =[] =] =
NEEEEEEE
Hl Al -] F |-
eI
Hl A= A=A ] =

TEST IMPLIKACIJE

Forme Ay, ..., A, impliciraju formu C, tj. Ay,...,A, = C, ako ne postoji interpretacija u kojoj su sve forme
Ay,...,A, istinite, a u kojoj je C neistinita.

Dakle, Ay,...,A, = C testiramo tako da izgradimo zajednicku tablicu istinitosti za forme Ay, ...,A,, C i pro-
vjerimo da ne postoji redak u kojem sve forme Ay, ... A, imaju vrijednost T, a u kojem forma C ima vrijednost
1.

Na primjer, Ay = PV Q, A, = PV RiA3z = RV S impliciraju C = PRV PS V QR, jer u svakom retku u kojem A,
A> 1 Az imaju vrijednost T i C ima vrijednost T:

<
Ql
>
[\

I
;gl
;gl
Ql
=

Al =

<
=

A3=RVS

_|

NI R R R I I I R
FlE R[] R[4 ][a]d]4]
IR AR 4] =
iR A R[] F ][R [A]F]|d]
I I I I I I I I I I R I Y
Hl ||| 5
N e e e N R N I R

FlE (A A R[] F R[] F |-
I I I A e e e e ISR S T
FlE (A A [ E A ]|+
i A=A ||| A][A|F|F]F]|F]a
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TEST EKVIVALENCIJE

Forme F i G su ekvivalentne, tj. F < G ako u svakoj interpretaciji imaju istu vrijednost istinitosti.

Dakle, F' & G testiramo tako da izgradimo zajednicku tablicu istinitosti za forme F i G, te provjerimo da F i G
u svakom retku imaju istu vrijednost istinosti.

Na primjer, forme F = RV PQ i G = (P V R)(Q V R) su ekvivalentne jer u svakom retku imaju istu vrijednost
istinitosti:

v
Ql
.
<
>
Q
<
>

il a]4 4]~
IR I RS
A -]d] -] =
IR
il A4 4] ™
IR
IR
FlA|E (A4 4]

Vidimo da tablice istinitosti moZemo koristiti za testiranje osnovnih logickih relacija. Uskoro ¢emo upoznati i neke
druge testove, koji su jednostavniji i mogu se lako prosiriti na druge logike ($to nije slucaj s tabli¢nim testovima).

2.3 Kondicional i bikondicional

Osim binarnih veznika "i" 1 "ili" u prirodnim jezicima Cesto se koristi binarni veznik "ako—onda". Tvrdnju oblika
"ako A onda B" zovemo kondicionalom. Njezinu A komponentu zovemo antecendentom, a njenu B komponentu
konzekventom.

Kondicional najéece nije istinosna funkcija. Naime, pod kojim bismo uvjetima kondicional drZali istinitim? Cak
je 1 postavljanje tog pitanja neobicno, jer afirmaciju tvrdnje "ako A onda B" manje doZivljavamo kao afirmaciju
kondicionala, a viSe kao uvjetnu afirmaciju konzekvente. Ako se pokaZe da je antecedenta istinita onda stojimo
iza konzekvente (i priznat ¢emo naSu greSku ako se ona pokaZe neistinitom). Ako se pak pokaZe da je antecedenta
neistinita nasa afirmacija kondicionala postaje praznom, kao da nije ni u€injena. Mogli bismo reéi da tako shvaceni
kondicional ima djelomi¢nu tablicu istinosti:

"ako A onda B"

-
L

SIS
H -] 4] =
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U IF-logici odustajemo od ove prakse i kondicional drzimo istinosno funkcionalnim veznikom (s potpunom ta-
blicom). Ako je antecedenta istinita onda vrijednost istinosti kondicionala poistovjecujemo s vrijednoscu istinosti
konzekvente, kao u prirodnim jezicima. Ako je antecedenta neistinita onda kondicional smatramo istinitim bez ob-
zira na vrijednost istinitosti konzekvente, suprotno praksi prirodnih jezika. Tako upotpunjeni kondicional, oznakom
A — B, Cesto se zove materijalnim kondicionalom.

DEFINICIJA KONDICIONALA —

EEIEIES
IR
IR

Ocito vrijede sljedeée ekvivalencije:

A—>Bo -AB, A—>Bo AVB.

U skladu s tom IF—definicijom sljedece su tvrdnje istinite:

(1) Ako je Zagreb u Hrvatskoj onda je more slano.
(2) Ako je Zagreb u Sloveniji onda je more slano.

(3) Ako je Zagreb u Sloveniji onda je more slatko.

To sigurno izgleda neobicno, ali jednako bi neobi¢no izgledalo da neku od tvrdnji (1), (2) ili (3) proglasimo neis-
tinitom. Neobi¢ne su nam tvrdnje (1), (2) i (3), a ne to jesu li one istinite ili neistinite. Naprosto nije uobicajeno
praviti kondicionale od jednostavnijih komponenti Cije su istinosne vrijednosti (bezuvjetno) poznate. Razlog za to
je o€it: cemu tvrditi nesto dugo i sloZeno poput (1) i (2) ako smo u poziciji da iskazemo jacu i kracu tvrdnju: "More
je slano"? Zasto tvrditi dugo i sloZzeno (3) ako mozemo reci krace i jae "Zagreb nije u Sloveniji"?

Uostalom, isto vrijedi i za veznik "ili". Tvrdnja

(4) Zagreb je u Hrvatskoj ili je more slatko.

zvuci jednako neobicno kao i tvrdnje (1)—(3), i to iz istih razloga. Informativnije je i jednostavnije reci "Zagreb je u
Hrvatskoj" nego tvrditi (4).

Tko tvrdi "Ako A onda B" (odnosno, "A ili B") obi¢no nije siguran u pojedinacnu istinitost ili neistinitost tvrdnji A
i B, nego ima neke razloge da ne vjeruje u kombinaciju "A i nije B" (odnosno, "Nije A i nije B"). Dakle, onaj koji
tvrdi:

Ako Lidija ima upalu slijepog crijeva onda hitno treba i¢i u bolnicu.
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tvrdi to zato Sto zna koje su moguée komplikacije upale slijepog crijeva, a ne zato $to zna ima li Lidija upalu i treba
li i¢i u bolnicu.
Sve §to smo rekli o kondicionalu "ako-onda" vrijedi i za bikondicional "ako i samo ako", koji skraceno zapisujemo

"akko". Naime, bikondicional "A akko B" je konjunkcija kondicionala "Ako A onda B" i "Ako B onda A". Njegova
[F—varijanta oznacava se s « i ¢esto se naziva materijalnim bikondicionalom.

DEFINICIJA BIKONDICIONALA &

SIS
A H{ ] =
—H|F|=[H] T

Ocito vrijede sljedece ekvivalencije:

Ao BSABVAB, Ao Bo (A— B)(B-A).

U prirodnim jezicima idiomi "ako-onda" i "ako i samo ako" takoder se koriste za izraZavanje implikacije i ekviva-
lencije. U matematici je ta uporaba ¢ak dominantna. To, nazalost, dovodi do brkanja kondicionala s implikacijom
i bikondicionala s ekvivalencijom. Njihov stvarni odnos je sljedeci: A implicira B, tj. A = B, ako ne postoji inter-
pretacija u kojoj je A istinito i B neistinito, $to znaci da ne postoji interpretacija u kojoj je A — B neistinito. Dakle,
implikacija A = B znaci valjanost kondicionala A — B. Sli¢no, ekvivalencija A & B znaci valjanost bikondicionala
A < B. To je izuzetno vazna veza, ali nije identitet.

Kondicional i bikondicional omoguéuju nam da implikaciju i ekvivalenciju svedemo na valjanost, kao $to nam je
negacija omogudila da valjanost i implikaciju svedemo na konzistentnost (usp. (1| poglavlje).

VEZA KONDICIONALA, IMPLIKACIJE | VALJANOSTI

Forma A implicira formu B akko je kondicional A — B valjan.

Zapisano simbolicki:
A = B akko O(A — B)

VEZA BIKONDICIONALA, IMPLIKACIJE | VALJANOSTI

Forma A je ekvivalentna formi B akko je bikondicional A < B valjan.

Zapisano simbolicki:
A & B akko O(A < B)

Ocito je da su istinosne funkcije — i <> (kako smo ih ranije definirali) jedine istinosne funkcije koje na ovaj nacin
implikaciju i ekvivalenciju svode na valjanost. To je jo$ jedan razlog (mozda i najvazniji) da [F-funkcije — i1 <
definiramo onako kako smo ih definirali.
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Osnovni fond IF-veznika kojima ¢emo se ubudude koristiti ¢ine konjunkcija A, alternacija Vv, negacija —, kondicional
— 1 bikondicional <. Dakle, nase IF—forme bit ¢e {A,V, —, —, &}—forme, koje definiramo kao u prethodnom
odjeljku. Uz nove veznike — i < uvodimo i novu konvenciju da oni razdvajaju jace od starih veznika A, V i —.
Dakle, PV Q — R je pokrata za (P V Q) — R), —P < Q je pokrata za ((-P) < Q) itd. Forme su razumljivije
kada koristimo sve te veznike, iako otprije znamo da su dovoljni {A, -} ili {V, —}, a lako je pokazati da su dovoljni i
{—=.-}

Naime, iz
AVBoA—>B i -ABoA—>B
lako slijedi
AVBSAVB&SA—>B i

AANB& ——AB & —(A - B),
tj. 1 alternacija i konjunkcija mogu se izraziti pomocu kondicionala i negacije.

Primjetimo jo§ da je
A A—> L

Sto nas dovodi do {—, L}, kao jos$ jedne zanimljive baze svih IF-veznika.

2.4 IF-logika i algebra skupova

Svakoj IF-formi moZemo pridruZiti skup svih totalnih interpretacija u kojima je ona istinita. Taj skup predstavlja
tu formu, a Cesto ga i identificiramo s tom formom. (Buduci da su medusobno ekvivalentne forme predstavljene
identi¢nim skupovima, time identificiramo i medusobno ekvivalentne forme. ) Ako su forme A i B identificirane sa
skupovima totalnih interpretacija u kojima su one istinite, onda A A Bi A V B identificiramo s presjekom i unijom tih
skupova, a A s komplementom od A. (Naime, skup interpretacija u kojima je forma A istinita je komplement skupa
interpretacija u kojima je forma A istinita; skup interpretacija u kojima je forma A A B istinita je presjek skupova
interpretacija u kojima su istinite forme A i B itd.) Kondicional A — B i bikondicional A < B ekvivalentni sus AV B
i ABV A B, pa i njih identificiramo s odgovarajuéim skupovima. To prikazujemo sljede¢im skupovnim dijagramima,
koji se jos zovu Eulerovim:

AANB AV B A

A—> B Ao B

y 4

Primijetimo (vidi donje dijagrame) da dijagram koji prikazuje 1 atomarnu formu P sadrZi 2 podrucja (tzv. Celije): P
i P. Dijagram koji prikazuje 2 atomarne forme P i Q sadrzi 4 Celije: PQ, PQ, PQ i P Q. Dijagram koji prikazuje 3

atormarne forme P, Q i R sadr7i 8 (tj. 23) éelija: POR, POR, PQR, POR, POR, POR, P OR i P QR. I tako dalje.
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~l

]
Ql
>

Svaka Celija odgovara jednoj parcijalnoj interpretaciji prikazanih formi. Na primjer, ¢elija P OR sadrZi totalne
interpretacije u kojimaje P = L, Q = L i R = T, tj. predstavlja parcijalnu intepretaciju (P, Q,R) = (L, L, T). Svih 8
Celija, u tom istom prikazu, predstavlja svih 8 parcijalnih interpretacija formi P, Q i R. Dakle, ono $to je 8 redaka u
tablici istinitosti za atome P, Q i R, to je 8 ¢elija u skupovnom prikazu.

Nadalje, svaka istinosna funkcija F(P, Q, R) je pridruZenje istinosnih vrijednosti T ili L parcijalnim interpretacijama
koje interpretiraju P, Q i R. Dakle, njezin skupovni prikaz Cine sve intrpretacije u kojima je F(P, Q, R) istinita,
tj. F(P, O, R) je prikazana unijom Celija u kojima vrijedi F(P, Q,R) = T. Na primjer, istinosna funkcija F (P, Q, R)
zadana sljedecom tablicom:

I I I

| £

il 4]4]~
RIS

o
o
=
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ima sljedeci skupovni prikaz:

F(P,Q.R)

\/

1z oba prikaza, tabli¢nog i skupovnog, mozemo ocitati da je

F & PORV PORV P OR,
tj. iz oba prikaza lako ocitavamo alternacijsku normalnu formu od F. (U skupovnom dijagramu ona je doslovno
"vidljiva".)

Osim §to omogucuju da vrlo zorno prikazujemo IF-forme, skupovni dijagrami (uz dolje opisane Vennove konven-
cije) omogucavaju zorno prikazivanje logickih svojstava formi (npr. valjanosti i konzistentnosti) i logickih odnosa
medu formama (npr. implikacije i ekvivalencije). Na primjer, Sto znaci da je forma A valjana? To znaci da nema
interpretacije u kojoj je ona neistinita, tj. izvan skupa A nema niega. To se na Vennovom dijagramu prikazuje tako
da se podrucje izvan A iscrtka. Naime, Venn iscrtkavanjem podrucja oznacava da je ono prazno.

DA

[ \
|

0
N4

Lijevi Eulerov dijagram prikazuje jedan objekt (formu A), a desni Vennov dijagram prikazuje tvrdnju o tom objektu
(da je forma A valjana, jer je sve izvan podrucja A prazno). To je ona ista razlika koju smo uocili izmedu kondicionala
i implikacije, te bikondicionala i ekvivalencije.

Sljede¢i Eulerovi dijagrami, koji su lijevo, prikazuju kondicional i bikondicional, dok desni Vennovi dijagrami (s
konvencijom o iscrtkavanju) prikazuju implikaciju i ekvivalenciju.
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0A —- B)tj.A=> B

0A & B)tj.Ao B

-His

Razmotrimo, nadalje, $to znaci da je forma A konzistentna. To znaci da postoji intepretacija u kojoj je ona istinita,
tj. da skup A nije prazan. To se na Vennovom dijagramu prikazuje tako da se u podrucje A stavi krizi¢ x. Naime,
stavljanjem kriZi¢a X u neko podruc¢je Venn oznacava da je ono neprazno. Lijevi Eulerov dijagram opet prikazuje
objekt (formu A), dok desni Vennov dijagram prikazuje tvrdnju o tom objektu (da je forma A konzistentna, jer je
unutar podrucja A krizic).

CA

D
N

U skladu s Vennovom konvencijom nevaljanost forme A prikazuje se krizi¢em, kao lijevo dolje, a inkonzistentnost
forme A iscrtkavanjem, kao desno dolje.

DA & A

M

X

U 3] poglavlju éemo vidjeti kako ove Vennove konvencije uspjesno rjeSavaju probleme Aristotelove silogistike.

2.5 Matematicka struktura IF-formi
U ovom ¢emo odjeljku nesto reci o strukturi [F—formi, i to onim ¢itateljima koji znaju nesto apstraktne algebre. Oni
koji to ne znaju mogu preskociti ovaj odjeljak, jer se na njega u daljnjem tekstu ne¢emo pozivati.

Relacija implikacije = refleksivna je i tranzitivna na skupu IF—formi koji éemo oznaciti sa ¥ . Dakle, ona je predu-
redaj na . Slijedi da je presjek nje i njenoga inverza tranzitivna, refleksivna i simetri¢na relacija (to je naravno nasa
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relacija ekvivalencije ). Ona generira particiju skupa ¥ na klase ekvivalencije, na kojima je = parcijalni ureda;.
Dakle, (¥ /&, =) je struktura parcijalnog uredaja. Klase od T i L, tj. [T] i [L], su najveéi i najmanji element u toj
strukturi, jer L = A1 A = T za svaku [F-formu A. Osim togaizA = BiA = CslijediA = BAC,aizB= A
i C = Aslijedi BV C = A, §to znaci da su A i V operacije infimuma i supremuma u toj strukturi. Drugim rije¢ima
(F/e,=,[L],[T]) je resetka s nulom [ L] i jedinicom [T]. Ona je i distributivna, jer su A i V medusobno distribu-
tivni. Takoder je i komplementarna jer je svakoj formi A pridruZena forma A sa svojstvimaAVA © TiAAA & L.
Distributivhu komplementarnu reSetku s nulom i jedinicom kraée zovemo bulovom reSetkom, pa kona¢no moZemo
reci daje (¥ /&,=,[L],[T]) bulova resetka.

Do sada smo ¥/ & gledali kao relacijsku strukturu, s relacijom uredaja = i konstantama [L] i [T]. MoZemo je
gledati i kao algebarsku strukturu s operacijama A i V. Njezina osnovna svojstva su komutativnost i asocijativnost
operacija A i V, te sljedeca svojstva:

(ANAB)VB & B TVAS T 1VASA AVAo T

(AVB)ABo B TAASA 1LANA S L ANA S L

Struktura s tim svojstvima naziva se bulovom algebrom, pa zato mozemo reci da je (F /<, A, V,[L],[T]) bulova
algebra.

Ova dva opisa strukture [IF—formi zapravo su ekvivalentni. Naime, nije teSko dokazati teorem koji tvrdi da je svaka
bulova resetka (B, <, 0, 1) ujedno i bulova algebra (B, A, V, 0, 1) i obratno. (U kontekstu reSetke A i1 V se definiraju
saA A B:=1inf{A,B}i AV B := sup{A, B}, dok se u kontekstu algebre < definirasaA < B:= AAB=B.)

Napomenimo jo§ da Stoneov teorem o reprezentaciji tvrdi da se svaka bulova algebra, odnosno resetka, moZze reali-
zirati kao algebra skupova (tj. izomorfna je nekoj algebri skupovauz A =N, v = Ui <=C). U specijalnom slucaju
algebre/resetke klasa ekvivalencije IF—formi to smo pokazali u prethodnom odjeljku.

2.6 Generalizirana implikacija

Kljucni logicki pojmovi implikacije, konzistentnosti i valjanosti, posebni su slu¢ajevi pojma generalizirane implika-
cije koji definiramo na sljede¢i nacin.

GENERALIZIRANA IMPLIKACIJA =

Skup formi I' (generalizirano) implicira skup formi A ako ne postoji interpretacija u kojoj su sve forme iz I’
istinite i sve forme iz A neistinite. Drugim rije¢ima, u svakoj interpretaciji bar jedna forma iz I" prima vrijednost
1 ili bar jedna forma iz A prima vrijednost T. To krace zapisujemo

I'eA
i ¢itamo "I" implicira A".

SloZena formula oblika I' = A zove se sekventa. Forme iz I" zovu se premisama, a forme iz A konkluzijama te
sekvente.

Skupove formi I' i A najcescée zapisujemo kao liste formi koje odvajamo zarezima. Na primjer, {A, B, A} E {C, D}
zapisujemo A, B,A E C,D. (UoCimo da su A,B,A | C,DiA,B [ D,C iste sekvente jer je {A,B,A} = {A,B} i
{C, D} = {D, C}.) Osim toga, umjesto oznake praznog skupa () obi¢no ne piSemo nista. Na primjer, I' | 0 zapisujemo
I'E ,0F Azapisujemo [ A, a0 E (zapisujemo F
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Ako je I' # 0 i A sadrzi to¢no jednu formu ondaI' E Ai ' = A znace isto jer im se definicije poklapaju. (U oba
slucaja nema interpretacije u kojoj bi sve forme iz I' bile istinite, a u kojoj bi A ipak bila neistinita.) Relacija = je
opdéenitija jer dopusta da su I' i A proizvoljni skupovi.

Na primjer, I' = znaci da nema interpretacije u kojoj su sve forme iz I' istinite. To znaci da je I' inkonzistentan
skup formi, $to smo oznacavali s & T

KONZISTENTNOST KAO GENERALIZIRANA IMPLIKACIJA

Ol znaciistoStoi T O (4. TH ).

Slicno, [ A znaci da nema interpretacije koja formu A €ini neistinitom. To znaci da je forma A valjana, Sto smo
oznacavali s OA.

VALJANOST KAO GENERALIZIRANA IMPLIKACIJA

OA znaciisto Stoi D E A (. E A).

Akosul' ={A,...,B}iA ={C,..., D} konacni skupovi formi onda se relacija = mozZe svesti na relaciju = izmedu
samo dvije forme.

SVODENJE GENERALIZIRANE IMPLIKACIJE NA OBICNU

A,...,BEC,...,DzaciistoStoiAAN.. AB=>CV...VD

Naime, interpretacija u kojoj su A, ..., B istinite forme, a C, ..., D neistinite forme ujedno je i interpretacija u kojoj
je A A...A Bistinita forma, a C V ...V D neistinita forma.

Razmotrimo jo§ i ekstremni slucaj @ | (. Bilo koja interpretacija Cini sve forme s lijeve strane istinitima, a sve
forme s desne strane neistinitima, jer tih formi uopée nema. No to znaci da je sekventa () = () neistinita.

NEISTINA KAO GENERALIZIRANA IMPLIKACIJA

1 znaciisto Stoi () E 0.

Za negaciju generalizirane implikacije i# kaZzemo da je partikularna zato jer se njome tvrdi da neka interpretaci-
ja ima odredeno svojstvo (u ovom slucaju svojstvo da su u toj interpretaciji sve premise istinite i sve konkluzije
neistinite).

Za samu relaciju | kaZzemo da je univerzalna jer se njom tvrdi da sve interpretacije imaju odredeno svojstvo (u
ovom slucaju svojstvo da je u svim interpretacijama bar jedna premisa neistinita ili bar jedna konkluzija istinita).

Odavde odmabh slijedi da su O (valjanost) i & (inkonzistentnost) univerzalna svojstva, a [/l (nevaljanost) i < (konzis-
tentnost) partikularna. Naime, 0A jeisto Stoi E A, & I'jeistoStoil'E ;dokje i AistoStoi H A, a Ol je
isto Sto 1 '
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UNIVERZALNE | PARTIKULARNE RELACIJE

E, 01 & su univerzalne relacije.

E, 11 < su partikularne relacije.

Implikacija = pokorava se nekim op¢im pravilima koja je korisno usvojiti i njima se uspjesno koristiti. Prije svega
to su strukturna pravila koja vrijede za sve forme kojima ¢emo se baviti, a ne samo za [F-forme.

STRUKTURNA PRAVILA

Prekl je (P): _
reklapanje (P) FAEAA
I'eA I'eA
Slabljenje (S): = E
IAEA 'eAA
F'eA,A ATEA
Rez (R): F =

TEA

Iz definicije relacije = neposredno slijedi da je I, A E A, A uvijek istinito, jer ne postoji interpretacija u kojoj bi
A mogla biti i istinita i neistinita. To se nacelo zove "'preklapanje' jer se skupovi premisa I', A i konkluzija A, A
preklapaju (baru A). CrtanadI', A = A, A, iznad koje nema sekventi, znaci da je preklapanje pravilo bez pretpostavki
(tj. da je aksiom).

Ako vrijedi I' = A, tj. ako ne postoji interpretacija u kojoj su svi I istiniti i svi A neistiniti, onda ne postoji ni ona u
kojoj su svi I' i A istiniti i svi A neistiniti, pa vrijedi I', A E A. Ukratko, iz " | A slijedi I, A | A. Sli¢no, izT E A
slijedii " = A, A. To se pravilo zove "'slabljenje' jersul', A E AiT | A, A ocito slabije implikacije od I' = A.
Zadnje strukturno pravilo je poopcena verzija tranzitivnosti implikacije. Ono moZda nije sasvim ocito. Pretpostavi-
mo, medutim, da ono ne vrijedi, tj. da imamo:

(1) TEAA 2) ATEA (3) THA.

Tada bi, u skladu s (3), postojala interpretacija u kojoj su svi I" istiniti i svi A neistiniti. U toj interpretaciji forma
A je bilo istinita bilo neistinita. U prvom slu¢aju imamo kontradikciju s (2), a u drugom s (1). U svakom slucaju
dolazimo do kontradikcije, tj. naSe pravilo ipak vrijedi. To se pravilo zove "rez" jer se njime forma A "izrezuje" iz
konac¢nog zakljucka.

Preklapanje i rez katkad se formuliraju i u sljede¢em obliku:

IEALA AlEA
AEA [, F AL A

Uz slabljenje je ocito da su te formulacije ekvivalente na§ima.

Sljedece pravilo se obi¢no ne zove strukturnim iako i ono vrijedi za sve forme kojima ¢emo se baviti, a ne samo za
[F—forme. Prije nego ga iskaZemo uvodimo neke oznake.
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Rezultat zamjene atoma forme P formom A u formi F, na svim mjestima na kojima se P pojavljuje u F, zvat ¢emo
supstitucijom od A za P u F i tu ¢emo formu oznacavati s F(A/P). Rezultat supstitucije od A za P u svim formama
nekog skupa I' zvat ¢emo supstitucijom od A za P u I' i taj ¢emo skup formi oznacavati s ['(A/P).

PRAVILO SUPSTITUCIJE

I'eA
I'(A/P) = A(A/P)

Forma P je atomarna, a forma A je proizvoljna.

Pravilo je ocito korektno. Naime, atomarna forma P moZe se interpretirati s T i L, Sto sigurno obuhvada i sve
moguce interpretacije od A (jer su to jedine dvije mogucnosti). Dakle, ako ne postoji interpretacija koja bi oborila
I' = A onda sigurno ne postoji niti ona koja bi oborila I'(A/P) = A(A/P). (Primjetimo da je za dokaz klju¢no da se
supstituira na mjesto atomarne forme, tj. da je P atomarna forma.)

Pravilo supstitucije Cesto izricemo tako da kaZemo da supstitucija cuva implikaciju [=. (Ako je neka =-veza vrijedila
prije supstitucije vrijedi i poslije supstitucije.) Naravno, supstitucija ¢uva i ostala svojstva izraziva pomocu =, dakle
valjanost O i inkonzistentnost £¥. Vazno je uoditi da supstitucija ne cuval, kao ni svojstva izraziva pomocu K, dakle
nevaljanost 7] i konzistentnost <. (Na primjer, konzistentna forma P supstitucijom QQ za P u P postaje inkonzis-
tentna forma QQ.) Jednom rje&ju supstitucija Cuva univerzalna ali ne i partikularna svojstva.

SUPSTITUCIJA | UNIVERZALNOST / PARTIKULARNOST

Supstitucija ¢uva univerzalna svojstva =, 01 .
Supstitucija ne Cuva partikularna svojstva F, 11 <.

Postupak koji ¢uva i univerzalna i partikularna svojstva jest zamjena ekvivalentnih formi.

Prije nego ga definiramo uvedimo jo$ jednu konvenciju. Oznakama F(A) i F(B) oznaCavat ¢emo forme koje su
identi¢ne ako su A i B identi¢ne forme. (Dakle, F(B) nastaje iz F'(A) tako da se na nekim, ali ne nuzno svim
mjestima podforma A u formi F zamjeni formom B.) Sada moZemo formulirati naSe pravilo.

PRAVILO ZAMJENE EKVIVALENTNIH FORMI

ASB
F(A)  F(B)

Pravilo je ocito korektno. Naime, ekvivalnentne forme A i B imaju istu vrijednost istinitosti u svim interpretacijama.
No onda i forme F(A) i F(B) imaju iste vrijednosti u svim interpretacijama, jer su F(A) i F(B) identicne forme za
identicne A i B.

Ocito je da se zamjenom ekvivalentnih formi ¢uvaju univerzalna svojstva =, O 1 &, ali i partikularna svojstval, i,
<. Time ¢emo se Cesto koristiti.

Osim do sada uvedenih pravila, u IF-logici vrijede i posebna pravila ¢ija korektnost slijedi iz definicije odgovarajuéih
IF—veznika.
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IF-PRAVILA
ATEA TEAA
('z_)—FI:A,—A (_'z)——A,FI:A
A, B,TEA TEAA TEAB
(A EN
AANBT EA I'eEAAANB
ATEA BTEA T'EAA,B
vVE) EV)
AVBTEA I'eEAAVB
TEAA BTEA ATEAB
(=F) (E=)
A—-> BT EA I'eEAA— B
ILTEA
T _ T)—/—/——————
(TE) TEA E™ TET
TEA L
1 f——— 1)y
WP =17 LT

Dvostruka crta u formuliranju pravila znaci da ona vrijede u oba smjera. Na primjer, uz oznake
(IODTEAA Q) TEAB B TEANAAB
lako se vidi da iz (1) i (2) slijedi (3), ali i da iz (3) slijedi (1) i (2).

Naime, ako vrijede (1) i (2) to znaci da je u svakoj interpretaciji bar jedna forma u I neistinita ili je bar jedna forma
u A isinita ili su obje forme A i B istinite. U sva tri slucaja vrijedi (3). Obratno, ako vrijedi (3) to znaci da je u svakoj
interpretaciji bar jedna forma u I' neistinita ili je bar jedna forma u A istinita ili je A A B istinita. U sva tri slucaja
vrijede (1) i (2). Na slican nacin se dokazuju i ostala pravila, u oba smjera.

Uoc¢imo da svaki IF-veznik ima po dva dvosmjerna pravila. Lijevim se pravilom, lijevo od znaka f, veznik uvodi
(ako pravilo ¢itamo na dole) ili se izvodi (ako pravilo ¢itamo na gore). Desnim se pravilom veznik uvodi odnosno
izvodi desno od znaka [=. (U skladu s tim su pravila i oznacena.) Jo§ kaZzemo da lijeva pravila uvode ili izvode veznike
iz premisa, a desna ih uvode ili izvode iz konkluzija. Uvodenja i izvodenja uobicajeno je jos i zvati introdukcijama i
eliminacijama.

Pravila koja smo do sada uveli samo su maleni (iako sistematicni) izbor iz skupa svih mogudéih pravila. Ipak, uskoro
¢emo dokazati da sva korektna pravila slijede iz naSeg izabranog skupa, tj. nas je skup pravila potpun. Za sada
¢emo samo na jednom primjeru pokazati kako iz naseg skupa strukturnih i [F—pravila mozemo izvesti npr. sljedeée
pravilo:

ATEA ATEA
FEA
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Evo tog izvoda:

®)

AEA
(F-) — —
EAA ATEA ATEA
(E V) — VB =
EAVA AVATEA

R
®) TR

DokaZimo na kraju primjenom nasih pravila i Craigov teorem o interpolaciji:

TEOREM O INTERPOLACIJI

Ako A | B onda postoji forma C izgradena samo od atoma koji su zajednicki formama A i B, takvada A | C i
C E B. (Forma C zove se "interpolant".)

Pretpostavimo da A | B te da se atomarna forma P pojavljuje u A, ali ne i u B. Tada je B(T/P) = B(L/P) = B, pa
primjenom pravila supstitucije i (V =) nalazimo:

AEB AEB
A(T/P)E B A(L/P)E B
A(T/P)VA(L/P)E B

Osim toga, neposredno iz definicije relacije |- slijedi:

AE A(T/P),A(L/P)
AE A(T/P)V A(L/P)

Dakle, A(T/P) Vv A(L/P) je interpolant koji ne sadrzi P. Ako postoji sljedeci atom Q koji se pojavljuje u A, dakle i u
A(T/P)V A(L/P), ali neiu B, onda na isti na¢in mozemo naci interpolant za A(T/P) V A(L/P) E B. Naravno, to je
iinterpolant za A | B, jer je = tranzitivna relacija. Ponavljanjem ovog postupka konacno ¢emo doéi do interpolanta
C koji sadrzi samo one atome iz A koji suiu B.

Evo nekih napomena uz ovaj dokaz. Interpolant A(T/P) vV A(L/P) slozZeniji je od forme A, ali se uvijek moze
pojednostaviti uz pomoc¢ sljedecih ekvivalencija (tzv. pravila simplifikacije za T i L) i pravila zamjene ekvivalentnih.

PRAVILA SIMPLIFIKACIJE ZA T I L

DANT D DAL S L
DVTeT Dvl1ieD
D->TeT D— 1 -D
T—->DsD 1Ll->DsoT
DoTeD Do 1 -D

-T&o& L -1 T
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Na taj nacin interpolant ¢e se reducirati na T ili L, ili ée iz njega biti eliminirani svi primjerci od T i L. U ekstremnom
slucaju, u kojem A i B nemaju zajednickih atoma, interpolant se nuZno reducira na T ili L. Tada imamo

(1) AET, TEB ili (2 AEL, LEB

Prema pravilima za konstante T i L, (1) je ekvivalentno s = B, a (2) je ekvivalentno s = A.

Dakle, ako A i B nemaju zajednickih atoma, a ipak vrijedi A | B, onda je A inkonzistentna forma, tj. A = , ili je B
valjana forma, tj. = B.

Evo i jednog konkretnog primjera nalaZenja interpolanta i njegove simplifikacije, Nadimo interpolant za —((P —
0)—= (R— Q) EPVR)S V P)isimplificirajmo ga tako da ne sadrZini T ni L.

Uvedimo oznake A = —(P —» Q) —> (R = Q)), B= (P V R)(S V P).
Jedina atomarna forma koja se pojavljuje u A, ali ne u B, je Q. Zato Ce trazeni interpolant biti
C=A(T/Q)VAL/Q) =

= (P>T)>R->THV—-((P—> 1)—> (R—- 1))
& —~(T->T)V-(P>R & LVPRo PR

Dakle,
—(P> Q) > [R->Q)EPREPVRYS VP).

2.7 Analiza istinosnih vrijednosti i Hornov algoritam

Tablica istinosnih vrijednosti forme A iscrpno analizira kako njezine vrijednosti istinitosti ovise o interpretacijama
njezinih atoma.

Na primjer, ako je A = (PQ V PR) — (Q < R) analiza izgleda ovako:

v
)
~|
|
v
Q
~|
=]
=

0 (POV PR) = (Q & R)

FlEIEIE[A[A]A]A] ~
FlElAAF[F][A]A]
A=A =
FlEIEE[E[=][A]H
I
A F ][ A]H] <
A A[A[=]=]{A] 2
A4 A4+

Iz takve iscrpne analize moZemo izvesti razne zakljucke. Da je A konzistentna (jer u nekim interpretacijama ima
vrijednost T), da nije valjana (jer u nekim interpretacijama ima vrijednost L) itd.

Ovaj tabli¢ni postupak je dosta spor i glomazan. Iscrpnu analizu istinosnih vrijednosti forme A moZemo provesti brze
i saZetije tako da vrijednosti T i L redom supstituiramo na mjesta atoma P, Q i R, provodeci pritom simplifikacije
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za T i L iz prethodnog odjeljka (v. str.[27):

(POV PR) — (Q & R)

|
(TOV 1R) - (Q & R)
QVv1i)—->(QeR
Q- (@eR

|

(LQVTR) = (Q < R)

(J_\_/R)—>(Q<—>R)
R—(Q < R)

| |
2]

T—>('||'<—>R) ‘ ‘ | |

1L->(LeR T Qo 1)
T <R - (0 <
R T 1 (g T) 0oL
| 0
® |
] 2]
T 1 ——
T T
1 T

Simplifikacije smo provodili jednu po jednu, no najcesce cemo viSe njih provesti u jednom koraku. Uz to ubrzanje
analiza je joS kraca i izgleda ovako:

(POV PR) — (Q & R)

| B |
0—-(QeR R—(Q< R

| |

2]

1 ]

T T

R [9)
| |
[R] 2]
1 1
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Stablo provedenih supstitucija lako se ocitava iz gornje analize, a eksplicitno ispisano izgleda ovako:

(POV PR) — (Q & R)

[ 1
T/P 1/P
| _ |
0—-(Qe R R—->(Qe R
—— ——
[t/e| /e [T/R] [ L/R]

R T T (0]
(TR [L/R] R
| | | |

Analiza istinitosnih vrijednosti omogucava da lako odredimo vrijednost forme u svakoj interpretaciji. Na primjer,
u interpretaciji (L, T,L1) = (P,Q,R), tj. u interpretaciji (L/P)(T/Q)(L/R) forma (PQ V PR) — (Q < R) ima
vrijednost L; dok u interpretaciji (T/P)(L/Q) ona ima vrijednost T, bez obzira kako je interpretiran R.

Evo jos jednog primjera analize istinostnih vrijednosti, bez detaljiziranja kao u prethodnom primjeru. Analiziramo
formu (P — Q) V (Q — R).

P->0Q0VvV(@—-BR

P->T)V(T - 0) P—->1DV(L—=>0)
TVQ PVT
T T

MozZemo zakljuciti da je forma (P — Q) V (Q — R) neistinita samo kad je Q neistinita i P istinita. U svim drugim
slucajevima ona je istinita. Takoder Vidimg da vrijednost od (P — Q) V (Q — R) uopce ne ovisi o R. (DokaZite sami
daje(P-> Q) VIQ->R e (P->0VQ)

Pri analizi istinosnih vrijednosti Cesto se koristimo i pravilom zamjene ekvivalentnih formi iz prethodnog odjeljka
(v. str.[25). Naravno, da bismo uspje$no provodili zamjene ekvivalentnih formi vazno je zapamtiti bar neke najjed-
nostavnije ekvivalencije. Evo nekih koje se lako dokazuju analizom istinosnih vrijednosti (svaka forma lijevo od
znaka & ekvivalentna je sa svakom pojedinom formulom desno od znaka <):

30 |



“sikic_logika” — 2009/9/3 — 22:30 — page 31 — #35

LOGIKA ISTINOSNO FUNKCIONALNIH FORMI

NAJJEDNOSTAVNIJE EKVIVALENCIJE

A(BV C) & ABV AC AV BC & (AVB)AVCO)
—(AB) & AV B —~(AVB) = AB
AoA AVA, AVAB, AAV B)
A—>B&AVB, —-AB, A< AB, (AVB) & B
A< Boe (A— B(B—A), ABVAB

AB < A(AV B) AVBo AV AB

FiXme: [j

Sljedecim primjerom pokazujemo kako se analiza istinosnih vrijednosti moZe ubrzati primjenom pravila za zamjenu
ekvivalentnih formi. Analiziramo formu (P V Q)(PV Q) V PQ < PRV PR.

(PV O)YPV Q)V PQ < PRV PR
PV QOVPQ < P(RVR)
PV1LVPQ o PT
PVPQ o P
PVQe P
O—->P

E—
T 0
|

2]

—
1 T

Najprije smo nizom zamjena ekvivalentnih formi zadanu formu sveli na Q — P (i tako vidjeli da ona uopce ne ovisi
0 R). Zatim smo proveli analizu istinosnih vrijednosti te jednostavnije forme.

Evo jo§ jednog primjera u kojem se zamjena ekvivalentnih formi provodi u toku (a ne samo prije) analize istinosnih
vrijednosti. Analiziramo formu POV PRV PRV PS V ORV RS.
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POV PRVPRVPSVORVRS
|

OVRVORVRS RVSVORVRS
OV ORVR RVS VRS
| |
—Lt— —
T T T T

Dakle, analizirana forma je valjana, $to smo brzo i jednostavno ustanovili analizom istinosnih vrijednosti. Izracuna-
vanje njezine tablice istinitosti bilo bi mnogo sporije i glomaznije.

Medutim, i tabli¢ni algoritam i analiza istinosnih vrijednosti imaju eksponencijalnu sloZenost, Sto znaci da su racu-
nalno neupotrebljivi. (Racunalno upotrebljivi algoritmi su samo oni Cija je sloZenost polinomska.)

Sto to znadi, to¢nije ¢emo objasniti pri obradi pojma izratunljivosti. Za sada moZemo reéi da algoritam ima po-
linomsku, odnosno eksponencijalnu, sloZenost ako je broj koraka potrebnih za analizu forme s n atoma polinom
od n, odnosno eksponencijalna funkcija od n. Takve algoritme zovemo polinomskim, odnosno eksponencijalnim,
algoritmima. Za polinomske se jo§ kaZe da spadaju u klasu P. Naravno, da bi se ova definicija mogla primjeniti
potrebno je definirati Sto je "korak". Za sada izbrojimo koliko puta, tijekom primjene algoritma,moramo iscitavati
razne ili iste forme i neka to bude broj naSih koraka. U tablicnom algoritmu formu F koju analiziramo moramo
iS¢itati u svakom redu naSe tablice (jer za svaki red moramo izracunati odgovarajucu vrijednost od F), a to znaci 2"
puta. Pri analizi istinosnih vrijednosti u najgorem sluc¢aju moramo valuirati (dakle i i8Citati) 2" sve kracih i kra¢ih
formi. U oba slucaja sloZenost je eksponencijalna.

Nije poznato postoji li polinomski algoritam koji bi rjeSavao problem valjanosti, konzistentnosti ili implikacije IF—
formi. Nalazenje takvog algoritma, ili dokazivanje da on ne postoji, jedan je od najslavnijih nerijeSenih problema u
matematici. Taj se problem obi¢no zove problemom ispunjivosti (konzistentnost i ispunjivost su sinonimi) i njegovo
bi rjeSenje bilo i rjeSenje slavnog P = NP problema o kojem ¢e jos biti rijeci. Recimo samo da gotovo svi vjeruju da
polinomski algoritam za ispunjivost ne postoji (§to znaci P # NP), no nitko to jos nije dokazao.

Zbog svega reCenog prakti¢ni racunski znacaj ima tzv. Hornov algoritam za ispitivanje konzistentnosti. On je po-
linomski, ali je njegova primjena ogranic¢ena samo na jednu vrstu konjunkcijskih normalnih formi, koje zovemo
Hornovim formama.
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HORNOVA FORMA
Hornova klauza je alternacija literala s najviSe jednim pozitivnim literalom. Npr. Hornove klauze su:
P, PYQVR, PVOQ.

Lako se vidi da je svaka Hornova klauza ekvivalentna kondicionalu s konjunkcijom (jednog ili vi$e) atoma u an-
tecedenti i to¢no jednim atomom u konzekventi. Npr. gornje klauze ekvivalentne su sljede¢im kondicionalima:

T—-P, PR—>Q, PQO— 1.

Hornova forma je konjunkcija Hornovih klauza. Na primjer, Hornova forma je:
P(PVQVR)(PVQ),
ili u ekvivalentnom kondicionalnom obliku,

(T = P)(PR - Q)(PQ — 1).

Je li Hornova forma konzistentna ili nije, mozemo odluditi koristeéi se Hornovim algoritmom.

HORNOV ALGORITAM

U kondicionalnom obliku Hornove forme najprije zaokruZujemo sve konstante T, a zatim opetovano zaokruzZu-
jemo one atome koji su konzekvente onih klauza u ¢ijim su antecedentama svi atomi zaokruZeni.

Kada je zaokruZivanje zavrSeno, ili je neka konstanta L zaokruZena, ili nije zaokruZena nijedna.

U prvom slucaju je Hornova forma inkonzistentna, a u drugom je konzistentna.

Postupak ilustriramo na Hornovoj formi P(R V S)(P V Q V R)(R V §)Q. Njezin kondicionalni oblik je:
(T = P)R - $)(PQ = R)(RS — L)(T - O).

Niz zaokruZivanja izgleda ovako:
(- PXR = S)XP 0> RXR S > 1) (D~ )
@-@)r = sxP 0 rXRS > )(D-(Q)
@-Er - sHxPXQ)~ rR)E s - 1x(@D-(2)
@-@®r > sHx@EQ-@®R s - XD~ (2)
@-@E@® - s x@X2)-® s ®—> @~ ()
@ -E@ - E@EQ) - ®xs ®- x@D-(2)
@ -E@ - @) - ®CG)® -~ 1@ -(2)
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@ - @@ - @) 2) - EEE) - (@D~ (2)

Konstanta L je zaokruzena sto znaci da je zadana forma inkonzistentna.

Naravno, formu obi¢no ne prepisujemo nego sva zaokruZivanja obavljamo na pocetnom primjerku. To ¢emo ilus-
trirati na formi P(P VvV Q V R)(Q V S)(R V §), ¢iji kondicionalni oblik poslije svih mogucih zaokruzivanja izgleda

ovako:
(™) - @)(P)2 ~ RYQ — SRS — 1)

Konstanta L nije zokruZena, $to znaci da je forma konzistentna.

Hornov algoritam za konzistentnost je korektan, tj. ako algoritam utvrdi da je forma konzistentna onda ona to i
je. Pretpostavimo, naime, da je zaokruZivanje Hornove forme H zavrSilo i da nijedan L nije zaokruzen. Tada
je H konzistentna jer je istinitom Cini interpretacija u kojoj je int(P) = T akko je P zaokruzen. Naime, u toj
interpretaciji svaka je klauza forme H istinita, jer je klauza oblika A - - - B — C neistinita akko su svi A, ..., B istiniti
(tj. zaokruzeni), a samo C je neistinita (tj. nezaokruzena). No, to nije moguée prema Hornovom algoritmu.

Hornov algoritam za konzistentnost je i potpun, tj. ako je forma konzistentna algoritam e to i utvrditi. Pretpos-
tavimo, naime, da postoji interpretacija koja sve klauze Hornove forme H ¢Cini istinitima. Onda ta interpretacija
sve zaokruZene atome Cini istinitima, jer iz istinitosti kondicionala i njegove antecedente slijedi i istinitost njegove
konzekvente. No, to znaci da nijedan L nije zaokruZen, tj. algoritam pokazuje da je forma konzistentna.

MozZemo zakljuciti da Hornov algoritam radi. Njegova dodatna prednost je da radi u malom broju koraka. Pokazat
¢emo da za formu s n atoma on zavr$i u manje od n + 2 koraka (S$to znaci da je polinomski). Izbrojimo, dakle,
koliko puta moramo is¢itavati Hornovu formu H do zavrSetka rada algoritma. Prvi put je i$¢itamo zaokruzujuéi
konstante T. Drugi put je iSCitavamo traZeci klauze oblika A --- B — C u kojima su svi A, ..., B zaokruZeni i usput
zaokruzujemo odgovarajuéi C. Kod svakog novog zaokruZivanja taj postupak moramo ponoviti. No atoma ima n pa
tih ponavljanja nema vise od n. Na kraju formu jo§ jednom is¢itavamo gledajuci ima li zaokruzenih konstanti L. To
je ukupno manje od 1 +n + 1 = n + 2 i$€itavanja.

Zbog svojeg polinomskog karaktera Hornov algoritam, iako ograni¢enog dosega, nalazi mnoge primjene. [zmedu
ostalog je u temelju programskog jezika PROLOG, inace bliskog DATALOG-u.

2.8 Dualnost i rezolucija

Dvije forme Cije se tablice istinosnih vrijednosti transformiraju jedna u drugu medusobnom zamjenom vrijednosti
T i1 zovemo medusobno dualnim formama.

DUALNA FORMA

Dualna forma forme A je forma d(A) ¢ija se tablica istinitosti moZe dobiti iz tablice od A medusobnom zamjenom
vrijednosti T i L u cijeloj tablici.

Ocito je i A dualna forma od d(A), tj. d(d(A)) = A.

Osnovni primjer dualnih formi su konjunkcija A A B i alternacija A v B. Dakle, d(AAB) = AV Bid(AV B) =AAB.
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RIS
H A= =
R
SIS
eI
IEIEITRS

(Medusobnu zamjenu vrijednosti T i L provodimo u cijeloj tablici, a ne samo u zadnjem stupcu, jer bismo inace
dobili negiranu, a ne dualnu formu.)

prede u L i obratno. Za konjunkciju i alternaciju to izgleda ovako:

H| O |HAO
T T T
T L L
LT L
L] L L
---------------------------------- ZRCALO
T T T
T L T
LT T
1] L 1
H|{O|HVO

Primjetimo da se gledano od vrha stranice prema dnu raspored istinosnih vrijednosti komponenata ne mijenja,
dok su vrijednosti u zadnjem stupcu zrcaljene i zatim poredane u obrnutom smjeru, krace ¢emo reéi "dvostruko
invertirane". Dakle umjesto medusobne zamjene vrijednosti T i L u cijeloj tablici do duala moZemo do¢i dvostrukim
invertiranjem zadnjeg stupca.

F(P,Q,R) | dF(P,O,R)
T

FlEE[ A A ]
EEIEIEERILS
IR
IR
SEIEIEE

Odavde odmah slijedi da su P i P samodualne forme, tj.d(P)=Pi d(P) = P.
Dualnost konjunkcije i alternacije evidentna je (bez poziva na tablice) ve¢ iz verbalnih opisa konjunkcije i alternacije:

Konjunkcija ima vrijednost T kada sve njene komponente imaju vrijednost T, a inace ima vrijednost L.
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Alternacija ima vrijednost L kada sve njene komponente imaju vrijednost L, a inace ima vrijednost T.

Jedina je razlika u medusobnoj zamjeni vrijednosti T i L, $to znaci da su konjunkcija i alternacija medusobno dualne.
Sli¢no vrijedi i za negaciju:
Negacija forme ima vrijednost T ili L ako sama forma ima vrijednost T odnosno L.

Ako medusobno zamjenimo vrijednosti T i L dobijemo isto, Sto znaci da je negacija sama sebi dualna.

Nesto opcenitiji argument vodi nas do 1. zakona dualnosti. Zamislimo formu F izgradenu samo uz pomo¢ veznika
A, V 1 —. Pretpostavimo da je forma F’ izgradena na isti nacin osim §to su veznici A i V svugdje zamjenjeni. Tada
racunanje istinosnih vrijednosti od F' i F’ mora izgledati potpuno isto kada se medusobno zamjene T i L. No, to
znacidasu F i F’ duali.

1. ZAKON DUALNOSTI

Dual forme izgradene pomocu veznika A, V i — dobija se medusobnom zamjenom veznika A i V.

Dualnost formi P A Qi PV Q te samodualnost forme P posebni su primjeri 1. zakona. No, uz njegovu pomo¢ lako
nalazimo i mnoge druge, npr.

dPA(QVR)=PV(QAR)
d(PQV PR) = (PV Q)(P VR)
d(POQV QRV PR)=(PV OQ)(QV R)PVR)
Zadnji primjer je primjer samodualnosti jer je POV QR V PR & (P V Q)(Q V R)(P V R), §to se lako provjerava.

Zamjena A i V nije jedini nacin formiranja duala. Drugi nacin, koji ¢ak ne zahtjeva da je forma izgradena samo
pomocu A, V i —, opisuje 2. zakon dualnosti.

2. ZAKON DUALNOSTI

Dual forme dobije se tako da se negira svaki njen atom, a zatim i cijela tako dobivena forma.

Zakon je ocita posljedica originalne definicije; negiranje atoma znaci izmjenu T i L u svim stupcima ispod atoma, a
negiranje cijele forme izmjenu T i L u zadnjem stupcu.

De Morganovi zakoni zapravo su zakoni dualnosti koji slijede neposredno iz 1.1 2. zakona. Dualod PA QA ... AR

jePVvQOV...VRpo 1. zakonu, alii—(ﬁ/\é/\..._/\l_?)_pol zaki)nu. Dakle, -(PVQV...VR) & PAQA...AR.
Na isti nacin dokazujesei —(PAQA...AR) & PVQOV...VR.

Treéi zakon govori o vezi dualnosti s valjanoscu, implikacijom i ekvivalencijom.

3. ZAKON DUALNOSTI

(D) OA akko £ d(A)
(2) A= B akko d(B)= d(A)
3) Ae B akko d(A) © d(B)
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Prvi dio slijedi iz metode "dvostrukog invertiranja" zadnjeg stupca. Drugi dio slijedi iz "zrcalnog" razumijevanja
dualnosti. Naime, ako u zajednickoj tablici istinitosti za A i B postoji redak u kojemje A = TiB = L (j. A = B)
onda u "zrcalnoj" tablici postoji redak u kojem je d(A) = L id(B) = T (tj. d(B) = d(A)), i obratno. Treéi dio slijedi
iz drugog, jerje A & Bakko A = Bi B = A.

Treci zakon dualnosti omoguéuje da iz dokazanih valjanosti, inkonzistentnosti, implikacija ili ekvivalencija izvede-
mo daljnje inkonzistentnosti, valjanosti, implikacije ili ekvivalencije. Na primjer, lako je dokazati da
(PVONQVRY(RVS)=PVS.

Naime, PV S = Lakko P = 118§ = 1. U tom slucaju je i

(PVONQVRRVS)=(LVONQVRYRV L) Q(QVRR
& (Q0VORR S (LVORR S ORR
=

§t2 znaéi_ da (PV @)(Q VRYRVS)= PVS. Po 3. zakonu, bez daljnje analize, odmah zaklju¢ujemo da PS =
POV ORV RS . Sli¢no moZemo zakljuciti da oba De Morganova zakona:

—(PVQV...VR)® PQ...R -(PQ---R)& PVRV...R
slijede jedan iz drugoga, ili da oba zakona distributivnosti:
PV(QR---S)Ye(PVO(PVR)---(PVS) POQVRV...vS)e POV PRV...VPS
slijede jedan iz drugoga.
Jo§ zanimljiviji je slucaj (tzv. definicijskih) implikacija za konjunkciju:
A= BACakkoA = BiA=C.
1z njih, prema 3. zakonu, odmabh slijede (tzv. definicijske) implikacije za alternaciju:
d(B) v d(C) = d(A) akko d(B) = d(A)1d(C) = d(A).
Forme A, B i C su bile proizvoljne (dakle mogle su biti i d(A), d(B) i d(C)) pa kona¢no imamo

BvC=AakkoB=Ai1C = A.

Naravno, vrijedi i obratno; iz definicijskih implikacija za alternaciju slijede i one za konjunkciju.

U odjeljku 2.1 vidjeli smo da je svaka I[F—forma ekvivalentna nekoj AN formi i nekoj KN formi (alternacijskoj
odnosno konjunkcijskoj normalnoj formi). Te dvije forme, buduéi da su ekvivalentne, najées¢e nisu medusobno
dualne (osim u rijetkom slu¢aju samodualnosti). Vidjeli smo, takoder, kako se iz tablice istinitosti forme F mozZe
iScitati njena potpuna AN i KN forma. To ilustriramo na primjeru forme F = (P V Q) — PQ.

P|O| PVO—- PO
T | T 1
T | L T
1| T L
1| L T
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Forma F je istinita samo ako smo u 2. ili 4. redu, tj. akko PQ vV P Q. To je potpuna AN forma od F.

E_kvi\glentno,_forma F je istinita samo ako nismo u 1. i 3. redu, tj. akko —-(PQ) — (PQ), §to je ekvivalentno s
(PV Q)P V Q). Zadnja forma je potpuna KN forma forme F.

Osim ovom tablicnom metodom, do AN i KN formi zadane forme moZemo do¢i i uporabom DeMorganovih pravila
i pravila distributivnosti, u sljedeca tri koraka:

1. Iz forme F eliminir_arllo sve Ili—veztlike osim A, Vi— (npr. A — B zamjenimo s AV Bili —(AB); A & B
zamjenimo s ABV A Bili —(AB) — (AB) itd.).

2. Upotrebom De Morganovih zakona —(A - - - B) & AV...VBi —-(AV...VB) o A--- B formu dovedemo u
oblik u kojem su negirani samo atomi.

(3A) Upotrebom distributivnosti konjunkcije, A(BV ...V C) & ABV ...AC, formu F kona¢no dovodimo u AN
oblik.

(3K) Upotrebom distributivnosti alternacije, AV (B---C) & (AV B)--- (A V C), formu F kona¢no dovodimo u KN
oblik.

Ako Zelimo doéi do potpunih AN i KN formi (koje u svakom bloku sadrZe sve svoje atome; vidi|2.1) primjenit ¢emo
jos i Cetvrti korak.

(4PA) Svaki konjunktivni blok koji ne sadrzi neki atom, npr. P, A-mnoZimo s P V P.

(4PK) Svaki alternacijski blok koji ne sadrZi neki atom, npr. P, V-mnozimo s PP.

Postupak ilustriramo izvodenjem PAN i PKN forme od (P vV Q) — PQ.
() -(PvVQVPQ
2) PQOVPQ (To je ve¢ PAN forma.)

(BK) (PVP)(PVQ)XQVPQV Q)

T(PVQO)XQV P)Q

(PV Q)QV P)Q (To je KN forma.)
(4PK) (PV Q)(QV P)QV (PP))

PV Q)QVP)QV POV P)

(PVQO)QV P (To je PKN forma.)

Rezultat se, naravno, poklapa s onim koji smo dobili tablicnom metodom.
U raCunarstvu se KN forme tretiraju kao skupovi skupova literala. Na primjer,
(PVOXQV P)={{P.0}.(P.O}}.

U vezi s tim uvodimo sljedeée termine i oznake. Konacne skupove literala zvat ¢emo klauzama i oznacavati ih
pisanim slovima. Na primjer:
L={P,0.R}, M={PR,S,0}
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su klauze. Klauzu zovemo trivijalnom ako ona sadrzi i atom i njegovu negaciju. Na primjer:
{P,Q,S,0Q} je trivijalna klauza.
Za klauzu kaZzemo da je klauza za forme A, ..., C ako sadrZi samo atome iz A, ..., C. Na primjer:
{P,O,R} jeklauzazaP,QV S,R.
Za klauzu kaZemo da je potpuna za A, .. ., C ako sadrZe sve atome iz A, ... C. Na primjer:

{1?’, O.R, E} jepotpunaza P, Q VS, R.

Ako je £ klauza onda s £ oznatavamo klauzu koja sadr7i negirane literale iz £. (Dakle, f je ocito L.) Na primjer:
L={P.O,R} daje L={P,Q.R).

Ako je £ klauza, onda s £", odnosno £”, oznatavamo formulu koja je alternacija, odnosno konjunkcija, svih literala
iz L. Na primjer: _ _ _

L={(P,O,R} daje £ =PVQVR,i L"=POR.
Uz ove oznake lako vidimo da za svaku formu G vrijedi:

ANG)=L'"V...vM" & KNU(G) = LY A...AM".
To je neposredna posljedica 1. i 3. zakona dualnosti, koju mozemo izreci i ovako:
d(AN(G)) = KN(d(G)) d(KN(G)) = AN(d(G)).

(Slobodnije kazano, d "prolazi" kroz AN i KN tako da ih "pretvara" jednog u drugi.)

Iz DeMorganovih zakona i 3. zakona dualnosti slijedi:

Vv

ANG) =L V.. VM S KN(=G) =L A...AM .

To mozemo izreci i ovako:
—AN(G) = KN(-G) - KN(G) = AN(-G).

(Slobodnije kazano, negacija "prolazi" kroz AN 1 KN tako da ih "pretvara" jednog u drugi.)

Za potpune normalne forme vrijedi sljedece:
PANG)=L"V...VK", PKNG) =M'A...AN' =
= (L. KLIM,..., N} je particija skupa svih potpunih klauza za G.

Vrijedi i obrat, u sljedecem obliku:

{L,....K}L,{M,...,N}} je particija skupa svih potpunih klauza za konacan skup atoma =
= LV..VK" i M A...AN  suPANFiPKNF iste forme.

Obje tvrdnje trivijalno slijede iz tablicnog postupka za nalaZenje PAN i PKN forme (vidi gornji primjer i[2.1).
Dakle, ako znamo PAN formu neke forme odmah moZemo ispisati i njezinu PKN formu. Na primjer, PKN forma
od POV POVPQjePV Q;aod POV PQje(PAQ)PAQ).

Identifikacija KN forme s odgovaraju¢im skupom klauza:

LN AKY =(L,...,K)

koristi se u postupku rezolucije, koji je jedan od temelja programskog jezika OTTER. Inace, to je postupak odluke
za konzistentnost. Za [F-forme definira se na sljedeci nacin.
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REZOLUCIJA

Je li IF-forma konzistentna odlu¢ujemo tako da je najprije prevedemo u KN-formu F' = {£, ..., K} (uz pomo¢
ranije opisanog postupka; tj. u tri koraka (1), (2) i (3K)).

Zatim, polazeéi od klauza iz F (s ciljem izvodenja praznog skupa @), primjenjujemo pravilo rezolucije:

M, A N,A
M N

(Klauzu M, N = MU N zovemo rezolventom klauza M,A = MU {A}i N,A = N U {A}.)
Ako dodemo do praznog skupa () pocCetna forma je inkonzistentna.

Postupak ilustriramo s KN formom F' = {{P, O,R},{P},{P,O,R},{P,O}}:

Dakle, F' je inkonzistentna forma.

Rezolucija je korektna, jer iz istinitosti od MY V A i NV V A slijedi istinitost od MY vV N'V. No, ako iz F, primjenom
pravila koje Cuva istinitost, moZemo izvesti 0 (tj. kontradikciju P i P, za neki atom P) onda je F inkonzistentna
forma.

Rezolucija je i potpuna, tj. iz svake inkonzistentne forme F' rezolucijom se moZe izvesti (). To dokazujemo indukci-
jom po broju atoma u KN formi F. (Pretpostavit ¢emo da KN forme ne sadrze trivijalne klauze s P i P, jer su takve
klauze ekvivalentne s T pa njihovim izbacivanjem dobivamo ekvivalentne KN forme.)

Ako je broj atoma n = 1 onda je F C {{P},{P1},{P1, P1}}. Jedini takav inkonzistentni F je {{P}, {P1}}, a iz njega
odmah slijedi 0.

Pretpostavimo, nadalje, da smo za svaki inkonzistentni F' s n — 1 atomom dokazali da iz njega rezolucijom slijedi 0.
Dokazat ¢emo da onda to isto vrijedi i za inkonzistentni F s n atoma. Neka je, dakle, F inkonzistentna forma s n
atoma Py, ..., P,. Uoimo najprije jednostavnu ekvivalenciju:

i isto tako jednostavnu Cinjenicu da je alternacija inkonzistentna akko su to i oba alternanta. Dakle, F(T/P,) i
F(L/P,) su inkonzistentne KN forme.

Ako neka klauza u KN formi sadrzi T, onda je ta klauza ekvivalentna s T (jer je A V T & T), pa se izbacivanjem te
klauze niSta ne mijenja, tj. dolazimo do ekvivalentne KN forme (jerje AA T & A).

Ako neka klauza u KN formi sadrZi L, onda se izbacivanjem tog L niSta ne mijenja (jerje AV L & A).
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To znaci da su F(T/P,)1 F(L/P,) ekvivalentne formama F, i F_ do kojih mozemo do¢i u dva koraka:

izbaci sve klauze s P, izbaci sve P, iz klauza
F 1+ F +

izbaci sve klauze s P, P izbaci sve P, iz klauza P
1— -

Kao Sto smo vec utvrdili:

F(T/P,)e Fi, ©F, F(Ll/P,) e F_&sF_

Osim toga ocito je da vrijedi:

F=F_,UF_
(jer nasa KN forma ne sadr7i trivijalne klauze s P i P).

Sada kona¢no mozemo dokazati da se iz F' moZe izvesti (). Po pretpostavci indukcije 0 je izvedivo iz inkonzistentnih
F.1F_. No,ondajeiz F, izvedivo 0 ili P,, aiz F_ je izvedivo 0 ili P,. Buduéidaje F = F1; U F_, slijedi da je
iz F izvedivo 0, ili P, i P,, iz kojih je opet izvedivo (). Dakle, iz F je izvedivo 0, Sto smo trebali dokazati.

2.9 Semanticka stabla

Analiza istinosnih vrijednosti neke forme, kao i njezina tablica istinitosti, daje iscrpnu informaciju o vrijednosti
istinitosti te forme u svakoj interpretaciji. Metoda semantickih stabala nije u tom smislu iscrpna. Tom metodom
pokusavamo naci bar jednu interpretaciju u kojoj forma ima zadanu vrijednost ili, neSto opcenitije, u kojoj sve
forme skupa I' imaju vrijednost T, a sve forme iz skupa A vrijednost L. To znac¢i da pokusavamo naci bar jednu
interpretaciju koja potvrduje da ' A.

Prije strogog definiranja metode ilustrirat ¢emo je s par primjera. Pokusajmo, dakle, naci interpretaciju koja P — Q
vrednuje s T 1 PQ vrednuje s L. To je interpretacija koja potvrduje da P — Q H PQ.

Polazimo od postavljenih zahtjeva:
P->Q T
PO L

Prvi zahtjev, P — Q T, moze se ostvariti na dva nacina, tako da P bude L ili da Q bude T:

P_—>Q @
PO L

®: @
To da smo zahtjev P — Q T analizirali oznacili smo zaokruZivanjem zahtjevane vrijednosti. Dvije alternative za

ostvarenje tog zahtjeva postale su dvije grane naseg semantickog stabla. Zaokruzivanje atoma P i Q znaci da su to
konacni zahtjevi koji odreduju interpretaciju (i koji se dalje ne mogu analizirati).
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Ostao je jo§ zahtjev PQ L, koji se moZe ostvariti na dva nacina, tako da P bude L ili da Q bude L:

P—-Q
PQ

Zahtjev PQ 1 nalazi se na obje grane, pa se one obje razvijaju u po dvije alternative koje ga ostvaruju. Tako smo
dobili ukupno &etiri alternative (tj. Getiri grane) za ispunjenje po¢etnih zahtjeva. Cetvrta alternativa (tj. éetvrta grana)
sadrZi kontradiktorne zahtjeve da Q bude T i L. Ona nije moguéa §to oznacavamo crtom ispod te grane i tu granu
ZOVemo zatvorenom.

Na kraju je ostao jo§ jedan zahtjev, P L, koji se ostvaruje samo na jedan nain, P T:

Stablo je potpuno razvijeno jer viSe nema zahtjeva koje bi trebalo ispuniti (svi su zahtjevi zaokruzeni). Od Cetiri
grane dvije su se zatvorile, jer su na njima kontradiktorni zahtjevi. No, dvije su ostale otvorene i sa svake od
njih moZemo oéitati interpretaciju koja ispunjava pocetne zahtjeve, da P — Q bude T i da PQ bude L. To su
(P,Q) = (L, T)sdruge grane i (P, Q) = (T, T) s treCe. Svaka od njih dokazuje da P — QF PO.

Sljedeci primjer u kojem necemo detaljno obrazlagati svaki korak, ilustrira situaciju u kojoj nije moguce ispuniti
pocetne zahtjeve koji bi potvrdili da I'F# A. No, time e biti potvrdeno da I = A.

Pokugajmo, dakle, naéi interpretaciju u kojoj bi —PQ bilo T, dok bi P v Q bilo L. Ta bi interpretacija potvrdila da
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—~PQH PV Q.

-P
Pv

P@g
e
g
°: &

Sve su se grane zatvorile, $to znaci da nema interpretacije koja bi potvrdila da —PQF P V Q. To znaci da —PQ E
PV Q.

o

Upoznavsi se preko ovih primjera s osnovnom idejom semantickih stabala, sada ih moZemo i precizno definirati.
Pocnimo najprije s pravilima koja koristimo pri izgradnji semantickih stabala. Svaki IF-veznik ima jedno pravilo,
koje odreduje kad je forma izgradena pomocu tog veznika istinita, i drugo koje odreduje kada je ona neistinita. Za
—, A\, V1 — pravila su sljedeca.

SEMANTICKA IF-PRAVILA

|

© = 10

VT vT] a1

Pravila moZemo izvesti i za bilo koji drugi [F-veznik, iako smo se mi ogranicili na standardni skup {—, A, V, —}. Na
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primjer, pravila za < izgledaju ovako:
Ao B @ Ao B @

|
A
B

o T] |
A T 1
B T 1

Ili, promotrimo sluc¢aj ne tako uobicajenog veznika ¢ zadanog sljede¢om tablicom:

S EEIEIES
IR
I

Iz tablice vidimo da je jedini naCin da A ¢ B bude T taj da A bude L i da B bude T. To jednoznacno odreduje
(¢« T) pravilo. S druge strane, postoje tri alternative u kojima je A «+- B L, pa bi mogli o¢ekivati da (¢ L) vodi na
tri grane (Sto je sasvim u redu). No, te tri alternative mogu se svesti i na dvije: A je T ili je B L. Dakle, pravila za <+

su:
A+ B A+ B
A §> [+ L] r_;j?

AT B L

[T

B T

Dalje se time necemo baviti, ali ocito je kako se za svaki [F-veznik mogu formulirati odgovarajuca semanticka
pravila.

Sada moZemo definirati i pojam semantickog stabla za ' A.

SEMANTICKO IF-STABLO

Formule oblika A T ili A L, gdje je A IF—forma, zovemo oznacenim [F—formama ili IF-zahtjevima. Ako je I
skup IF—formi onda s I' T i I L ozna¢avamo odgovarajuée skupove oznacenih formi (forme u I' T oznacene su
s T,aoneul L s 1). Udaljnjem pretpostavljamo da su skupovi formi konacni.

Stablo [F-zahtjeva koje pocinje nizom svih zahtjeva iz I’ T i A L, a Ciji je svaki sljedeci zahtjev Z posljedica
primjene nekog semantickog IF—pravila na neki zahtjev koji u stablu prethodi zahtjevu Z, zovemo semantickim
IF-stablom za I'# A.

Grana semanti¢kog stabla nije potpuno razvijena ako na njoj postoji zahtjev na koji nije primjenjeno semanticko
pravilo. Ako na grani nema takvih zatjeva onda je ona potpuno razvijena.

Grana je zatvorena ako se na njoj pojavljuju kontradiktorni zahtjevi A T i A L. Inace je otvorena.
Grana je zavrSena ako je potpuno razvijena ili zatvorena.
Stablo je zavrSeno ako su mu sve grane zavrsene.

Stablo je zatvoreno ako su mu sve grane zatvorene.
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ZaokruZzivanje oznake T ili L u zahtjevu na koji se primjenilo neko semanticko pravilo, ili zaokruZivanje atoma,
te podvlacenje zatvorenih grana crtom nismo formalno uveli u definiciju semantickog stabla, iako ¢emo se i dalje
neformalno koristiti tim postupcima. Uz to oznacavanje moZemo reci da je grana potpuno razvijena ako su svi njeni
zahtjevi zaokruzeni (bilo forme, bilo njihove oznake). Slicno, grana je zavrSena ako je podvucena crtom ili su svi
njeni zahtjevi zaokruZeni.

Evo jo§ nekoliko primjera. Po¢nimo sa semanti¢kim stablom za PV R, Q — RE PV Q.

Stablo se zatvorilo (tj. sve su se njegove grane zatvorile) $to zna¢i da nema interpretacije koja bi potvrdila da
PVR,Q— RKE PV Q. Drugimrije¢ima, PVR,Q - RE PV Q.

Izgradimo semanticko stablo za (P A Q) VRE (PV Q) AR.

(PAQ)VR @
(PV Q) AR @

| |
P/\Q@
T ®T
.

. | |

Pvo (D) ® 1 Pvo (L ® 1
1 e L -
L g 1

Stablo je zavrSeno (svi zahtjevi su zaokruZeni) ali nije zatvoreno. Dvije su grane ostale otvorene i snjih mozemo FiX
oCitati dvije interpretacije koje potvrdujuda (PA Q) VRE (PV Q) AR. Tosu (P,Q,R) = (T,T,L)i(P,Q,R) =
(L,L,T).

Metoda semantickih stabala, za svaki konacni I' i A, daje odgovor na pitanje je li I' = A ili ['# A. Naime, izgradnja
semantickog IF-stabla, za kona¢ne I' i A, sigurno zavrSava u konacno mnogo koraka (jer I' i A sadrZe konacno
mnogo [F-veznika).No, tada preostaju samo dvije mogucnosti. Sve su grane tog stabla zatvorene, pa zakljucujemo
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daT E A, ili je bar jedna grana otvorena pa zakljuujemo da ' A (i s te grane moZemo oditati interpretaciju koja
to potvrduje).

Dakle, metoda semantickih stabala je postupak odluke za I' | A. Njezina glavna prednost je da se ona lako poopcéuje
i na kvantifikacijsku logiku, iako tako poopcena viSe neée biti postupak odluke za I" | A.

2.10 Korektnost, potpunost i kompaktnost

Pri kraju odjeljka 2.6 neke smo sekvente I' | A izveli primjenom strukturnih i IF-pravila. Za takve izvode kazemo
da su sintakticki, jer se pravila mogu primjenjivati ¢isto mehanicki, uzimajuéi u obzir samo sintakti¢ku gradu formi
na koje se primjenjuju, a ne i njihovu semantiku (znacenje). Uobicajeno je da se sekvente u takvim sistemima
oznacavaju s I' F A. Jedan takav sintakticki sustav Cine sljedeéa pravila, koja su u logickoj literaturi poznata kao
Gentzenova sekventna pravila (rije¢ je o strukturnim i [F—pravilima "na dolje" iz odjeljka[2.6]|

GENTZENOV SEKVENTNI IF-SUSTAV
IArA T'rAA
F-)———— (-F)—
I'rAA IArA
I'tAL A T+rBA IA,B+ A
(+A) Ap)—————
I'+tAABA ILAABEA
I'+tA B A ILArA T,BrA
+rV)——— (VH)
I'tAV B,A ILAVBEA
I A+ B, A I'tA,A T.,BrA
(k=) (—F)
I'tA— B,A I'A—>BrA
R S) I'rA I'rA
IA+AA IA+A I'+AA
I'rALA  ATHA
I'rA

Pravilo (—) zovemo uvodenjem veznika — na desno ili medu konkluzije. Pravilo (—+) zovemo uvodenjem veznika
— na lijevo ili medu premise. Analogno imenujemo i ostala pravila.

Sekventa I' + A dokaziva je u Gentzenovom sekventnom sustavu ako se moZe izvesti pomocu njegovih pravila (tj.
izvesti iz preklapanja, kao aksioma, uz pomoc¢ ostalih pravila). U sljedeca dva primjera dokazujemo —(PAQ) + PVQ
i (PANOQOVPARFPAQVR).
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PO+ QO
"PrQ.P PrQ.0
PrQ,PAQ
FP,Q,PAQ
FPVQ,PAQ
—(PANQ)FPVQ

PO+ O,R PR+ Q,R
PO+P PO+rQVR PRFrP PRrQVR
POFrPA(QVR) PRrPA(QVR)
PAQ+FPA(QVR) PARFPA(QVR)
(PAQV(PARFPAQVR)

Za sintakticki sustav izvodenja kazemo da je semanticki korektan, ako je svaka dokaziva sekventa I' - A ujedno i
(semanticki) istinita, tj. ' E A.

KOREKTNOST

Sintakticki sustav izvodenja je korektan ako iz I' - A slijedi I' | A.

Gentzenov sustav je korektan, jer sva njegova pravila uvaju relaciju f=. Tako smo ih uveli u odjeljku[2.6.

Za sintakticki sustav izvodenja kaZemo da je semanticki potpun ako je svaka (semanticki) istinita sekventa u njemu
dokaziva, tj. akoizI' E A slijedi I' F A.

POTPUNOST

Sintakticki sustav izvodenja je potpun ako iz I' E A slijedi I' F A.

U odjeljku 2.6 najavili smo da éemo dokazati potpunost tamo uvedenih strukturnih i IF—pravila. Dokazat ¢emo i
viSe. Potpun je ve¢ i sustav Gentzenovih pravila, koja Cine tek dio pravila iz[2.6] Prije tog dokaza uvest ¢emo jednu
notacijsku preformulaciju metode semantickih stabala. Izgradnja semantickog stabla za I' ¥ A pocinje s granom na
kojoj su formule iz I" oznaCene s T, a one iz A s L. Tu ¢emo granu u novoj notaciji zapisati jednostavno kao I'# A.
Na primjer, po¢etak semantickog stabla za —(P A Q) P V Q u staroj notaciji je prikazan lijevo, a u novoj desno:

—(PAQ) T

_ —(PAQ)EPVQ
PvQO 1L

Izgradnja stabla se nastavlja primjenom semantickih [F—pravila. U staroj notaciji navodimo ih lijevo, a u novoj
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desno:

A (@ @ rAHA TH A A
T

A L A T'HAA [LAF A

AnB () ANB(LD) T, AABHA THAAB.A
AT AL Bl T.A.BHA THAA THB.A
B T

AvB(T) Ave (1) T.AV BH A THAVB,A
AT BT AL T.AHA T.BHA THA B.A

B 1
A—>B a-8 (1) [A— BHA THA - BA
AL BT 2 I THAA T.BHA T.AH B.A

U naSem primjeru, izgradnja semanti¢kog stabla za —(P A Q) ¥ P V Q nastavlja se primjenom tih pravila, u obje
notacije, ovako:

—~(PAQ) —(PAQHPVQ
Pvo HPVQPAQ
P;Q & HP.0.PAQ

@ N PH O,PAQ

| | P,OF QO

® + O
@

U svakoj fazi izgradnje stabala, $to nije vidljivo na konac¢noj slici, u "novim" sekventama pojavljuju se one formule
Cije su oznake na odgovarajuéim "starim" granama nezaokruzene.

NajvaZnije je uociti da su semanticka [F—pravila ekvivalentna Gentzenovim sekventnim pravilima. Na primjer,

pravilom
[LAV BHEA

IA#A ili TI,BHA
tvrdi se: "AkoI', AV B Aondal, A Ailil, BE A". No, tome je oCito ekvivalentno: "Ako ', A= Ail,BE A
ondal,AV BE A", §to je Gentzenovo pravilo

LLAEA i [LBEA
LAV BEA.

Isto vrijedi i za ostala pravila.
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Dakle, semantitko stablo za —(P A Q)F P V Q u novoj notaciji i u obrnutom smjeru, uz zamjenu ¢ sa [, nije nista
drugo nego Gentzenov dokaz sekvente —(P A Q) = PV Q.

Sada je jasno kako mozemo dokazati potpunost Gentzenovog sustava. Pretpostavimo da I' = A. U tom slucaju
izgradnja semantickog stabla za I' ¥ A zavrSava zatvaranjem svih njegovih grana. U novoj notaciji, grane se za-
tvaraju ako zavrSavaju sekventama "preklapajuceg” oblika @, A A, Y. 1z prethodno objasnjene veze Gentzenovih
i semantickih [F-pravila slijedi da je to stablo, Citano u obrnutom smjeru uz zamjenu | sa =, dokaz od I' F A u
Gentzenovom sustavu. To smo i trebali dokazati.

TEOREM O POTPUNOSTI | KOREKTNOSTI GENTZENOVOG
SEKVENTNOG SUSTAVA

Gentzenov sekventni sustav je potpun i korektan, tj. I' = A akko I F A.

Zapravo smo dokazali i neSto viSe. Naime, u zatvorenim semanti¢kim stablima "Citanim naopako" nikada se ne
pojavljuju ni rez ni slabljenje. To znaci da je potpun ve¢ i Gentzenov sustav bez reza i slabljenja. Uobicajeno
se kaZe da su rez i slabljenje eliminabilni iz Gentzenovog sustava. (Gentzen je teorem o eliminaciji reza dokazao
sintakticki, ne pozivajuci se na [= i potpunost, Sto je kombinatorno dosta sloZen dokaz.)

U slucaju da su I' i A konacni skupovi [F-formula, metoda semantickih stabala je postupak odluke za I' E A. U
sluc¢aju da su I" ili A beskonacni nije neposredno jasno postoji li postupak odluke za I' = A. Najjednostavnije bi bilo
daT E A akko postoje konac¢ni I C T'i A’ C A takvidaI” E A’. Tada kazemo da je relacija = kompaktna.

KOMPAKTNOST

Relacija = je kompaktna ako vrijedi sljedece:

I' E A akko postoje kona¢ni [ CT'i A" C Atakvidal” | A’.

Metodu semantickih stabala moZemo modificirati tako da bude primjenjiva na beskonacne sekvente I' # A i odatle
¢e slijediti kompaktnost od .

Modificirana metoda za . .., A3, A>, A1 By, B, B3, ... sastoji se od (potencijalno) beskonacno mnogo koraka.

1. korak Polazeci od zahtjeva A T izgradimo
(u kona¢no mnogo podkoraka)
zavrseno stablo za taj zahtjev.

2. korak Na kraju svih otvorenih grana dobivenih u prethodnom koraku
dopisemo zahtjev B; L, te polazeci od novih zahtjeva izgradimo
(u kona¢no mnogo podkoraka) zavrSeno stablo.

3. korak Na kraju svih otvorenih grana dobivenih u prethodnom koraku
dopiSemo zahtjev A, T, te polaze¢i od novih zahtjeva izgradimo
(u kona¢no mnogo podkoraka) zavrseno stablo.

I tako dalje.
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Postupak ée stati, ako se u nekom koraku sve grane zatvore, ili nee nikada stati, ako u svakom koraku bar jedna
grana ostane otvorena. U prvom slucaju stablo sadrZi samo kona¢no mnogo pocetnih formula Ay, ..., A,, Bi,..., By.
Za njih vrijedi A, ...,A2,A; E By, B, ..., By, jer je stablo zatvoreno. U drugom slucaju stablo je beskonacno, pa
ima bar jednu beskonacnu granu. Prema konstrukciji stabla na beskonacnoj grani pojavljuju se sve pocetne formule
A1,B1,A7, By, Az, B3, ... 1svi atomi od kojih su one izgradene. Neka je int interpretacija u kojoj ti atomi primaju
vrijednost T ili L ovisno o tome s kojom je od tih vrijednosti oznacen pojedini atom na toj grani. (Nijedan atom ne
moZe biti oznaCenis T is L jer bi se grana tada zatvorila, pa ne bi bila beskona¢na.) Prema semantickim pravilima
za izgradnju stabla, u toj interpretaciji sve formule na toj grani imaju to¢no onu vrijednost s kojom su oznacene.
Posebno Ay, A, As, ... imaju vrijednost T, a By, By, B3, ... imaju vrijednost L. No to znaci da ...,A3, A, A| F
Bi, By, Bs, . . ..

Rezimirajmo, metoda semantickih stabala za sekventu I'# A, s beskona¢no mnogo formula:

1. stane u kona¢no mnogo koraka i tada za konatne I c I', A’ Cc Aimamo I' [ A, ili

2. ne stane, tj. generira beskonacno stablo, i tada I'# A.

Odavde odmah slijedi kompaktnost relacije =. Naime, ako I' = A onda slucaj (2) ne moZe nastupiti, pa postoje
konacniI” cT'i A’ c Atakvidal” E A'.

TEOREM O KOMPAKTNOSTI IMPLIKACIJE

Relacija |= definirana medu proizvoljnim skupovima IF—formi je kompaktna.

Kompaktnost IF-logike (a vidjet ¢emo da ona vrijedi i za kvantifikacijsku logiku) zapravo je iznenadujuéa, jer je
vrlo lako naéi jednostavne implikacije s beskona¢no mnogo premisa koje prestaju vrijediti ako se ograni¢imo na
(bilo koji) konacni podskup tih premisa. Na primjer, beskonacno mnogo premisa

(P1) anije roditelj od b;
(P>) a nije roditelj od roditelja od b;

(P3) a nije roditelj od roditelja od roditelja od b; i tako dalje,
implicira konkluziju
(K) a nije predak od b.

Medutim, nijedan konacni podskup navedenih premisa ne implicira (K). To znaci da implikacija ..., P3, P>, P| |
K ne slijedi iz istinosnofunkcionalne (ili kvantifikacijske) grade premisa P; i konkluzije K, nego se temelji na
specifi¢noj vezi relacija roditelj i predak.

Isto vrijedi i za sljedeci, matematicki, zakljucak:
(P1) a#1;
(P2) a+2;

(P3) a # 3;1tako dalje,

50 |



“sikic_logika” — 2009/9/3 — 22:30 — page 51 — #55

LOGIKA ISTINOSNO FUNKCIONALNIH FORMI

implicira konkluziju
(K) a ¢ IN.

Upozorimo na kraju da modificirana metoda semantickih stabala nije postupak odluke za beskonacne I' = A. Naime,
ako postupak stane u nekom koraku onda imamo odluku u tom koraku, tj. znamo da I' = A. No, ako postupak ne
staje, nismo sigurni je li to zato $to nismo napravili dovoljan broj koraka ili zato $to nikada ni nece stati (jer ' A).

Modificirana metoda je pozitivai postupak odluke za I' = A, §to znaci da, u slucaju da I' = A vrijedi, postupak to
i dokazuje u konacno mnogo koraka. Ona nije i negativan postupak odluke za I' = A, jer u slu¢ajudal” = A ne
vrijedi, postupak to ne dokazuje u konacno mnogo koraka. Biti postupak odluke za neko svojstvo zapravo znaci biti
i pozitivan i negativan postupak odluke za to svojstvo.

2.11 Prirodne dedukcije i aksiomi

Metodu semantickih stabala, kao postupak dokazivanja, u logiku je 1955. g. uveo E. W. Beth. Prije toga, logika
je, po uzoru na matematicke teorije, najcesce formulirana kao aksiomatska teorija. Prvu takvu aksiomatizaciju,
Fregeovu iz 1879. g., mnogi smatraju rodenjem moderne logike. (Frege je pokusavao dokazati logicisticku tezu da
matematika zapravo nema svojih posebnih aksioma, nego da oni slijede iz logic¢kih aksioma.) Fregeovi aksiomi za
istinosno funkcionalni dio njegove mnogo obuhvatnije logike bili su:

(F1) A—>(B-A)
F2) A->B-0)—>(A->B—-A-0)
F3) A->B-0)->B-A-0)

(CP) (A—B)— (B—A)

(ON) A—2A

(DNE) A—A

(Zadnja tri aksioma oznacili smo latinskim kraticama njihovih predfregeovskih imena: (CP) za kontrapoziciju, (DNI)
za introdukciju dvostruke negacije i (DNE) za eliminaciju dvostruke negacije.) Fregeovo jedino pravilo izvodenja je

modus ponens:
A A—B

MP
(MP) B

Izvod ili dokaz forme A je konacno stablo formi na ¢ijem dnu (korjenu) je forma A, na ¢ijim vrhovima (listovima)
su aksiomi i u kojem svaka forma koja nije na vrhu slijedi iz onih neposredno iznad nje primjenom pravila.

Svi aksiomi ocito su valjane forme, a i modus ponens iz dvije valjane forme izvodi valjanu formu. Dakle, u Fre-
geovom sustavu dokazive su samo valjane forme, tj. sustav je semanti¢ki korektan. Uskoro ¢emo dokazati da je i
potpun.

No prije toga, krenimo s jednim primjerom izvoda. DokaZzimo A — A.

(F1) (F2)
A—((A—-A)—A) A->(A—-A)—>A) - (A-(A—-A) - (A—A)

A—>A—>A)>A->A (%

(MP)
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(F1)
A->A—->A))—>A—A) (¥ A—>(A—>A)

A— A

(MP)

Ono §to nas zbunjuje u ovom dokazu jest da se tako jednostavna forma, kao A — A, dokazuje na tako zaobilazan
nacin. (Tko bi se sam dosjetio forme (F2) iz gornjeg izvoda?) Pronalazenje ovakvih dokaza, i $to je jo$ vaznije, nekih
op¢ih principa koji vode k nalaZzenju takvih dokaza, bila je jedna od glavnih zadaca kojima su se bavili logicari s
pocetka 20. st. Najuspjesnija ideja bila je da se osim izvoda iz aksioma dopuste i izvodi iz pretpostavki. U terminima
prethodnog odjeljka, da se osim izvoda sekventi oblika - A dopuste i izvodi sekventi oblika I' - A.

Naravno, izvod ili dokaz sekvente I' - A je konacno stablo formi na ¢ijem je dnu forma A, na ¢ijim su vrhovima
aksiomi ili formule iz I' i u kojem svaka forma koja nije na vrhu slijedi iz onih neposredno iznad nje primjerom
pravila.

Budu¢i da pravilo (MP) sada primjenjujemo i na formule izvedene iz pretpostavki, ono je nesto opcenitije:

I'tA A+rA— B

MP
(MP) I''A+B

Definicija izvoda iz pretpostavki opravdava i sljedece oblike starih strukturnih pravila, preklapanja, slabljenja i reza:

T'FA I'tA AA+B
(P1)y—————— S1)———— (R1)
ArFA I'BrA I LA+B

U izvodima se pojavljuju samo singularne sekvente (tj. sekvente sa samo jednom konkluzijom), pa su zato i struk-
turna pravila u singularnoj formi (otud oznake (P1), (S1), (R1)).

Uskoro ¢emo na primjerima pokazati kako je bitno lakSe nalaziti dokaze iz pretpostavki nego samo iz aksioma. No,
prije toga dokazujemo da se svaki dokaz iz pretpostavki

A,...,B,C+ D,

mozZe transformirati u
A,...,B-C — D,

koji se moZe transformirati u
A,...t B> (C —> D),

i tako dalje, do obi¢nog aksiomatskog dokaza
FA—> (- (B> (C—>D))---).

Transformacije se temelje na teoremu dedukcije,

IMARC

(MD)y—————7—
I'rA—>=C
koji vrijedi u Fregeovom aksiomatskom sustavu. To dokazujemo indukcijom po duljini izvoda.

Pretpostavimo, dakle, da vrijedi I, A + C. Tada su mogucéa Cetiri slucaja: (1) C je aksiom, (2) C = A, 3) C € I'ili
@ T,Ar CslijediizT, A+ Bil,A+ B— C.

(1) Ako je C aksiom, onda:
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(Aksiom) (F1)
FC FC—>(A->0)
(MP)
FA—>C
——— (§1)
I'rA—>C
(2) Ako C = A, onda:
Dok
(Dokazano) A C
S1) ———
'trA—->C
(3) Ako C €T, onda:
(P1) (F1)
C+C FC—>(A—>C0)
(P1) (MP)
I'eC CrA—>C
(R1)
I'rA—-C

(4) AkoI',A+ CslijediizI',A+ Bil', A+ B — C, onda po pretpostavci indukcije (p.i.) iz, A + B moZemo izvesti
I'rA—- B,aizlL,A+ B— C mozemo izvestiI' -+ A — (B — C). Noondaiz I, A + B na sljede¢i nacin izvodimo
I'rA— B:

INAr+B—C
(p.i.) (F2)
I''rA—-> (B-0) FA—>B—->C)—>(A—>B)—>A—->0)
I'''rA—-B) - A—->C) (%)
 T,Av+B
P TFTASE TrFA-B ->A-0C) ()

(MP)
rrA-=¢

U svakom slucaju, akoI', A+ Condal' + A — C, tj. vrijedi (TD).

Kada teorem dedukcije koristimo u konkretnim izvodima onda umjesto sekventnog formata (lijevo) najcesce koris-
timo tzv. prirodni format (desno):

®

A
IArB B ,
I'+A— B asp Y

Desno, prirodno pravilo koristi se kako je zapisano u lijevom sekventnom formatu. Dakle, ako smo polazeéi od
nekih pretpostavki izgradili stablo koje zavrSava s B, u sljedeCem koraku mozemo izvesti A — B i pritom odbaciti
sve pretpostavke A. Odbacivanje pretpostavke oznacava se crtom iznad nje, a indeksi (i) naznacuju u kojem je
koraku pretpostavka odbacena.

Kao ilustraciju dokazujemo da je kondicional tranzitivan, tj. dokazujemo da vrijedi pravilo (T) A - B,B — C +
A—C.
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(Odavde odmah slijedi da je i formula (A — B) — ((B —» C) —» (A — ()) dokaziva u Fregeovom sustavu.)
Koristeci se tranzitivnos$éu, lako dokazujemo da u Fregeovom sustavu vrijede i sljedeci oblici kontrapozicije:

(DNI) _ cp AB cr A28 N —
B— B _ B— A T B—>A_ A— A T
B—o A B— A
oNy ——— p) A2B
T B — B _ B— A _ (DNE)
B—A Ao A
(Tr)
B— A

Od sada ¢emo svako od pravila A — B rB—>A,A—>BrB—>A,A—>B+B—>AiA > Br B — Azvati
kontrapozicijom.

Sve gornje dokaze bilo bi bitno teZe izvesti direktno iz Fregeovih aksioma, samo uz pomo¢ (MP). Zato je f.ukasi-
ewicz tek 1939.g. dokazao da je Fregeov aksiom (F3) izvediv iz (F1), (F2) i (MP); dakle, da je suviSan. Upotrebom
(TD) koji, vidjeli smo, slijedi iz (F1), (F2) i (MP), taj dokaz postaje trivijalan:

3) —

A—(B-C) A 5
B—C B @
C
— (1
A—>C )
2
B—>(A—-0O

3
A= B—-0)—>(B-(A-=0)

Osim toga, lako se vidi da (F1) i (F2) slijede iz (TD) i (MP):

— @

A
—_— (1
B— A )
)
A—(B—A)

— (1 3 N -
2 Y Ao sso Y A 0 TaoE @
B—-C B
C
—_— (1
A—-C W

2
A—->B)—->A->0)

A->B—-0)—>((A—->B)—->A-0)

3)

(U prvom dokazu B — A izvodimo iz A uz odbacivanje pretpostavki B. No, njih nema, pa niSta ni ne odbacujemo.)

Pravilo (TD) zapravo je pravilo introdukcije veznika —, dok je pravilo (MP) pravilo eliminacije veznika —. Zato
¢emo ih oznaciti s (I =) 1 (E —).
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®

A
R S, €y A _AoB
A—B B

Dakle, dosad smo dokazali da su Fregeovi aksiomi i pravila za veznik — ekvivalentni introdukciji i eliminaciji tog
veznika. Ukratko, (F1), (F2), (F3) i (MP) ekvivalentni su pravilima (I —) i (E —). Preostali Fregeovi aksiomi, (CP),
(DNI) i (DNE), ticu se negacije. Pokazat cemo da su (CP) i (DNI) ekvivalentni pravilima introdukcije i eliminacije
negacije. Ta pravila ozna¢avamo s (I —) i (E —), a definiramo ih na sljedeci nacin:

. A A
( _)T ) (E —)f
(Primjetimo da su to posebni slucajevi od (I —) i (E —) ako A definiramos A © A — 1))

Da (CP) i (DND) slijede iz (I =), (E —), (I =) i (E —) dokazuje se vrlo lako:

3) —m—mm — (1
Y A @ @ 0
B B A A
1
=0 —
—L A
B—-A 3) A—>A

(A—> B) > (B— A)

Da (I -)i (E -) slijede iz (I —), (E —), (CP), (DNI) i (DNE) ne mozemo dokazati direktno, jer sustav (I —), (E —),

(CP), (DNI) i (DNE) uopce ne sadrzi konstantu L. No, moZemo je uvesti definicijom L & —(C — C) i tada to lako
dokazujemo.

— (1
1 (1
—(C - 0) A
(1) _
A——(C—-0(0) )
— (CP) (CP)E;A _
C—-C (C—C)—A A-B A
A B

U oba dokaza koristili smo poopcene verzije (CP) koje slijede iz originalnog (CP), (DNI) i (DNE). U desnom dokazu
B je proizvoljna formula, dakle moZe biti i —(C — C). No, to znaci da smo dokazali i jacu verziju pravila (E —) koja
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je oblika A, A + B.Nju je uobi¢ajeno razdvojiti u dva dijela, obi¢ni (E —) i (EFQ) ex falso quodlibet (iz kontradikcije
bilo Sto):

1
E)y—"7T" (EFQ)T

Dakle, kona¢no smo dokazali da je Fregeov sustav ekvivalentan sustavu koji uz (DNE) ima pravila za introdukciju i
eliminaciju svih svojih [F-veznika: —, —1i L (eliminacija od — je introdukcija od L, a introdukcija od — je eliminacija
od 1). To su, ponovimo jo$ jednom, sljedeca pravila:

®

A
B
A A-—>B
| =) —————— E_y42 4720
(I-) 158 (i) (E—) B
1 (1)
n _
(I-9)ELD—— O (E-) L) n
A

(DNE)——

Aksiomatske dokaze tesko je konstruirati pa je put prema pravilima prirodan i prakticki nuzan. Sljedeéi korak, kojeg
je prvi ucinio Gentzen 1934., jest da se odmah krene od pravila introdukcije i eliminacije, a da se aksiomi naprosto
zaborave. Tako je nastala tradicija da se logika formulira kao sustav prirodnih dedukcija.

Osnovne su karakteristike takvih sustava da su njihovi izvodi izvodi iz pretpostavki, da svaki logicki simbol ima
svoja pravila introdukcije i eliminacije i da su pravila introdukcije i eliminacije za pojedini logicki simbol (ili grupu
logickih simbola) potpuna za taj simbol (ili grupu). Treéa karakteristika vise je smjernica nego realizirana karakte-
ristika jer ju veéina sustava ispunjava samo uz iznimke.

U tom smislu je na$ sustav pravila (I =), (E —), (I =), (E —=) i (DNE) sustav prirodnih dedukcija za IF-logiku, u
kojem (DNE) donekle odskace (iako ga moZemo smatrati jo§ jednom eliminacijom negacije).Veznici A i V u njemu
se mogu definirati na standardni nain (A A B & —(A — B)i AV B & A — B), no uobicajenije je da se nezavisno
formuliraju njihova pravila introdukcije i eliminacije (koja inace lako slijede iz definicija):
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(A A B (E ) AAB AAB
ANB A B
AV B T(l) ?(1)
A B C C
| E i
W=AVB “avB EV C w

Evo par primjera izvoda formula u tako prosirenom sustavu. Najprije izvodimo A V B + —(A A B).

— —
@) — ANB @) — ANB
A B B
1 1
i ——r | — (2
“arp “anrp 7

—(A A B)

2|
<
]

3

Slijedi izvod od (AV B) A (AV C) AV (B A C).

—_— 1 - -
(AVB)AAVC) a W g @ W

AV C AV(BAC) BAC
AV((BAC) (%)

ey

@ —

(AVB)A(AVC) A
AV B AVBAO)  AVBAC) ()
AV (BAC) @

Dakle, IF-sustav prirodnih dedukcija s bazom veznika {—, —, L, A, V}, koji je takoder uveo Gentzen, ima sljedeca
pravila (zapisana u sekventnom obliku):
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GENTZENOV SUSTAV PRIRODNIH DEDUKCIJA
Pl)———
"D IArA
T'rA I'rA ATG+B
Sy———7— (R1)
I'BrA TB
IA+B I'-A TI'rA—-B
(I =)—/—F—F (E—-)
I''tA— B I'+tB
IAF L A
(I 5)(E H———— €14 Trd
A el
I'rA T+B I'tAAB I'tAAB
(I'A) (E A)
I'rAAB T'rA I'+B
A I'-B I'rAve T,A+C T,B+C
(v) (EV)
I'rAVB I'+AVB T'+B
(ONE)—LFA
I'rA

Uz slabljenje (S1) svako od pravila s viSe pretpostavki moze se koristiti i u nesto opcenitijoj formi, npr.

I'trA AA+B
I'’A+B

(E-) rA ArA ili (R1)
I''Ar L

Time ¢emo se slobodno koristiti.

Da je taj sustav potpun i korektan (korektnost je zapravo ocita) dokazat ¢emo tako da ga usporedimo s Gentzenovim
sekventnim sustavom (vidi str./46) ¢iju smo potpunost i korektnost dokazali u prethodnom odjeljku.

Najprije uo¢imo da je prirodni sustav singularan, $to znaCi da dopusta samo singularne sekvente s to¢no jednom
konkluzijom. Gentzenov sekventni sustav (vidi str. 46) je multiplaran, $to znaci da dopusta multiplarne sekvente s
nula, jednom ili viSe konkluzija. Ako Zelimo usporediti ta dva sustava onda u singularni moramo uvesti multiplarne
sekvente. To ¢inimo pravilima koja definiraju znac¢enje multiplarnih sekventi u singularnom sustavu:

I'rA
OM) —————
'rAY

Tu je AY alternacija svih formula iz A ako je A viSe€lan skup, A = A ako je A jedno€lani AY = L ako je A prazan.
(Dodajmo da ¢emo u daljnjem L V A identificirati s A.). Dvostruka crta znaci da pravila vrijede u oba smjera (tj. da
su gornja i donja sekventa ekvivalentne).

Prvo ¢emo dokazati da sva pravila Gentzenovog multiplarnog sustava slijede ve¢ iz njihovih singularnih restrikcija
(obrat je, naravno, trivijalan). Evo dokaza za svako pojedino pravilo:
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Slabljenje (S):
A
& (DM) —F—F—  (DM)
TFAY I-AY
Vv A FvD AT FAY D
I'rAVvV M) ) M)
I'rAA ATFEA
Preklapanje (P):
— (P1
IA+A "
(S) dokazano
ILAFAA
Rez (R):
ATHEA
— PV ——— (DM
T'rFAA AV AY AT FAY
—— (DMW) (VFD)
I'rAVVA AV VATEAY
I'AY Ry
I_— (DM)
I'rA
Konjunkcija lijevo (A +):
A,B,T+ A
————— (M)
A, B, T FAY
(AF D)
AABTFAY
(DM)
AANBTFA
Konjunkcija desno (- A):
—_ (P1 —_ (P1
| A,B+HA "D A,B+ B "D
A
. D ABrAAB T+AB
(F) dokazano ATFAAANB I'FAA
(R) dok.
I'tALAAB

Alternacija lijevo (V I):
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I'kAA
I'rAVVvA
I'-AYVAVB
I'tAJLAVB

(DM)

(VED

(DM)

Alternacija desno (I V):

ATHEFA B, T'+ A
—— (DM -
AT FAY B, T +AY
AV B, TkAY
AV BTTFA

(VE1D)

Negacija lijevo (— +):

— (P1
AFA ¢
AA CrAA

[LAFA

=rD

(R) dokazano

Kondicional lijevo (—+):

— (P1 — (P1
A»—A() Bl—B()

A, A— B+ B B,T+A
A,A—- BT +HA 'FAA
INA—=BFrA

(-1
(R) dokazano

(R) dok.

Primjetimo da je ekvivalentnost multiplarnih i singularnih formi svih do sada razmatranih pravila dokazana bez
upotrebe pravila (DNE). Za dokaz ekvivalentnosti singularne i multiplarne forme introdukcije od — i — desno
trebamo (DNE). No, prije tog dokaza malo ¢emo detaljnije analizirati (DNE), tj. dokazat ¢emo da je pravilo (DNE)
ekvivalentno pravilima (TND) fertium non datur (treCega nema) i (EFQ). Pravilo (TND) moZemo formulirati u dva
medusobno ekvivalentna oblika:

TERTIUM NON DATUR
ATFA ATFA
FAVA I'+A

(TND)

Dokaz njihove ekvivalentnosti je jednostavan:

ATFA ATrA ArAA ArAA
FAVA AVATEA AFAVA AFrAVA
A FAVA
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I pravilo (EFQ) moZemo formulirati u dva oblika.

EX FALSO QUODLIBET

T+
EFQ _ _
( ) 1FA I'rA
I oni su ocito ekvivalentni:
I'r 1FL
DM - = =
(OW I'r L 1+A 1+ (OM)
'rA 1LrHA
Sada lako dokazujemo da su (TND) i (EFQ) ekvivalentni s (DNE).
(TND) slijedi iz (DNE):
ATFEFA
(DM)
AT FAY
AV, AT + AT FA
— — (DM)
AV,TFA AT FAY
AV, T+ AY
F, F, I'r AV LAY
— ATFAT ong
[+AY AV + AY
\%
I'rA OM)
I'rA
(EFQ) slijedi iz (DNE):
A LF L ALA
= Ar4  one
1FA ArA
1+A
(DNE) slijedi iz (TND) i (EFQ):
ArA
Z,Z F
= —= (EFQ)
FA AAFA
(TND) — —
AFA I'rA
I'rA

Na kraju dokazujemo da je (TND) ekvivalentan sa oba preostala pravila (- —) i (F—).
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(TND) je ekvivalentno s (- —):

- AT HFA
- — b=) ————— _
ATEA AT FAA I'AA AT FA
— (TND)
TFAA I'rA
(TND) je ekvivalentno s (-—):
A+ AB
“AB B AArB
AT+HAB BrA — B A+rA— B
AT+AA—>B AT+AA—>B
(TND)
I'tALA— B
ArA ArA ArA
ALA>AFA AA ¢
ArAA AA—SAF
=) —————— _—
FALA— A A—-AFA
FAA
FAVA

Rezimirajmo, Gentzenov multiplarni sekventni sustav (vidi str.[46) ekvivalentan je svojoj singularnoj restrikciji. Tu
singularnu restrikciju sada je lako usporediti s Gentzenovim prirodnim sustavom, koji je takoder singularan. Pravila
(I =), (I =), d A)i(l V) identi¢na su singularnim restrikcijama pravila (—), (- —), (F A), (- V), a za pravila (E —),
(E =), (E A), (E V) lako dokazujemo da su ekvivalentna singularnim restrikcijama pravila (—+), (— F), (A F), (V F).

(E —) je ekvivalentno sa singularnim (—+):

AFA B+ B
A,A—> B+ B I'tA— B
AT+HB I'rA
I'+tB

(=H

AFA A—->B+rA—>B
A, A—> B+ B '-A
IA—B+B B,I'+C
I''A— B+rC

(E—)

(E -) je ekvivalentno sa singularnim (- +):

ALFA
AAr L TrA
ATFEL I'rA
'k 1
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(E-) —
AAF L I'rA

(E A) je ekvivalentno sa singularnim (A +):

ABrA
"D TN BrA T-AAB

I'rA

EN ANB+-AANB
AABFA AT+ C

AANBT+C

(E V) je ekvivalentno sa singularnim (- V):

AT'+rC BTIG+C
AVBTGFrC I'+AVB
I'erC

(FVv)

AVB+AVB AT'+C BTIG+C
AVBTG+rC

(EV)

Sve u svemu, potpuni i korektni Gentzenov multiplarni sustav ekvivalentan je svojoj singularnoj restrikciji, koja je
ekvivalentna Gentzenovom prirodnom sustavu, koji je ekvivalentan Fregeovom aksiomatskom sustavu. No, onda su
i Gentzenov prirodni i Fregeov aksiomatski sustav takoder potpuni i korektni.

U gornjim dokazima lako je provjeriti da je Gentzenov prirodni sustav bez (DNE), tj. bez (TND) i (EFQ) (sustav
tzv. minimalne IF-logike) ekvivalentan Gentzenovom sekventnom sustavu sa singularnim restrikcijama pravila (- —)
i (F—), uz slabljenje (S) koje ne dopusta sluc¢aj I' + odnosno I' E A , tj. ne dopusta (EFQ).

Gentzenov prirodni sustav bez (TND), ali sa (EFQ) (tzv. sustav intuicionisticke IF-logike), ekvivalentan je Gentze-
novom sekventnom sustavu pravila sa singularnim restrikcijama (- —) i (F—). Zato te restrikcije zovemo intuici-
onisti¢kima.
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Logika kvantifikacijskih formi

3.1 Silogizmi i Vennovi dijagami

Svi prirodni jezici sadre operatore pomocu kojih se iz pojmova grade deklarativne re¢enice. Cetiri takva operatora
istrazio je Aristotel u svojoj silogistici, prvoj formalnoj logic¢koj teoriji. Ona se bavi tzv. kategorickim tvrdnjama
koje su oblika

(A) SviS suP. (E) Nijedan S nije P.

(I) Neki§ su P. (O) Neki S nisu P.

Kategoricke forme (A) i (I) su afirmativne, dok su (E) i (O) negativne. S druge strane, (A) i (E) su univerzalne, dok
su (I) i (O) partikularne. Otuda i njihove skolasticke oznake:
e Ailod AFIRMO,

e EiOo0d NEGO.

Prvi se vokali koriste za univerzalne forme, a drugi za partikularne.

Atomarne forme S i P, u kategorickim tvrdnjama stoje na mjestu op¢ih pojmova (koje bismo u opreci spram poli-
adskih pojmova iz sljedecih poglavlja trebali zvati monadskima, no ovdje ¢emo ih naprosto zvati pojmovima). Oni
se zovu subjekt i predikat i u prirodnim se jezicima izraZavaju na razne nacine. Cesto su to imenice kao u:

Neki logicari su filozofi.
No, to mogu biti i pridjevi, glagoli ili prilozi kao u:

Neki logicari nisu mudri.
Sve ptice lete.
Neki ne trce brzo.

U svim slucajevima radi se o pojmovima ("logicar", "filozot", "mudra osoba", "ptica", "ono §to je brzo"). Opci
pojam se u prirodnom jeziku moZe izraziti i sloZzenom frazom, npr. "onaj koji je igrao na tri svjetska prvenstva u
nogometu".

| 65



“sikic_logika” — 2009/9/3 — 22:30 — page 66 — #70

SILOGIZMI | VENNOVI DIJAGAMI

Usprkos svoj toj Sarolikosti pojmovi su bitno razli€iti od tvrdnji. Tvrdnje su istinite ili neistinite. Pojmovi su istiniti
o mnogim stvarima, jednoj, ili moZda ¢ak nijednoj, a neistiniti o svim ostalim stvarima. Pojam "hrvat" istinit je o
svim hrvatima i ni o ¢emu drugom, "zemljin mjesec" je istinit samo o jednoj stvari, a "okrugli kvadrat" ni o jednoj.

Umjesto nespretne fraze da je pojam o ne€emu istinit ili neistinit, ceS¢e ¢emo govoriti da nesto je ili nije u njegovom
opsegu ili ekstenziji. Dakle, svaki hrvat je u opsegu pojma "hrvat" i niSta nije u opsegu pojma "okrugli kvadrat".
Opseg ili ekstenzija nekoga pojma Cesto se identificira sa skupom svih stvari u njegovom opsegu ili ekstenziji.
Time ¢emo se slobodno koristiti, iako napominjemo da logika pojmova ni na koji nacin ne pretpostavlja postojanje
apstraktnih skupova kojima se bavi teorija skupova (neki njezini pojmovi ¢ak ni nemaju ekstenziju u skupovnom
smislu).

" " n "

Cetiri Aristotelova operatora, "svi su", "nijedan nije", "neki su" i "neki nisu", primijenjeni na pojmove S i P daju
kategoricke tvrdnje A, E, 11 O. Aristotela su zanimali argumenti koji su poznati pod imenim kategoricki silogizmi i
kojima se iz dvije kategoricke premise izvodi kategoricka konkluzija.

Skolastici su u srednjem vijeku sve moguce silogizme razvrstali u sljedeca Cetiri oblika, tzv. figure:

I II I v

S M S
M_P v
S P S

RIS
RS
~|v @

M S
PM
S P

U svakom silogizmu su sa S 1 P oznaceni subjekt i predikat konkluzije. Oni se zovu sporednim i glavnim pojmom
silogizma. Premise sadrZe zajednicki pojam, oznacen s M, koji se zove srednjim pojmom silogizma. Prva ili glavna
premisa sadrZi glavni pojam S, a druga ili sporedna premisa sadrZi sporedni pojam P. Na primjer,

Svi S su M.

Neki P su M.

Nijedan S nije P.

jedan je od od silogizama druge figure. Krace ga oznacavamo s II AIE, jer pripada drugoj figuri, glavna mu je
premisa oblika A, sporedna oblika I, a konkluzija oblika E.

Silogizama ima ukupno 4 - 4% = 256. Naime, dvije premise i konkluzija (njih 3) mogu biti u bilo kojem od oblika A,
E, 1i O (njih 4), $to je 4° moguca silogizma u svakoj od 4 figure. To je ukupno 4 - 4° silogizama. Osnovni je zadatak
silogistike ustanoviti koji su od tih 256 silogizama valjani, tj. u kojima premise impliciraju konkluziju.

Aristotel ih je naSao ukupno 24, koristeci se aksiomatskom metodom. Mi ¢emo opisati metodu Vennovih dijagrama,
kojom lako moZemo odluciti je li silogizam valjan ili ne, jer metoda jasno pokazuje koju konkluziju impliciraju
zadane premise.
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Kategoricke forme Vennovim dijagramima prikazujemo na sljedeéi nacin:

(A) SviS suP (E) Nijedan S nije P

S P S P
(I) Neki S su P (O) Neki S nisu P

S P

Iscrtkavanje podrucja znaci da u tom podrucju nema nicega. KrizZi¢ u podrucju znaci da u tom podrucju ima necega.
(Primijetimo da iscrtkavanje daje univerzalne tvrdnje, a kriZi¢ partikularne). Bjelina u podrucju ne znaci nista do
odsustvo bilo kakve informacije o tom podrucju.

Najjednostavnija svojstva kategoric¢kih tvrdnji lako se iSCitavaju iz njihovih dijagrama. Simetrija dijagrama E i |
znaci da redoslijed pojmova u odgovarajué¢im tvrdnjama nije bitan. "Nijedan S nije P" znaci isto §to i "Nijedan P
nije $", kao §to i "Neki S su P" znaci isto §to i "Neki P su S". (Ako su neki hrvati logicari, onda su neki logi¢ari
hrvati i obratno. Ako nijedan hrvat nije kralj, onda nijedan kralj nije hrvat i obratno.) Takvu zamjenu subjekta i
predikata skolastici su zvali konverzijom. Naravno, konverzija nije dopustiva u tvrdnjama oblika A i O, §to se vidi
iz asimetrije odgovarajuéih dijagrama. "Svi S su P" ne znaci isto §to i "Svi P su S", niti "Neki S nisu P" znaci isto
Sto 1 "Neki P nisu S". (Svi hrvati su ljudi, ali nisu svi ljudi hrvati. Neki ljudi nisu hrvati, ali nije istina da neki hrvati
nisu Ljudi.)

Tvrdnje oblika A i O medusobno su kontradiktorne, tj. jedna je negacija druge. Naime, O dijagram ima krizi¢ to¢no
tamo gdje je A dijagram iscrtkan. Isto vrijedi za tvrdnje E i I: E je istinita akko je I neistinita.

Tvrdnje oblika A i E, "Svi § su P" i "Nijedan S nije P", takoder su na neki nacin suprotstavljene. Skolastici su ih
zvali medusobno kontrarnima. No kontrarno nije kontradiktorno, tj. E nije negacija od A. "Svi hrvati su generali"
jednako je neistinito kao i "Nijedan hrvat nije general". Isto vrijedi i za tvrdnje I i O. "Neki hrvati su generali"
jednako je istinito kao i "Neki hrvati nisu generali".

Kontrarne tvrdnje A i E ¢esto su obje neistinite, kao $to su kontrarne tvrdnje I i O Cesto obje istinite. Mnogo je rjede
da su A i E obje istinite ili I i O obje neistinite. Jednim pogledom na njihove dijagrame vidimo da to vrijedi samo
ako ne postoji S. Jasno, ako ne postoji S onda je neistinito "Neki S su P" i "Neki S nisu P". Bez uvida u dijagrame
nesto je manje ocigledno da su u odsustvu S-ova tvrdnje "Svi S su P" i "Nijedan S nije P" obje istinite. Naime,
mnogi smatraju da te tvrdnje podrazumijevaju da postoji S. To je konvencija koja se moZe prihvatiti, ali u logici ona
nije prihvacena jer bi implicirala da A i O te I i E nisu kontradiktorne, $to bi otezZavalo formulacije mnogih logickih
pravila. Dakle, "Svi § su P" uvijek znaci "Ne postoji S koji nije P".

VaZna posljedica te logicke konvencije je da "Svi S su P" ne implicira "Neki S su P", §to se dobro vidi na dijagra-
mima A il (na A dijagramu nema informacije koja je na I dijagramu). Naravno, "Neki S su P" slijedi iz "Svi S su
P"i"Postoji S ", jer te dvije premise imaju sljedeci dijagram.
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Premise kategori¢kog silogizma prikazujemo zajedni¢kim Vennovim dijagramima koji reprezentiraju tri pojma S,
M i P na sljedeci nacin.

.....

dijagrama is¢itamo njegovu konkluziju, gledajuci kako su krizi¢i i/ili iscrtkavanja smjesSteni u odnosu na S i P.

ici idu dva Slijedi po jedan primjer Vennovog izvodenja u svakoj od Cetiri figure.

vodoravno
i okomito
(I AEE) (I OAO)
SviS su M. Neki S nisu M.
Nijedan M nije P. Svi Psu M.
M M
S P S P
Nijedan S nije P. Neki S nisu P.
izontalna i
 Srafiranja
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(IIT AOO) (IV IEO)
SviMsusS. Neki M su S.
Neki M nisu P. Nijedan P nije M.
M M
S P S P
Neki S nisu P. Neki S nisu P.

Jasno je da tako mozemo provjeriti svaki od 256 kategorickih silogizama, te naci onih 15 koji su valjani (Aristotel
je naSao 24, jer je pretpostavio da uvijek postoji bar jedan S, M i P). Taj se posao moZe ubrzati primjenom sljede¢ih
principa, koji o€ito slijede iz metode Vennovih dijagrama:

e "Valjana konkluzija je univerzalna samo ako su to i obje premise".
e "Valjana konkluzija je afirmativna samo ako su to i obje premise".

e "Valjani silogizam sadrZi bar jednu univerzalnu premisu".

e "Valjani silogizam sadrZi bar jednu afirmativnu premisu".

Aristotel je ove i jo§ neke principe vezane uz distributivnost pojmova (koju ovdje ne objasnjavamo) prihvatio kao
aksiome iz kojih je izvodio valjane silogizme.

"non

Vennovi dijagrami jasno upucuju na to da se Aristotelovi operatori "svi su", "nijedan nije", "neki su" i "neki nisu"
mogu definirati pomoc¢u operatora 1 (postoji) i njegove negacije —3 (ne postoji). Naime, kriZi¢ znaci da nesto postoji,
a iscrtkavanje da nesto ne postoji. Dakle, imamo sljedece ekvivalencije.

SviS suP e —-3A(S AP) Nijedan S nije P & —3(S A P)
N P S P
Neki S su P < (S A P) Neki S nisu P < 3(S A P)
S P S P

| 69


http://www.fsb.hr/matematika/sikic_logika

“sikic_logika” — 2009/9/3 — 22:30 — page 70 — #74

SILOGIZMI | VENNOVI DIJAGAMI

Tvrdnje oblika JA, gdje je A sloZeni pojam izgraden od jednostavnijih, uz pomo¢ istinosnih funkcija, zovemo
egzistencijskim bulovskim tvrdnjama. Njima se tvrdi da postoji x o kojem je A istinito. No, §to znaci da je A istinito
0 x, tj. da je A(x), ako je A istinosna funkcija od P, ..., S ? Odgovor je jednostavan:

(S AP)(x) & S(x) A P(x)
(S V P)(x) & S(x)V P(x)
(=5)(x) & ~(S(x)

i sasvim opcenito:
A(P,...,8)(x) & A(P(x),...,S(x)) .

Na desnim stranama, koje definiraju lijeve strane, istinosne funkcije imaju svoje standardno znacenje. Dakle, kako
i treba, pojam "zao A Covjek" obuhvaca sve zle ljude, pojam "— Zivo" sve neZive stvari, pojam "majka V otac" sve
roditelje itd.

Odmah moZemo zakljuciti da sve IF-ekvivalencije u pojmovnom kontekstu postaju jednakosti ekstenzija odgovara-
jucih pojmova; A & B akko A(x) & B(x), tj. ext(A) = ext(B). Sli¢no, A = B akko A(x) = B(x) tj. ext(A) C ext(B).

Dodajmo jo$ da ¢emo sve pokrate koje smo ranije uveli za koriStenje IF-veznika koristiti i u pojmovnom kontekstu

(ABje ANB,AVABjeAV (AAB),-A — BCje(-A) - (BAC)itd.)

Operator 1 koristi cemo kao osnovni operator koji primjenjen na pojam daje tvrdnju. No, osim tim unarnim ope-
ratorom koristit ¢emo se i operatorom VY, te binarnim operatorima = i C. Sve su to operatori koji primijenjeni na
pojmove daju tvrdnje i svi se oni lako definiraju pomocéu osnovnog operatora 3.

VA & —3(-A)
A=B o —3(ABV AB)
AC B e —3(AB)

(Boole je kao osnovni operator koristio =.) Dakle, kategori¢ke tvrdnje oblika A, E, I i O moZemo izraziti i na
sljedece nacine.

(A) (E)
PCQ PCQ
V(P - Q) V(P — Q)
PO =0 PO =0
@ (0)
~(Pc Q) ~(PC Q)
-V(P - Q) -V(P - Q)
~(PQ =0) —(PQ = 0)

Metodu Vennovih dijagrama, kojom smo rjeSavali silogisticke probleme, moZemo primijeniti i na §iru klasu pro-

.....

prikazujemo iscrtkavanjima). Istrazimo, na primjer, koju konkluziju moZemo izvesti iz sljedeéih premisa:
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(1) SviPsuQiliR.
(2) Neki P nisu Q.
Preformulirat cemo ih u egzistencijske forme ili njihove negacije, te ih prikazati odgovaraju¢im Vennovim dijagra-

mom:

(1) —APOR (2) APQ

Iz dijagrama moZemo iiCitati moguéu konkluziju (3) IPQR il bliZe hrvatskom jeziku:
(3) Neki P suR1nisu Q.

Metoda postaje joS fleksibilnijnom ako uvedemo konvenciju da viSe crtom povezanih kriZi¢a u raznim podrucjima
znaci da necega ima bar u jednom od tih podrudja. Ilustrirat ¢emo je izvodenjem konkluzije iz sljedeéih premisa:

(4) Svi P koji su Q suR.

(5) Neki P su Qili R.

Premise ¢emo opet preformulirati u egzistencijske forme ili njihove negacije, te ih prikazati sljede¢im dijagramom:

(4) —3APQOR (5)AP(QVR)

</
\/

1z dijagrama odmah is¢itavamo mogucu konkluziju (6) PR ili bliZe hrvatskom jeziku:
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(7) Neki PsuR.

Medutim, metoda Vennovih dijagrama, osim S$to postaje nepreglednom u slucaju veceg broja atomarnih pojmova,
nije primjerena logickoj analizi tvrdnji koje su od egzistencijskih tvrdnji izgradene primjenom proizvoljnih IF—
veznika (a ne samo primjenom negacije, kao do sada). Promotrimo, na primjer, argument iz uvodnog poglavlja, za
koji smo tvrdili da je valjan.

(P1) Ako su svi kandidati koji su dobili obavijest visokokvalificirani onda

neki kandidati nisu dobili obavijest.

(P2) 1li su svi kandidati dobili obavijest ili su svi kandidati visokokvalificirani.

(K) Ako su svi visokokvalificirani kandidati dobili obavijest onda su neki

kandidati koji nisu visokokvalificirani dobili obavijest.

Njegova forma ocito je sljedeceg oblika:

(P1) KO CV — 3KO
(P2) KCOVKCV
(K) KV CO-— 3IKVO

Izrazimo li € pomocu 3 dolazimo do forme:

(Bl) -3KOV — IKO
(B2) —-3KOV -3KV
(BK) —-3KOV — AKOV

u kojoj se pojavljuju razliite istinosne funkcije egzistencijskih formi AKOV, AKO, AKV i AKOV i koja se zato ne
moze analizirati Vennovom metodom. Takve forme predmet su naSeg sljedeceg odjeljka.

3.2 Bulovska logika pojmova

Argument o "visokokvalificiranim obavijesStenim kandidatima", s kraja prethodnog odjeljka, sadrzi forme koje su
dvostruko istinosno funkcionalne. One su, kao prvo, istinosne funkcije egzistencijskih tvrdnji. Ove su pak tvrdnje
o pojmovima koji su opet istinosne funkcije svojih osnovnih pojmova V, O i K. Takve forme zovemo bulovskim
formama i to¢no ih definiramo na sljede¢i nacin.
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BULOVSKE FORME (B-FORME)

Ako neki skup IF-veznika generira sve IF-veznike, npr. {A, V, —, ...} onda bulovske {A, V, —, .. .}-forme defini-
ramo induktivno s (i) - (iv).

(i) Atomi P, Q, R, Py, Q1, Ry, ...su pojmovne forme.

(i) Akosu A i B pojmovne forme ondasutoi(AAB),(AV B), -A,....
(iii)) Ako je A pojmovna forma onda je A bulovska forma, koju zovemo egzistencijskom.

(iv) Ako su F i G bulovske forme onda sutoi (F A G), (FV G), —F, ....

Primjetimo da su bulovske forme forme tvrdnji (i njih oznacavamo s F, G, H, ...) dok su pojmovne forme forme
pojmova (i njih oznacavamo s A, B, C, ...). Specijalno, atomi bulovske forme (P, Q, R, ...) su pojmovni. (Sve
forme u ovom odjeljku bit ée bulovske, pa ¢emo Cesto ispustati termin "bulovski".)

Na primjer, forma:
—-APOVR)—- APQY)V-AQVR) (3.1)
bulovska je forma, IF—izgradena od egzistencijskih formi:
APQVR), PO, AQVR)
koje su dobivene primjenom operatora 4 na pojmovne forme:
POVR, PO, QVR,
koje su IF—izgradene od atoma P, Qi R.

Podforme bulovskih formi i pojmovne podforme pojmovnih formi definiramo na standardni nacin (v.str. [11). Poj-
movni dio A egzistencijske podforme JA i sve njegove pojmovne podforme su pojmovne podforme pocetne forme.
Atomi bulovske forme su atomi njezinih pojmovnih podformi.

Na primjer, —3(PQVR), El(Pé)V—H(QVRlsu neke podforme od (3.1). Njene egzistencijske podforme su: A(PQVR),
A(PQ) i A(Q V R). Pojmovne forme PQ, O, Q V R su neke pojmovne podforme od (3.1). Njezini atomi su P, Q i R.

Definiranje formi je, kao i uvijek, na$ prvi korak u izgradnji odgovarajuce logike. Sljedeci je korak definiranje in-
terpretacije tih formi. Osnovna primjena pojmovnih formi je ta da ih prepoznamo kao forme konkretnih pojmova.
Naravno, pojmovna forma A je forma nekog konkretnog pojma ako se on (ili neki njegov sinonim) moze dobit iz
forme A interpretiranjem atoma od A odgovarajuéim konkretnim pojmovima. Bududi da vrijednost istinitosti inter-
pretacije od A ovisi samo o ekstenziji interpretacije od A, te da je ekstenzija interpretacije od A potuno odredena
ekstenzijama koje imaju interpretacije atoma od A, onda su (u bulovskoj logici) forme jednoznacno interpretirane
ekstenzijama njihovih pojmovnih atoma.

INTERPRETACIJA BULOVSKE FORME (B-STRUKTURA)

Interpretacija bulovske forme je pridruzenje podskupova nekog nepraznog skupa U atomima te forme. Skup U
zovemo univerzumom te interpretacije. Dakle, interpretacija je funkcija

ext: At — PU)

gdje je At skup atoma, a P(U) skup svih podskupova univerzuma U. Ta funkcija mozZe biti totalna ili parcijalna,
tj. moZe pridruZivati podskupove od U svim ili samo nekim pojmovnim atomima.
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Bulovske interpretacije ¢eSce zovemo bulovskim strukturama.

Na primjer, sljedeca tablica:

P
al|+ || +
c|+ | -

zadaje B—strukturu Ciji je univerzum U = {a, b, c}, a ext je definirana na atomima P i Q tako da je ext(P) = {a,c} i

ext(Q) = {a}.

Istu strukturu zadaje i sljedeci dijagram:

Tako moZemo prikazati bilo koju konacnu strukturu, tj. strukturu s kona¢nim univerzumom U, ¢ija je funkcija ext
definirana na kona¢no mnogo atoma.

Naravno, univerzum U ne mora biti konacan niti ext mora biti definirana samo na konacnom broju atoma. Na
primjer, B—struktura u kojoj je U = N ={0, 1,2, 3, ...} i u kojoj je ext(P,) = nN = {0, n, 2n, 3n, ...} ima beskonacan
univerzum, a ext je definirana na beskona¢no mnogo atoma P,.

Nasa definicija B—strukture iskljucuje prazne univerzume. To je u redu, jer argumenti koje formaliziramo bulovskim
formama gotovo uvijek pretpostavljaju univerzume s bar nekoliko, ako ne i mnogo ¢lanova. Mogli bismo cak reci
da se umjesto na neprazne univerzume mozemo ograniciti na univerzume s npr. vise od dva, tri ili ¢ak s beskonacno
mnogo Clanova. Razlog zbog kojeg to ne ¢inimo jest da se time ne bi promjenio skup valjanih, konzistentnih
itd. formi. Naime, ako formu moZemo uciniti istinitom ili neistinitom u nekom malom nepraznom univerzumu,
onda to moZemo posti¢i i u po volji velikom.

Razlozi za to su sljedeci. Neka je x objekt u nekom malom univerzumu u kojem je atome P, Q, ... moguce inter-
pretirati tako da formu ucinimo istinitom (odnosno neistinitom). Dodajmo univerzumu koliko god Zelimo novih
objekata na kojima atome P, 0, ... interpretiramo onako kako su interpretirani na x (tj. P, Q, ... su istiniti o svakom
od tih objekata akko su istiniti o x). Nove objekte tada nije moguce razlikovati od x, bar Sto se tie interpretacije
nase forme, pa je ona i dalje istinita (odnosno neistinita).

Prazni univerzum moZe dovesti do promjena u tome §to je valjano, konzistentno itd. Na primjer, forma 3A v A
istinita je u svakom nepraznom univerzumu, ali je neistinita u praznom. No, ve¢ smo rekli, prazni univerzum rijetko
nas zanima i zato ga isklju¢ujemo. Ako nas ikada zanima je li neka bulovska forma istinita u praznom univerzumu,
dovoljno je na mjesto svake njezine egzistencijske forme uvrstiti L i izraCunati ukupnu vrijednost tako dobivene
[F—forme (izgradene samo od konstanti L). To je vrijednost te forme u praznom univerzumu.
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U prethodnim obrazloZenjima pretpostavili smo da je intuitivno jasno kako se izraCunavaju vrijednosti istinitosti
bulovske forme u zadanoj B—strukturi (tu vrijednost takoder zovemo interpretacijom te forme u toj strukturi). Na
primjer, racun za formu 4P — —3(P A Q) u gore zadanoj konacnoj strukturi izgleda ovako:

ext(P) =f{a,b} #0 = int@AP)=T

ext(P A Q) = ext(P) A ext(Q) = {a,b} Aa} = {c} A b, c} = {c} # 0 = intAPQ)) = T
intAP - —3(P A Q)) = int(AP) » —int(A(PAQ) =T > -T=T > L =1

Dakle, zadana forma je neistinita u zadanoj B—strukturi (tj. njena interpretacija u toj strukturi je L).

Gornji se racun temelji na sljedecoj definiciji vrijednosti istinitosti bulovske forme u B—strukturi.

ISTINITOST B-FORME U B-STRUKTURI

Vrijednost istinitosti B—-forme u B—strukturi ext : At — P(U), koja mora biti definirana na svim atomima te
forme, ozna¢avamo sa int( ) i induktivno je definiramo s (i)-(iv).
(i) Na atomima je ext ve¢ definirana.

(ii) ext(A A B) = ext(A) A ext(B), ext(AV B)=ext(A)V ext(B), ext(—A)= —ext(A),
ili za bilo koju istinosnu funkciju F(A, ..., B): ext(F(A,..., B)) = F(ext(A), ..., ext(B)).

(iii) Int(AF) =T © ext(F) # 0

@1v) Int(F A G) =int(F) Ant(G), Int(F Vv G) = int(F) Vv int(G), int(—F) = —int(F),
ili za bilo koju istinosnu funkciju F(F,...,G): int(F(F,...G)) = F(int(F),...,int(G)).

Gornja definicija zapravo opisuje kako se funkcija ext, definirana samo na atomima, proSiruje na sve pojmovne
forme ((i) i (ii)); kako se pomocu nje int definira na egzistencijskim formama ((iii)); te kako se int zatim proSiruje na
sve forme ((iv)).

Sljededi korak u izgradnji B—logike, definicija opce implikacije F medu B—formama, sada je jednostavan.

BULOVSKA IMPLIKACIJA

Skup bulovskih formi I" implicira skup bulovskih formi A, oznakom I' ' A, ako ne postoji B—struktura u kojoj
su sve forme iz I istinite i sve forme iz A neistinite.

Ova definicija, na ve¢ standardni nacin, ukljucuje konzistentnost i inkonzistentnost:
2 akko T [,

te valjanost i nevaljanost:
OF akko EF.

Sada nam je preostao joS zadnji korak u nasem pristupu izgradnji svih logika: pronalazenje algoritma za testiranje
implikacije I' = A. Cini se da u bulovskoj logici to postaje nesto teze. Naime, ¢ak i za konaéne skupove bulovskih
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formi I' i A broj moguéih interpretacija, tj. B—struktura, beskonacan je (ve¢ je i broj mogucih univerzuma beskona-
¢an). To znaci da bi za doslovno testiranje implikacije I' | A trebalo izraCunati vrijednosti istinitosti formiizI'i A u
beskonacno mnogo B—struktura. To ne izgleda kao algoritam koji ¢e u kona¢no mnogo koraka odgovoriti vrijedi li
I' E A. Ako algoritam uopce postoji, sigurno je sofisticiraniji.

Promotrimo jo§ jednom primjer konkretne implikacije s pocetka ovog odjeljka, za koju smo u uvodnom poglavlju
tvrdili da je bulovska. Njezinu bulovsku formu opisali smo u prethodnom odjeljku:

(B1) -3KOV — 3AKO
(B2) -3KOV -3IKV
(BK) —-3KOV — IKOV

Njezina IF—forma je:

(IF) p—gq
(IF2) gVv7
(IFK) 35— p

Egzistencijske forme B—implikacije su atomarne forme IF-implikacije (oznacili smo ih malim slovima p, g i r da ih
ne brkamo s pojmovnim atomima).

Metodom semantickih stabala lako moZemo ustanoviti da premise (IF1) i (IF2) istinosno-funkcionalno ne impliciraju
konkluziju (IFK), tj. dap — q,.q VTH s — p.

—4q
VT

o S

“l

OO

(—ép
©
| |
® @ @ @

| | |
@ @ ®© ©®

S najdesnije grane mozemo iscitati interpretaciju u kojoj su obje premise istinite, a konkluzija je ipak neistinita:

p q r s
1 T 1 1

3KOV | AKO | 3KV | AKOV

Naravno, u nas$oj [F—analizi nismo uzeli u obzir bulovsku formu od p, g, r i s koja je prikazana u zadnjem redu gornje
tablice. Ako i nju uzmemo u obzir onda vidimo da interpretacija (p, ¢, r, s) = (L, T, L, L) nije moguca, $to znaci da
je implikacija ipak bulovski valjana. Naime, r = 3KV = 1 i s = 3KOV = L u kontradikciji je s ¢ = AKO = T, §to
dokazujemo sljede¢im Vennovim dijagramom.
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Akor = EIK_V = 1is=3KOV = 1, to prikazuju horizontalna i vertikalna iscrtkavanja, onda je i 3JKO = 1, jer je
podruéje KO iscrtkano. To je u kontradikciji s ¢ = dKO = T.

Egzistencijske forme K0, AKV i KOV ne mogu imati proizvoljne, medusobno neovisne interpretacije i to je bio
uzrok neuspjeha naSe IF—analize (kao dokaza valjanosti implikacije). Medutim, ocito je da Celije KOV, KOV, KOV, ...
(na koje K, O 1V dijele univerzum U), nesto sadrZe ili ne sadrZe neovisno jedna o drugoj.

U

To znadi da éelijske egzistencijske forme KOV, AKOV, KOV, . .. (u kojima 3 djeluje na potpune konjunkcijske
blokove literala dane forme) mogu imati proizvoljne medusobno neovisne interpretacije. Slijedi da su sve moguce
interpretacije onih bulovskih formi ¢ije su egzistencijske forme Celijske, nista drugo do sve moguce IF—interpretacije
njenih Celijskih egzistencijskih formi. Zato se testiranje takvih éelijskih formi svodi na standardne IF-testove.

Stovige, svaka je bulovska forma ekvivalentna nekoj ¢elijskoj bulovskoj formi, pa opisana redukcija na IF—testove
vrijedi za sve bulovske forme. Dovoljno je dokazati da je svaka egzistencijska forma JA ekvivalentna Celijskoj
formi. To slijedi iz Cinjenice da A ima ekvivalentnu potpunu alternacijsku normalnu formu K Vv ...V K, (u kojoj je
svaki K; potpuni konjunkcijski blok literala Citave forme) i da je

AKyv...vVK,)) 33K, Vv...dK, .

Zadnja ekvivalencija ocito vrijedi, jer necega ima u uniji svih K; akko necega ima u bar jednom Kj.

Konac¢no ipak moZemo formulirati algoritam kojim se testira implikacija u bulovskoj logici, a Ciju je ideju prvi
objavio Herbrand 1930.g.
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HERBRANDOV ALGORITAM ZA BULOVSKU IMPLIKACIJU

Ako su T i A konacni skupovi bulovskih formi izgradenih od atoma Pj, ..., P, onda implikaciju I' = A testiramo
tako da u svim formama iz I' i A:

(i) Egzistencijske forme dA proSirimo do ekvivalentnih egzistencijskih formi koje sadrze sve atome
Py, ..., P, (A-mnoZenjima pojmovne forme A s P; V P; ako atom P; nije u A).

(i) Pojmovne forme na koje djeluje 4 prevodimo u ekvivalentne potpune alternacijske normalne forme.
(iii) Operator 3 distribuiramo kroz sve alternacije.

(iv) Egzistencijske forme dobivene u prva tri koraka zamjenimo [F-atomima p,q,.... Tako smo skupove
B—formi I' i A transformirali u skupove [F-formi I'"" i A’.

(v) Standardnim IF-testovima testiramo I | A’. Sto zaklju¢imo o I E A’ vrijediizal E A.

Postupak ilustriramo na naSem uvodnom primjeru:

(Bl) -3KOV — IKO
(B2) -3KOV -3IKV
(BK) -3KOV — AKOV

-3KOV - KOV VV) _
~3KO(V v V) v -3KV(0 v 0)

(@) = —
-3KOV — IKOV

-3KOV > KOV V KOV)
~3(KOV vV KOV) Vv -AKVO v KV 0)

(i) = —
—-3KOV — KOV

_-3dKOV - IKOV vIKOV
—(3KOV v3AKOV) Vv -3AKVO v 3KV 0)

—3K0V — AKOV

(iii)

1_)—>qu
—(gVvnrVv-=(pVvr)
q—p

(iv)
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pP—=qgVr
—(gvr)Vv-(pVvr)

-q—>p @

gVvr 8 pVvr @
Sve su se grane zatvorile §to znaidap — gV r,—-(gVr)V—(pVr) E -¢ - p. Noondai —3dKOV —

3KO0,-3KO0 Vv -3KV £ —3IKOV — IKOV.

3.3 Kvantifikacijske forme

U prirodnim jezicima opée pojmove moZemo izraziti imenicama, pridjevima, glagolima itd. (usp. pocetne primjere
u[3.1). Frege je, u drugoj polovici 19.st., ukazao na to da svaku tvrdnju o nekom objektu mozemo shvatiti kao
predikaciju nekog opleg pojma tom objektu; ¢ak i onda ako je tvrdnja izrazito sloZena i ne izraZava taj pojam
jednostavnom imenicom, pridjevom, glagolom itd. Promotrimo sljedeéu tvrdnju:

Petar se posvadao s Lukom jer je Luka bio u vezi s drugom Zenom njegovog mladeg brata.

Na prvi pogled nije jasno koji pojam prediciran Petru izraZava isto $to i gornja tvrdnja. Ipak prirodni jezici imaju
sredstvo za izgradnju takvih pojmova. To su relativne recenice (koje bi toCnije bilo zvati relativnim pojmovima), u
nasem slucaju:

onaj koji se posvadao s Lukom jer je Luka bio u vezi s drugom Zenom njegovog mladeg brata

U logici zamjenice onaj, koji, ovaj itd. oznacavamo s x, y, z itd. i zovemo ih varijablama. Tako na$a relativna recenica
postaje nesto jasnija:

X takav da se x posvadao s Lukom jer je Luka bio u vezi s drugom Zenom x-ovog mladeg brata
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(npr. sada je jasnije na koga se odnosi "njegov" iz prethodne formulacije).

SloZen op¢i pojam "x takav da ... x...", koji je dobiven iz reCenice "... x...", u logici zovemo apstraktom i ozna-
¢avamo s {x : ...x...}. (Naravno, ako je reCenica "...x..." jednostavna imenska, pridjevska ili sli¢na predikacija,
onda apstrakt postaje nepotrebno sloZen izraz jednostavnog imenskog, pridjevskog ili slicnog pojma. Na primjer,
{x : xje logicar}=logicar, {x : x je lijep}=lijep itd.)

Ako apstrakt prediciramo nekom objektu dobivamo tvrdnju koja je ekvivalentna pocetnoj tvrdnji o tom objektu. Na
primjer, "Petar je x takav da se x posvadao s ..." ekvivalentna je tvrdnji "Petar se posvadao s ..."; ili opéenito:

x:..x..}Ja & ...a...

(Predikacija pojma P objektu a, Pa, katkada se oznacava s a € P i tada vrijedi ekvivalencija: a € {x : ... x...} &

..a.... Primjetimo da je € kopula koja veZe singularni pojam (tj. individuu a) s opéim pojmom P; za razliku od
kopula C i = koje su vezale opce pojmove. Primjetimo nadalje da kopula €, kako je ovdje koristimo, ima znacenje
potpuno odredeno gornjom ekvivalencijom. To znaci da apstrakt moze biti samo desno od kopule €, dok lijevo od
nje nema znacenje. Tek teorija skupova daje znaCenje izrazima oblika {x : ...x...} € P, pretvarajuci apstrakte iz
op¢ih pojmova u singularne, tj. u individue. Time teorija skupova prelazi okvire logike. Ako bas Zelimo i u logici
apstrakte zvati skupovima onda je to Quineov virtualni govor o skupovima, kojem je svo znacenje sadrzano u gornjoj
ekvivalenciji.)

Recenice oblika "...x...", koje na mjestima za imena sadrZe varijable (tj. zamjenice), zovemo otvorenim recenica-
ma. One se razlikuju od zatvorenih recenica po tome S$to nisu ni istinite ni neistinite. One su istinite ili neistinite
ovisno o tome §to je x.

Otvorene reCenice mozZzemo zatvoriti na viSe nac¢ina. Najjednostavniji je supstitucija imena na mjesto varijable;
npr. tako viSeznacna otvorena reCenica "x se posvadao s ..." prelazi u jednoznacnu zatvorenu recenicu "Petar se
posvadao s ... ". Drugi je nacin apstrakcija pojma iz otvorene recenice; tako na primjer viSeznacna otvorena recenica
"x se posvadao s ..." prelazi u jednoznacni pojam {x : x se posvadao s...}. Buduéi da pojam {x : ... x...} viSe ne
ovisi 0 x kaZemo da je varijabla x vezana u apstraktu {x : ... x...}. Da apstrakt viSe ne ovisi o x vidimo i po tome §to
mu se znacenje ne mijenja ako x zamjenimo nekom drugom varijablom y; npr. {x : x je logic¢ar} = {y : y je logiCar}=
logicar.

Koristeéi se vezom apstrakata i otvorenih recenica lako je definirati istinosne funkcije pojmovnih formi uz pomo¢
standardnih istinosnih funkcija re¢eni¢nih formi (usp. odjeljak|3.1):

A={x:—-Ax},
AANB={x:Ax A Bx},
AV B={x:AxV Bx},

A — B ={x:Ax — Bx}itd.
Za proizvoljnu istinosnu funkciju F(A4, ..., B) imamo:

F(A,...,B)={x: F(Ax,...,Bx)}.

Osim istinosno funkcionalnim veznicima na apstrakte (koji su pojmovi odnosno pojmovne forme) moZemo djelovati
operatorima 71V ili ih vezati operatorima C i =. Tako dobivamo recenice odnosno receni¢ne forme bulovskoga tipa,
kakve smo ve¢ razmatrali.
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Na Fregeovom tragu, u prvoj polovici 20.st. u logici se ustalio obicaj da se kao operatori koriste iskljucivo 31V,
tj. da se apstrakti pojavljuju samo onda kada na njih djeluju 31 V:

Axfx:...x...} 1 Vx{x:...x...}.

Tako ograni¢ena upotreba apstrakta prirodno vodi k tome da ih potpuno izbacimo, jer gornje reCeni¢ne forme mo-
Zemo dobiti i neposrednom primjenom operatora "dx" i "VYx" na otvorenu reCenicu "...x...". Tako I{x : ... x...}
postaje Ax(...x...),aV{x:...x...} postaje Vx(...x...)1toje nain kojim se koristi suvremena logika kada definira
svoje kvantifikacijske forme.

Mnogo vazniji Fregeov korak, koji je postao klju¢nim korakom suvremene logike, jest pomak od monadskih pojmo-
va (npr. "logic¢ar", "lijep” 1 “hoda"), koji su istiniti ili neistiniti o pojedinim objektima, prema poliadskim pojmovima,
kama itd. Dakle, osim monadskih formi oblika Ha (koji ima recenica "Ante hoda"), suvremena logika uzima u
obzir i poliadske forme: diadske oblika Pab (koji ima reCenica "Ante pomaZe Borisu"), triadske oblika Pabc (koje
ima recenica "Ante posuduje kosilicu Borisu") itd. Promjena redoslijeda imena ili varijabli u poliadskim formama
mijenja njihovo znacenje, Pab i Pba na znace isto (u prvom slucaju Ante pomaZe Borisu, a u drugom Boris Anti).

Poliadske forme omogucuju da se izrazi valjana forma nekih argumenata koji nemaju valjanu bulovsku (tj. monad-
sku) formu. Dakle, valjanost takvih argumenata moZemo dokazati samo poliadski. Na primjer, takav je ovaj vrlo
jednostavni argument:

Sve elipse su krivulje.

Tko god crta elipse crta krivulje.

Premisa ima monadsku formu Vx(Ex — Kx), tj. bulovsku formu Y(E — K). Konkluzija ima monadsku formu
Vx(Fx — Lx), tj. bulovsku formu V(F — L). Naravno, E je elipsa, K je krivulja, F je onaj koji crta elipse, a L onaj
koji crta krivulje. Medutim, monadska forma argumenta

Vx(Ex — Kx)
Vx(Fx — Lx)

oCito nije valjana, pa ne moZe objasniti jednako ocitu valjanost naseg konkretnog argumenta. Ona se krije u dijadskoj
formi Cyx, koju ima relacija "y crta x". Uz njenu pomo¢ lako prepoznajemo JAx(Ex A Cyx) kao formu od " y crta
elipse" i dx(Kx A Cyx) kao formu od "y crta krivulje". Poliadska forma naseg argumenta je:

Vx(Ex — Kx)
Yy(Ax(Ex A Cyx) — dx(Kx A Cyx))

i poliadska ée logika lako objasniti njegovu valjanost.
U prirodnim jezicima relacije moZemo izraziti glagolima, pridjevima itd. (npr. Ante pomaZe Borisu; Krk je veéi od
Paga). Frege je, naravno, ukazao i na to da svaku tvrdnju o viSe objekata mozZemo shvatiti kao relaciju medu tim
objektima. Na primjer, naSu staru tvrdnju:

Petar se posvadao s Lukom jer je Luka bio u vezi s drugom Zenom Petrovog mladeg brata.

mozemo shvatiti kao relaciju koja veze Petra i Luku. Radi se o relaciji:

X 1y su takvi da se x posvadao sy jer je y bio u vezi s drugom Zenom x-ovog mladeg brata.
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koju opet moZemo zapisati u obliku apstrakta:
{xy : x se posvadao s y jer...},

koji nastaje apstrakcijom iz otvorene recenice:
X se posvadao sy jer je y bio u vezi s drugom Zenom x-ovog mladeg brata.

Odbacimo li uporabu apstrakata, kako su to ucinili Frege i suvremena logika, onda otvorene recenice preuzimaju
njihovu ulogu. Otvorena recenica sa samo jednom varijablom (koja se moZe pojavljivati i viSe puta) predstavlja
1-mjesni ili monadski predikat (tj. opéi pojam) koji je istinit ili neistinit o pojedinim objektima; naime, iz nje se
supstitucijom jednog imena na sva mjesta na kojima se pojavljuju primjerci varijable dobija recenica koja je istinita
ili neistinita. Otvorena recenica s dvije varijable (koje se mogu ponavljati i viSe puta) predstavlja 2-mjesni ili diadski
predikat (tj. binarnu relaciju) koji je istinit ili neistinit o uredenim parovima objekata; naime, iz nje se supstitucijom
uredenog para imena, tako da se prvo ime supstituira na mjesta svih primjeraka prve varijable, a drugo na mjesta
svih primjeraka druge varijable, dobija recenica koja je istinita ili neistinita. Sasvim opcenito: otvorena recenica
koja sadr¢i n razlicitih varijabli predstavlja n-mjesni predikat koji je istinit ili neistinit o uredenoj n-torci objekata.
Tu moZemo ukljuciti i O-mjesne predikate, dakle recenice bez varijabli, koje su naprosto istinite ili neistinite.

Kao atomarne imenske forme koristili smo i dalje ¢emo koristiti mala pocetna slova abecede:
a,b,c,d,e,...;

kao varijable mala krajnja slova abecede:
X, Vs 2 Uy Vs el

a kao atomarne predikatske forme velika srednja slova abecede:

F,G,H,P,Q,....

Atomarna predikatska forma kojoj slijedi jedna ili viSe atomarnih imenskih formi (npr. Fa ili Gab) predstavlja
atomarnu zatvorenu receni¢nu formu, a ako joj slijedi jedna ili viSe varijabli (npr. Fx ili Gxy) onda predstavlja
atomarnu otvorenu receni¢nu formu. MijeSane atomarne forme, npr. Gxb, takoder su otvorene ¢im sadrZe bar
jednu varijablu. Kad precizno definiramo kvantifikacijske forme svaki ¢e atomarni predikat imati indeks koji mu
odreduje "mjesnost"; dakle O-mjesni Ce biti FY.GY, .., 1-mjesni F'.G', ..., 2-mjesni F%,G2, ..., itd. No, u praksi

konvencija znaci da u formi FaA Fab nemamo dva primjerka predikata F, nego jednomijesni predikat F! i dvomjesni
predikat F2 koji su razli¢iti.)

Kvantifikaciju otvorenih formi provodimo s uobic¢ajenim kvantifikatorima: univerzalnim V i partikularnim ili egzis-
tencijalnim 3. Njihova znacenja su "svaki" (V) i "neki " ili "postoji” (), no oni gledano gramaticki ne djeluju na isti
nacin kao u hrvatskom i drugim prirodnim jezicima.

Krenemo li od otvorene recenice sa samo jednom varijablom x, u hrvatskom iz nje moZemo naciniti obi¢nu recenicu
supstitucijom imena ili kvantifikatora na mjesto varijable. Na primjer,

x je dobar.

Ivan je dobar:

Svatko je dobar.

Netko je dobar.
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U logici nikada ne kvantificiramo na taj nacin. Varijablu x ostavljamo gdje je i bila, a kvantifikator prefiksiramo
otvorenoj recenici dodajuci primjerak od x. Time pokazujemo da je kvantificirana varijabla x ili, stru¢nije kazano,
da kvantifikator veze varijablu x. U naSem primjeru:

Vx(x je dobar),
Ax(x je dobar).

Kvantifikatori "svatko" i " netko" zapravo ni u prirodnim jezicima ne spadaju u gramaticke kategorije imenica (us-
prkos povrsnoj sli¢nosti recenica "Ivan je dobar", " Svatko je dobar" i "‘Netko je dobar"”). Naime, lako je naci
primjere koji ih jasno ¢ine gramatickom kategorijom razli¢itom od imenica. Na primjer, reCenice:

Ivan je dobar ili prijetvoran.
Ivan je dobar ili je Ivan prijetvoran.

ocito znace isto, dok recenice:

Svatko je dobar ili prijetvoran.
Svatko je dobar ili je svatko prijetvoran.

o€ito ne znace isto. Prve dvije imaju ekvivalentne forme: (D V P)i & DiV Pi; dok druge dvije imaju neekvivalentne
forme Yx(Dx V Px) ¢ VYxDx V YxPx. Razlika drugog para formi ocito je u dosegu kvantifikatora. U logickom
"prefiksiranju" doseg je jasno vidljiv. U "imenskom" pristupu, kakav nalazimo u hrvatskom i drugim prirodnim
jezicima, dosezi kvantifikatora nisu tako ocigledni. (Cesto su i neodredeni; usp. re¢enicu "Na toj konferenciji svi su
matematicari ili logicari".)

U skladu s Boole-Fregeovim pristupom mi ¢emo kvantifikacijske forme definirati neovisno od njihove veze s pri-
rodnim jezicima. Zatim ¢emo definirati interpretacije kvantifikacijskih formi, te istinitost forme u interpretaciji (Sto
je kljucni logicki pojam). Slijedit ¢e standardne definicije implikacije, konzistentnosti, valjanosti itd. i nalaZenje
algoritama za njihovo testiranje. Kao i do sada, neformalne argumente izrazene prirodnim jezikom smatrat ¢emo
valjanima ako se mogu shvatiti kao konkretne interpretacije valjanih formalnih argumenata, a tek za tu primjenu
opet Ce biti vazna veza s prirodnim jezicima. No, to su teme na$ih sljedeéih poglavlja. Sada se vraéamo preciznoj
definiciji kvantifikacijskih formi.
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Kvantifikacijske forme izgradene su od:

e individualnih varijabli xq, x1, x2, X3, .. .;

e individualnih konstanti ag, a;, az, as, . . .;

predikatskih konstanti P7, P’l‘, Pg, Pg‘, ...,zasven >0;

logickih konstanti —, A, V, —, 3,V i

zagrada ( ,)
prema sljede¢im induktivnim pravilima (u kojima individualnu varijablu ili konstantu zovemo termom):

(i) n-mjesni predikat kojem slijedi n terma je (atomarna) forma.
(i1) Akosu FiG forme onda su —F, (F AG),(F V G)i(F — G) forme.

(iii) Ako je F formai x varijabla onda su dxF i VxF forme.

Forme koje sadrze samo 0-mjesne predikate zovemo propozicijskim formama.

Forme koje sadrze samo 1-mjesne predikate zovemo monadskim formama.

Individualne odnosno predikatske konstante zovemo konstantama, jer one u pojedinoj strukturi u kojoj interpreti-
ramo naSe forme imaju konstantne vrijednosti, koje su objekti odnosno relacije te strukture. Logicke konstante su
konstante u jos jaCem smislu jer one imaju isto znacenje (tj. iste vrijednosti) u svim strukturama.

Varijable i konstante oznacili smo samo s po jednim slovom: x,a i P i indeksima: 0,1,2,..., jer ¢e to olaksati
teorijska razmatranja u sljedecim poglavljima (npr. vaZznu metodu aritmetizacije sintakse). U praksi ¢emo i dalje
koristiti i ostala slova (y, z,...;b,c,...; O,R,...), koja moZemo shvatiti kao meta-zapise ili identificirati sa slovima
iz definicije (npr. xo = X, X; = y,X2 = 2,...;49 = a,a; =b,ar =c,...;Po=P,P1 = Q,P, =R,...).

Napominjemo jos da éemo i dalje koristiti sve pokrate iz [F-logike. Dakle, ako su F, G i H kvantifikacijske forme,
onda je F AxG VyH pokrata za (F A AxG) A VyH); —3AxF V G — H je pokrata za ((—3xF vV G) — H) itd.

Nas odabir logickih konstanti je fleksibilan. Umjesto veznika —, A, V, — mogli smo odabrati i bilo koji drugi potpuni
skup IF-veznika (npr. A,— ili T itd.). Isto vrijedi i za kvantifikatore; mogli smo se ograniCiti samo na 1 (jer je
V¥V & —d-)ili samo na V (jer je 4 & —V—). Dakle, mi smo definirali {—, A, vV, —, 3, V}-forme i to je tek jedna od
moguénosti. (éesto ¢emo se koristiti ekvivalentnim, a jednostavnijim {—, V, 3}-formama.)

Pravila izgradnje kvantifikacijskih formi imaju neke neuobicajene posljedice. Cak je i pravilo (i), za atomarne forme,
pomalo neobi¢no. Ono osim formi oblika Pa koje imaju vrijednost istinitosti u strukturi u kojoj ih interpretiramo,
dopusta i forme oblika Px koje je nemaju. Neki logicari ih zato ne smatraju legitimnim formama. No, vece probleme
donosi pravilo (iii). Ono dopusta i tzv. praznu kvantifikaciju; stavljanje prefiksa dx ili Vx pred formu F koja uopce
ne sadrZi varijablu x. Na primjer, i ovo su legitimne forme: YxPyy, dyPax i sl. Da bismo bolje razmotrili ovaj i
slicne probleme, uvodimo jo$ neke definicije.
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DOSEG, SLOBODNA | VEZANA VARIJABLA, OTVORENA |
ZATVORENA FORMA

Doseg nekog primjerka kvantifikatora (ili veznika) u nekoj formi je najkrac¢a podforma u kojoj se on pojavljuje.
Za primjerak kvantifikatora 4 ili ¥V kojem slijedi neka varijabla x kaZzemo da je x-kvantifikator.

Primjerak neke varijable x u formi F je slobodan u F, joS kaZzemo da se x na tom mjestu pojavljuje slobodno,
ako na tom mjestu nije u dosegu nijednog x-kvantifikatora u F. Inace je taj primjerak vezan u F, tj. x se na tom
mjestu pojavljuje vezano.

Zatvorena forma je ona u kojoj se nijedna varijabla ne pojavljuje slobodno.
Otvorena forma je ona koja nije zatvorena.

Primjerak kvantifikacije Vx ili dx je prazan ako u njegovom dosegu nema primjerka varijable x koji je slobodan.

Promotrimo na primjer formu:
Ax(—Pxy vV Vy(Rx — Ry)).

Svi primjerci varijable x u toj formi su vezani. S druge strane, primjerak od y koji se nalazi u Pxy je slobodan, a
onaj u Ry je vezan. (Primjerke varijabli koji stoje neposredno uz kvantifikatore uvijek drzimo vezanima, dakle i y
uz ¥ i x uz 3.) UocCimo da je svaki pojedini primjerak varijable u nekoj formi ili slobodan ili vezan i ne moZe biti
oboje. Nasuprot tome, varijabla moZe biti i slobodna i vezana u istoj formi, ako ima i slobodne i vezane primjerke u
toj formi. U naSoj formi varijabla y je vezana, jer je njen primjerak u Ry vezan, ali i slobodna, jer je njen primjerak
u Pxy slobodan. Nadalje, nasa forma je otvorena jer ima slobodnu varijablu y.

Vratimo se sada prije spomenutim problemima. Rije€ je o legitimnosti otvorenih formi (npr. Px) i praznih kvantifika-
cija (npr. VxPyy, dyPax). Ako ih ne Zelimo dopustiti dovoljno je pravila (i) i (iii) u nasoj definiciji kvantifikacijskih
formi zamijeniti s (") 1 (iii’):

(i’) n-mjesni predikat kojem slijedi n individualnih konstanti je (atomarna) forma.

(iii”) Ako je F forma koja sadrzi individualnu konstantu a, i ako je F(x/a) rezultat supstitucije varijable x za sve
primjerke od a, onda su AxF'(x/a) i YxP(x/a) forme, pod uvjetom da F(x/a) ve¢ nije forma.

Posljednji uvijet u (iii’) osigurava da je bar jedan primjerak od x u F(x/a) slobodan, tj. da kvantifikacija u (iii’)
nikada nije prazna. Dakle, uz tako revidirana pravila (i) i (iii) nijedna forma nema slobodnih varijabli ni praznih
kvantifikacija.

S jedne strane je primamljivo otvorene forme ne smatrati formama, buduci da im ne moZemo pridati vrijednost
istinitosti. No, s druge strane, otvorene forme ne moZemo potpuno ignorirati jer se na njih ipak ¢esto moramo
pozivati (usp. ¢ak (iii’)), pa ih nekako moramo zvati. Termin "otvorena forma" ustalio se u suvremenoj logici i
bilo bi smijesno ne koristiti ga. No onda je prirodno s imenom prihvatiti i ono na $to ime upucuje, tj. prihvatiti da
su otvorene forme ipak forme. Kada god Zelimo, lako se moZemo ograniciti na forme koje nisu otvorene, tj. na
zatvorene forme.

.....

zadrzali otvorene forme kao forme, pravila (i)-(iii) morali bismo formulirati na bitno sloZeniji nacin (morali bismo
simultanom indukcijom definirati forme i slobodna pojavljivanja varijabli u formi, Sto bi zakompliciralo vaznu me-
todu aritmetizacije sintakse u sljedecim poglavljima). Zato ¢emo ostati pri nasoj pocetnoj definiciji kvantifikacijske
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forme, s induktivnim pravilima izgradnje (i)-(iii), koja dopustaju prazne kvantifikacije. Naravno, tada treba imati na
umu da YxF i dxF u slu€aju prazne kvantifikacije znace isto Sto i F'.

Primjetimo na kraju da kvantifikacijske forme kao posebni slucaj ukljucuju (0-mjesne) propozicijske forme. To su
zapravo [F—forme Ciju smo logiku ve¢ temeljito obradili. Dakle, I[F-logika ée ocito biti dio logike kvantifikacijskih
formi. Osim toga, svaku bulovsku formu moZemo izraziti ekvivalentnom (1-mjesnom) monadskom formom. Na
primjer, bulovsku formu:

Y(PAQ >R V-3IAQVR—P)— -Y(PAQO)VR)

monadski izraZavamo formom:

VYx(Px A OQx — Rx) V —Ax(Qx V Rx — —Px) —» —Vx((Px A —Qx) V Rx).

Princip je ocit i sasvim jednostavan. (Primjetimo da smo bulovske forme u prethodnom odjeljku definirali koristeéi
se samo egzistencijalnim kvantifikatorom 3, no vidjeli smo da je YF ekvivalentno s —3F, pa u tom smislu gornja
forma jest bulovska.) S druge strane, bar na prvi pogled nije jasno da se svaka monadska forma moZe izraziti
ekvivalentnom bulovskom formom (npr. §to bi mogao biti bulovski ekvivalent monadske forme dyVx(Px — Qy)).
Ipak, mi ¢emo uskoro pokazati da zaista postoji bulovski ekvivalent svake monadske forme. Dakle, ne samo da ée
bulovska logika biti dio logike kvantifikacijskih formi ($to je oCito), nego Ce se to¢no poklapati s njenim monadskim
fragmentom ($to nije tako ocito).

3.4 Semantika kvantifikacijskih formi

U prethodnom odjeljku bavili smo se, pretezno, sintaksom kvantifikacijskih formi. Definirali smo kako su one
izgradene od svojih osnovnih elemenata: varijabli, individualnih i predikatskih konstanti, veznika i kvantifikatora.
Predmet semantike su interpretacije tako definiranog jezika formi. Tek u njima forme dobivaju svoje znacenje.

Interpretacije kvantifikacijskih formi bitno su sloZenije od interpretacija IF-formi, pa i od interpretacija bulovskih
formi. Cak postoje dvije razliite metode za utemeljenje semantike kvantifikacijskih formi, svaka sa svojim pred-
nostima i manama. Prva se koncentrira samo na pojam istinitosti forme u interpretaciji (kao u logici bulovskih i
[F—formi) pa stoga ignorira otvorene forme, dok druga i njima pridaje znacenje. Mi ¢emo objasniti obje metode da
bismo se, po potrebi, mogli sluZiti jednom ili drugom.

Pocet ¢emo s onim $to je zajednicko i jednoj i drugoj metodi. Interpretacija uvijek ima svoju domenu koju zo-
vemo univerzumom rasprave, buduci da ona sadrZi sve stvari o kojima na$ jezik formi govori u toj interpretaciji.
Univerzum moZe biti bilo koji skup U, konacan ili beskonacan, jedini uvjet je da nije prazan. Sljedeci je korak inter-
pretiranje individualnih i predikatskih konstanti na odabranom univerzumu. Svakoj individualnoj konstanti moramo
pridruZiti neki objekt univerzuma, ¢ije je ona ime. (NasSa je pretpostavka da ime uvijek uspjeSno imenuje, tj. da uvi-
jek postoji objekt koji ono imenuje. U prirodnim jezicima to nije uvijek tako; usp. Zeus, Hamlet, itd.) Slicno, svakoj
predikatskoj konstanti pridruzujemo skup objekata o kojima je ona istinita. Dakle, jednomjesnoj predikatskoj kons-
tanti pridruZujemo skup objekata iz U (tj. podskup od U), dvomjesnoj pridruzujemo skup uredenih parova objekata
iz U (tj. podskup od U?), tromjesnoj skup uredenih trojki (tj. podskup od U?), itd. Dopustamo svaki skup objekata iz
univerzuma, ili njihovih parova, trojki itd. Na primjer, jednomjesnom predikatu moZemo pridruZiti cijeli univerzum
U (4. predikat moZemo interpretirati kao istinit o svemu), ili prazan skup 0 (tj. predikat moZemo interpretirati kao
istinit ni o ¢emu)), ili kao bilo §to izmedu te dvije krajnosti. Propozicijske, 0-mjesne, konstante interpretiramo kao
u IF-logici, dakle pridruzujemo im vrijednosti istinitosti T ili L.

Semanticku vrijednost koju pridruZujemo konstanti y oznacit ¢emo s |y| bez obzira radi li se o individualnoj ili
predikatskoj konstanti (ili kasnije ¢ak o formi). Ako razmatramo razlicite interpretacije U i V, onda ¢emo seman-
ticke vrijednosti u njima oznaditi s |yl¢ i |yly. Takoder, ako je U univerzum, s U" (gdje je n > 0) oznaCavamo

86 |



“sikic_logika” — 2009/9/3 — 22:30 — page 87 — #91

LOGIKA KVANTIFIKACIJSKIH FORMI

skup svih uredenih n-torki objekata iz univerzuma U. Uz te oznake imamo sljedecu definiciju interpretacije jezika
kvantifikacijskih formi, koju zovemo relacijskom strukturom:

RELACIJSKA STRUKTURA
(INTERPRETACIJA KVANTIFIKACIJSKIH FORMI)

Relacijska struktura U sastoji se od univerzuma U, koji je neprazni skup i pridruZenja | | koje imenskim i
predikatskim konstantama pridruzuje sljedece objekte:

(i) za individualnu konstantu a: |a| € U,

(ii) za O-mjesnu predikatsku konstantu P° : [P?| = T ili [P°| = L,
y p

(iii) za n-mjesnu predikatsku konstantu P" : |P"| C U".

(Pridruzenje | | moZe biti zadano na svim ili samo nekim konstantama, tj. moZe biti totalno ili parcijalno.)

Tako zadanu strukturu U oznacavamo s:
U=(U;lD=Usldl,...;[P°...;IP".. 5Pl

Vrlo Cesto |y| identificiramo s vy, pa, iako neprecizno, strukturu U oznacavamo i s (U;a, o PY P
P2,...;...).

(Kasnije ¢emo se baviti i opéim strukturama, koje osim predikatskih, tj. relacijskih konstanti, sadrZe i operacijske;
npr. +,-,.... Specijalne strukture koje sadrZze samo relacije, a ne i operacije, zovemo relacijskima; dok one koje
sadrze samo operacije, a ne i relacije, zovemo operacijskima ili jos Cesc¢e algebarskima.)

Klju¢ni korak u izgradnji logike jest definicija istinitosti forme u strukturi, koju moZemo shvatiti i kao prosirenje
interpretacije | | sa konstanti na forme. To ¢e proSirenje biti induktivno i veéina induktivnih pravila je odmah jasna.

Atomarna zatvorena forma oblika P"ab . .. c istinita je u interpretaciji (U, | |) ako je (lal, |b], ..., |c]) € |P"| (tj. ako su
objekti koje oznacavaju a, b, . . ., ¢ u relaciji koju oznacava P"). Istinitost zatvorenih formi izgradenih od IF-veznika
svodi se na poznati nacin na istinitost njihovih zatvorenih komponenti (npr. |F A G| = T akko |F| = T 1 |G| = T itd).
Osnovni problem je kako definirati |YxF| i |[dxF|. Pretpostavimo, dakle, da su YxF(x) i AxF(x) zatvorene forme koje
nisu prazno kvantificirane (tj. x, i samo x, je slobodna varijabla u F(x)). Osnovna ideja je oCito ova: forma VxF(x)
je istinita akko je predikat predstavljen otvorenom formom F(x) istinit o svim objektima iz U; dok je forma dxF(x)
istinita akko je taj isti predikat istinit o bar nekom objektu iz U. No tu nastaje problem. Prethodna induktivna pravila
za atome i [F—veznike govorila su o istinitosti zatvorenih formi, a ne o istinitosti otvorenih formi o ne¢emu. Stoga
istinitost kvantificiranih formi YxF(x) i 4xF(x) moramo svesti na 1) istinitost zatvorenih primjeraka od F(x), §to je
nasa prva metoda ili 2) prethodna induktivna pravila za atome i IF-veznike moramo prosiriti i na otvorene forme, §to
je nasa druga metoda.

Prva metoda polazi od ideje da iz istinitosti forme YxF(x) slijedi istinitost jednostavnijih formi oblika F(a), do-
bivenih supstitucijom bilo koje individualne konstante @ na mjesta varijable x. U slucaju da je svaki objekt uz U
imenovan nekom konstantom a (tada kazemo da je nasa struktura potpuno imenovana), slijedi i obrat: ako su sve
forme oblika F'(a) istinite, onda je istinita i forma VxF(x). No, strukture nace$¢e nisu potpuno imenovane, pa to ne
moze biti pravilo za istinitost forme YxF(x). RjeSenje problema nije da jeziku formi dodamo dovoljno imena, kako
bismo strukturu mogli potpuno imenovati (iako se teorija modela koristi i time), nego da uzmemo u obzir sve nacine
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na koje moZemo interpretirati jednu individualnu konstantu. Ugrubo, YxF(x) je istinita akko je F(a) istinita za sve
moguce interpretacije konstante a. Formulirajmo tu grubu ideju malo preciznije.

Mi pokuSavamo kvantificiranoj formi pridati vrijednost istinitosti u nekoj interpretaciji U. Da bismo to ucinili,
trebamo uzeti u obzir i mnoge druge interpretacije koje su varijante od U. Za interpretaciju U, kazemo da je (a/m)-
varijanta od U ako se ona od U razlikuje samo po tome §to a interpretira kao m, ili se od U uopce ne razlikuje, ako
je laly = m. (Vrijednost |al¢; inaCe ne mora biti zadana, dok je vrijednost |al¢ uvijek zadana.) Sada moZemo reci
da je forma YxF(x) istinita u strukturi U ako je zatvorena forma F(a) istinita u svakoj njenoj varijanti U<, te da
je dxF(x) istinita u Y ako je zatvorena forma F(a) istinita u bar nekoj njenoj varijanti U¢; sve pod uvjetom da se
a ne pojavljuje u F(x). Zadnji uvjet je bitan, jer Zelimo da sve konstante u VxF(x) i AxF(x) zadrZe svoju izvornu
interpretaciju iz U, a da ipak uzmemo u obzir sve mogude interpretacije konstante a koju supstituiramo na mjesto
kvantificirane varijable x. Sve u svemu, prvu metodu moZemo saZeti u sljedecoj definiciji:

ISTINITOST ZATVORENE FORME U STRUKTURI

Istinitost zatvorene forme F' u strukturi U = (U, | |), u kojoj je interpretacija | | definirana na svim konstantama
forme F, oznacavamo s U [ F i induktivno definiramo sljedeéim pravilima:

(i) U E P akko |[PY] = T,
(i) U E P'a...bakko (lal,...,|b]) € |P",
(iii) U = —F akko UK F (tj. —=U E F),

(ivi UEFAGakkoUEFAUEG
Vv V
- -

(v) U VxF akko Vm e UUS E F(a/x)),
3 3
gdje je a individualna konstanta koja se ne pojavljuje u F.

Induktivna pravila (i)-(iii) na jednoznacan nacin pridruzuju vrijednosti istinitosti, T ili L, svakoj zatvorenoj formi
¢ije su individualne i predikatske konstante vec interpretirane sa | |. Takoder je ocito da vrijednost |F|gs ovisi samo o
vrijednostima |y| koje U pridaje individualnim i predikatskim konstantama vy sadrZzanima u F'. Drugim rije¢ima, ako
je vl = lylv, za sve konstante y u F, onda je i |[Flqs = |F|y.

Otvorene forme, u ovom pristupu semantici, nemaju semanticke vrijednosti, pa taj pristup mozemo zvati "zatvore-
nom semantikom". Sada prelazimo na drugu metodu, koja pridaje semanticke vrijednosti i otvorenim formama, i
koju zato moZemo zvati "otvorenom semantikom".

Vrijednost istinitosti zatvorene kvantificirane forme ovisi o "vrijednosti" otvorene forme koja je tom kvantifikacijom
zatvorena. No, otvorena forma nema vrijednost istinitosti. Sto je, dakle, njena "vrijednost"? Ideja je sljedeca:
otvorena forma ima vrijednost istinitosti ako njezine slobodne varijable smatramo imenima, koja imenuju objekte
iz U, tj. ako odredimo koju vrijednost istinitosti otvorena forma ima za svako moguée pridruZenje objekata iz U
njenim slobodnim varijablama. Dakle, "vrijednost" otvorene forme s n slobodnih varijabli je skup n-torki objekata
o kojima je ona istinita i koji zovemo ekstenzijom te forme.

No, nasa metoda treba objasniti kako se ekstenzije sloZzenih formi dobijaju iz ekstenzija njenih komponenata, Sto
nije sasvim jednostavno. Promotrimo jedan primjer.
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Pretpostavimo da u strukturi U dvomjesna predikatska konstanta P ima vrijednost |P| = {(m, n)}. (Drugim rije¢ima,
u cijelom univerzumu U samo su objekti m i n u relaciji P.) To znaci da je {(m, n)} ekstenzija otvorenih formi Pxy,
Pyx, Pyz, Pyx, .... Koncentrirajmo se na otvorene forme Pxy i Pyx. Budu¢i da one imaju istu ekstenziju slijedi, na
primjer, da njihova konjunkcija ne moze biti odredena samo s ekstenzijama konjunkata, jer Pxy A Pxy oCito nema istu
ekstenziju kao i Pxy A Pyx (prva je {(m, n)}, dok je druga prazna; za m # n). Naime, kada objekte iz U pridruzujemo
varijablama moramo to¢no pratiti koji je objekt pridruzen kojoj varijabli. Taj postupak zovemo valuacijom varijabli.
Na primjer, valuacija koja varijabli x pridruZuje objekt m, a varijabli y objekt n, i koju krace zapisujemo (x, y/m, n),
ispunjava (tj. ¢ini istinitom) formu Pxy, ali ne i formu Pyx. S druge strane, relacija (x, y/n, m) ispunjava Pyx, ali ne
i Pxy. Konjunkciju Pxy i Pyx ocito ne ispunjava nijedna valuacija (ako je m # n), §to i o¢ekujemo.

Dakle, proizvoljne forme (otvorene ili zatvorene) imaju vrijednost istinitosti u nekoj strukturi tek uz neku valuaciju
njihovih slobodnih varijabli. Zato ¢emo istinitost forme definirati u nekoj valuaciji v na nekoj strukturi U = (U, | |).
Takav par strukture i valuacije na njoj zovemo modelom i ozna¢avamo

M= (Usv) = (U, 1;v).

Valuacija (x,y,.../m,n,...) je funkcija koja varijablama x,y, ... pridruZuje objekte m,n,... iz U. Ona moZe biti
totalna, tj. definirana na svim varijablama, ili parcijalna, tj. definirana na nekim varijablama. Naravno, da bi otvorena
forma imala vrijednost istinitosti, u nekoj valuaciji v na nekoj strukturi U, v mora biti definirana na svim slobodnim
varijablama te forme.

Analogno prvoj metodi uvodimo pojam (x/m)-varijante valuacije v koju oznaCavamo s v;,. To je valuacija koja
varijabli x pridruzuje vrijednost m, a svim ostalim varijablama one iste vrijednosti koje im pridruzuje v. (Ako model
(U, v) oznacimo s M, onda ¢emo model (U, v;,) oznaciti s M,). OCito je sada da je forma VxF(x), odnosno IxF(x),
istinita na strukturi U, ako je F(x) istinita u svakoj (odnosno nekoj) (x/m)-varijanti valuacije v na strukturi U.

Za sljedecu definiciju, koja saZima nasu drugu metodu, pogodno je pojam valuacije v na strukturi (U, | |) proSiriti
tako da ona bude definirana i na individualnim konstantama, ali uvijek tako da je v(a) = |a| za svaku individualnu
konstantu a.

ISTINITOST FORME U MODELU | STRUKTURI

Istinitost forme F' u modelu M = (U;v) = ((U,| |);v), u kojem je interpretacija | | definirana na svim kons-
tantama forme F', a valuacija v na svim njenim slobodnim varijablama, oznacavamo sa M [ F i definiramo
induktivno sljede¢im pravilima:

(i) ME P?akko [P)| =T,
ME P't;...t, akko (v(t1),...,v(t,)) € |P"|,zan > 0,
(gdje su t; termi, tj. individualne konstante ili varijable);

(i) ME —-F akko ME F,tj: —U = F,
MEFAGakko ME F AMEG,
MEFVGakko ME FVv MEG,
MEF > Gakko MEF - MEG;

(i) M [ YxF akko ¥m € U (MX | F),
M E 3xF akko Im € U (M, k= F).

Semanticke vrijednosti konstanti i varijabli koje su u M zadane s | | i v, a gornjim pravilima proSirene i na
semanticke vrijednosti formi, uniformno ¢emo oznacavati eksponentom M (dakle |a|yq = aM, |P| M = PM,
v(x) = xM a M= F znadi FM = T.

| 89


http://www.fsb.hr/matematika/sikic_logika

“sikic_logika” — 2009/9/3 — 22:30 — page 90 — #94

SEMANTIKA KVANTIFIKACIJSKIH FORMI

Forma F je istinita u strukturi U, oznakom U E F (ili F U = T), akko (U;v) = F za svaku valuaciju v na U.

Ako je F istinita u modelu (U;v), tj. (U;v) E F, jos se kaze i: "(U;v) je model za (ili od) F". To se Cesto
zapisuje i ovako: U = F[v]ikaZe: "Valuacija v zadovoljava F u strukturi U".

Ako jev = (xj,.../xj,m;,...,m;) onda se U | F[v] Cesto zapisuje kao U | F[m;,...,m|].
Ako je X skup formi, onda U E X (ili M E X) zna¢ida U E F (ili M E F) vrijedi za sve F iz X.

Primijetimo da se znak = u logici koristi dvojako. Za generaliziranu implikaciju i za istinitost u modelu (ili strukturi).
To neée dovesti do zabune jer se u prvom slucaju s obje strane od |= nalaze forme, dok je u drugom zapisu lijevo
uvijek model (ili struktura), a samo desno su forme.

Kao i prije, induktivna pravila (i) - (iii), u zadanom modelu M, na jednoznacan nacin pridruZuju vrijednost istinitosti
T ili L svakoj formi Cije su konstante u M intepretirane sa | | i ¢ije su slobodne varijable u M valuirane s v.

Takoder je ocCito da vrijednost od F u M ovisi samo o vrijednostima koje M pridaje konstantama i slobodnim
varijablama u F. Dakle, ako modeli M i N konstantama i slobodnim varijablama od F pridaju iste vrijednosti, onda
ti modeli i formi F pridaju istu vrijednost, tj. onda je FM = FN.

Primjetimo nadalje da je struktura U specijalni slu¢aj modela M = (U;v) u kojem valuacija v nije definirana ni na
jednoj varijabli. Zato su vrijednosti istinitosti zatvorenih formi, koje nemaju slobodnih varijabli, dobro definirane u
strukturama. U tom specijalnom slucaju o€ito je da su definicije istinitosti zatvorene forme u nasem "zatvorenom"
i "otvorenom" pristupu ekvivalentne, tj. "otvoreni" je pristup proSirenje "zatvorenoga" na otvorene forme. S druge
strane, za svaku otvorenu formu F' sa slobodnim varijablama x;, ..., x; oCito vrijedi (sjetimo se da U | F znaci da
(U;v) E F zasvev)

U'ZF (= UIZVX,'...VX]'F,

gdje je Yx; ... Vx;F zatvorena forma (koju zovemo generalizacijom od F' i krace je oznacavamo s ¥ F). Drugim rije-
¢ima, definicija istinitosti forme F u strukturi U zapravo je ista u oba pristupa, ako otvorenu formu F identificiramo
s njenom generalizacijom YV F. To i inace ¢inimo u matematici, npr. algebarski aksiomi

X+y=y+x, xX<yAy<z—ox<zg itd.
zapravo su pokrate za
VaVy (x+y=y+x), VaVyWz(x < yAy<z— x<z) itd.

(Cak je i gornja ekvivalencija zapravo pokrata za VIUVF(U £ F < U E YF).) Naravno, to nije uvijek tako. Kada
rjesavamo jednadzbu x> — 4x + 4 = 0 ne smatramo je pokratom za Yx(x> — 4x + 4 = 0), nego trazimo valuaciju od
x koja ée zadovoljiti tu jednadzbu (u ovom slucaju v = (x/2) ili krace x = 2). 1z konteksta uvijek mora biti jasno
mislimo li na istinitost u strukturi (tj. generaliziramo li) ili mislimo na istinitost u modelu, tj. u strukturi uz neku
valuaciju varijabli.

OM-HACK Sada se konacno mozemo vratiti i ekstenzijama (nasim traZenim "vrijednostima") otvorenih formi.
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EKSTENZIJA OTVORENE FORME U STRUKTURI.
DEFINABILNOST RELACIJE U STRUKTURI.

Ekstenzija otvorene forme F, s n slobodnih varijabli x1, ..., x,, u strukturi U je n-mjesna relacija:

FU .= {(my,....my) € U" : U E Flmy,...,myl}

Obrnuto, za n-mjesnu relaciju R € U" kazemo da je definabilna u strukturi U ako postoji kvantifikacijska forma
F s n slobodnih varijabli x1, ..., x,, za koju vrijedi:

FYU =R

Za tu formu F kaZemo da definira R u U.

Na primjer, moZe se pokazati da binarnu relaciju < u operacijskoj strukturi (N, +) definira forma dz(z+x = y). Dakle,
relacija < je definabilna u strukturi (N, +). S druge strane, moZe se pokazati da svojstvo "biti kvadrat" (tj. ¢lan skupa
{1,4,9,16,...} nije definabilno u (N, +). To su teme kojima se bavi teorija modela i sada se njima neemo baviti.
Zeljeli smo samo pokazati kako se pojam ekstenzije otvorene forme, od kojeg smo krenuli u naSem drugom pristupu,
moZze precizno definirati.
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