7. RACUN BESKONACNIH
POLINOMA

Taylorova formula i Taylorov red
Beskonaéno zbrajanje

Testovi konvergencije

Redovi potencija

Kompleksne funkcije i Eulerova formula
Hiperbolicke funkcije

Beskonaéno mnozenje
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7.1 TAYLOROVA FORMULA I TAYLOROV RED

Bavedi se racunom trigonometrijskih, eksponencijalnih i logaritamskih funkcija ustanovili smo da se one
mogu prikazati kao beskona¢ni polinomi:

. X xX x X x xtoxt X
sinX=X-——+——-——+——.., cosX=l-—+——-—+——_,
35 79 24 6 8
2 3 4 2 3 4 5
X X x> x x' X
e =l+X+—+—+—+.., Inl+X)=X——+—-——+—-...
20 31 4 200 3 4 5!

To nam je omogucilo da vrijednosti tih funkcija racunamo kao vrijednosti polinoma, dakle koriste¢i se samo
osnovnim racunskim operacijama +, —, + i:. Naime, vrijednost beskonacnog polinoma mozemo po volji
to¢no aproksimirati odabirom njegovog dovoljno velikog kona¢nog komada. Polinomski prikaz funkcije
koristan je i u mnogim drugim situacijama. Na primjer, antiderivacije mnogih jednostavnih funkcija ne mogu
se izraziti pomocu funkcija s kojima smo se do sada upoznali. Dobro poznati primjeri takvih jednostavnih
funkcija s “problemati¢énim” antiderivacijama, jesu

sin X 2 .
e X i W1-k%sin’*x

X
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za K < 1. Ako ih aproksimiramo polinomima mozemo o&ekivati da ¢e i njihove antiderivacije biti
aproksimirane (lako izracunljivim) antiderivacijama polinoma.

Zato ¢emo u ovom odjeljku izvesti Taylorovu formulu koja objasnjava kako funkciju mozemo aproksimirati
polinomom, i koja pokazuje da se prikazi trigonometrijskih, eksponencijalnih i logaritamskih funkcija
beskonacnim polinomima samo posebni slucajevi jednog mnogo opcenitijeg nacela.
Pri izvodu Taylorove formule koristit ¢emo se osnovnom metodom, racuna:

Zelimo li na¢i nepoznatu funkciju G(X), &ija je vrijednost G(a)=0 poznata, nadimo njezinu

derivaciju G'(X) i integrirajmo je od a do x:

G(x) = JX'G’(x)dx

(Naime, iz osnovnog teorema ra¢una, G(X)-G(a)= jG'(X)dX , 1 G(@)=0 slijedi

a

G(x)= TG'(X)dX)

Osim toga koristit ¢emo se i poopéenim teoremom srednje vrijednosti za integrale:

TEOREM SREDNJE VRIJEDNOSTI ZA INTEGRALE

Ako su fi g neprekinute funkcije na [a, b] i ako g ne mijenja predznak na [&, b] onda je

b b
j f (x)g(x)dx = f(c) j g(x)dx, zaneki cE€[a, b).

Dokaz je jednostavan. Neprekinuta funkcija f postize na zatvorenom intervalu [a, b] najmanju vrijednost m
i najvecu vrijednost M (tom smo se evidentnom ¢injenicom ve¢ koristili). Dakle za svaki X€[a,b]

m=f(x)=M
odakle slijedi
mg(x)=f (X)g(x)=Mg(x)
ako je g(x)=0 na [a, b], ili
mg(X)=f (X)g(x)=Mg(x)

ako je g(X)=<0 na [a, b]. U prvom slucaju je
b b b
mj g(x)dxsj f (X)g(X)dx < M j g(x)dx,
dok je u drugom

b b b
mj g(x)dx > j f (X)g(X)dx > M j g(x)dx.
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b
Nakon dijeljenja s J.g(x)dx, koji je pozitivan u prvom, a negativan u drugom slucaju, nalazimo da je

a

b
jf(x)g(x)dx
m<d _— <M

b
Ig(x)dx

b

u oba slucaja. Buduci da funkcija f, kao neprekinuta funkcija na [a, b], prima sve vrijednosti izmedu
najmanje vrijednosti mi najvece vrijednosti M, onda ona za neki CE[a, b] prima i srednju vrijednost iz
gornje nejednakosti, tj.

b
_[ f (X)g(x)dx

b

_[g(x)dx

= f(c).

Jednostavnim mnozenjem slijedi na$ teorem
b b
f f(X)g(x)dx = f(c)j g(x)dx.
a a

Nakon ovih predradnji evo i izvoda Taylorove formule. Pretpostavimo da nas zanima vrijednost funkcija
f (a), dok su nam poznate vrijednosti od f i svih njenih derivacija u X. Aproksimiramo li f (a) sa f (X) ¢inimo
gresku G;(X) koja ovisi 0 X
(D f@=f(x) +Gi(X.
Ocito je Gy(a)=0. Deriviranjem jednakosti (1) lako ra¢unamo derivaciju G';(X):
0=f'(x)+G"1(x), G'1(x)=—f'(x),

pa nepoznatu gresku G;(X) mozemo naci primjenom osnovne metode racuna:
X
G,(X)=— j f/(x)dx.
a
1z teorema srednje vrijednosti slijedi
X
G, (0 =—f'(&)]dx=f'(&)a-x),
a

za neki &€ izmedu a i X, $to nakon uvrStavanja u (1) daje prvu procjenu
(M) f@=fx)+f'E)@-x.

Uvrstimo li u (T;) poznatu vrijednost f '(X) na mjesto nepoznate vrijednosti f '(§) ¢inimo gresku Gy(X)

2) f@=f)+f'(X)(a—x)+ GyX).
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Naravno G,(a)=0. Deriviranjem lako nalazimo G'x(X):
0=Ff'0)—=f')+F"X)(@a=x)+ G (X)), GL,(X)=—f""(X)(a—Xx),
pa integracijom nalazimo
G,(X)=— j f"(x)(a— X)dx
a
1z teorema srednje vrijednosti slijedi

(a- @

G,(0=-f"(¢) j (a—x)dx= f"(£)=——

za neki & izmedu ai X, $to nakon uvrstavanja u (2) daje drugu procjenu

(a- X)

(T2) f(@)=f0)+ '@ X+ (&) ——
Uvrstimo li u (T,) poznatu vrijednost f '’ (X) na mjesto nepoznate vrijednosti f ''(§) ¢inimo gresku Gs(X)

(a-x)’

3) f(a=f(x)+ f'(xX)@a-x)+ f"(x) +G;(X).

Ponavljajuéi prethodni postupak nalazimo

(a- X)

0=Ff'X)-f'(X)+ f"(x)(a-x) - f"(x)(a-x)+ f"(X)——+ G;(X),
6, (9=-1" 002 6,00 - jf"()a @0’
Gy (9 =- f”(é)j @ gy @0
Uvrstavanjem u (3) dobivamo trecu procjenu
iy (B X) " (a X)
(T3) f@=f()+ f'()@-x)+ f"(x)———=—+1"(0)
Ponavljanjem ovog postupka n puta nalazimo
(To) f(@)=f(x)+ f'()@=X)+..+ f(”‘”(x)% &) 8 X)

gdje je & neka vrijednost izmedu @i X. Zamjenom a sa X i X sa Xy dolazimo do uobi¢ajenog zapisa Taylorove
formule:

(n=1)
PR

VN
1) (X=%)

(X=%) +

f/l
F0= )+ T (6= %) + 2
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gdje je

G, = f@(x %)",

a & je neka vrijednost izmedu X, i X. Uo¢imo da je funkcija f (X) prikazana kao zbroj tzv. Taylorovog
polinoma funkcije f stupnja manjeg ili jednakog n—1

(”*”(xo)
(n—1)!

(Xo)

T (0= FO6)+ F/(X)(X= X)) + ——5(X=%9)? + e b ———22(X = X,)™

i ostatka Gy, koji predstavlja gresku koju ¢inimo aproksimirajuci funkciju f (X) njenim Taylorovim
polinomom T,_(X). U posebnom slué¢aju Xy=0 Taylorov polinom funkcije f ima oblik

_ ' f"(0) - O
T,.,X)=f0)+ f'(0)x+ o X 4.+ () — X

i katkada se naziva Maclaurinovim polinomom funkcije f. Njegov ostatak Gy, koji mjeri gresku
aproksimiranja funkcije f njenim Maclaurinovim polinomom, ima oblik

(n)
LG
n!

gdje je & je neka vrijednost izmedu 0 i X.

TAYLOROVA FORMULA

Pretpostavimo da je funkcija f po volji mnogo puta derivabilna na intervalu koji ukljucuje X i X. Taylorov
polinom funkcije f stupnja manjeg ili jednakog n, oko tocke Xy, jest polinom

(Xo) (”)(xo)

T, 00 = F (%) + F/(X)(X=X) + —25(X= X)) + oo F ——22(X = X,)".

(Taylorov polinom oko 0 je

A O
n!

T.(¥) = f(0)+ f'(0)x+ ;(0) 24,

i katkada se zove Maclaurinovim polinomom.)

Taylorov polinom Ty(X) aproksimira funkciju f (X) uz gresku Gy, 1(X):

f (n+1)(§)
(n+1)!

)n+l

f)=TiX¥) +Gnr1(X), Gy(X) = (X=%

gdje je & neki broj izmedu X, i X.

£ ) e
(n+1)!

(Ako je polinom Maclaurinov, onda je G,,,(X) = , za & izmedu 0 i X.)
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PRIMJER 1.

Kako glasi Taylorova formula za funkcije sin X i cos X oko 0?

RjesSenje:
f(X)= sinXx f(0)=0
f'(X)= cosx f'0)=1 fV(X) = sin x fM0)=0
f''(X)= —sinX f7(0)=0 fY(X) = cos X fY0)=1
f''(X)=—cosx f"'(0)=—1 fV(X) = —sinx f0)=0 itd

Buduéi daje f"(x)= f(x) vrijednosti se cikli¢ki ponavljaju, pa Taylorova formula glasi

305 2m-1
X X X
sinX=X——+——..+)""=———+G X
15 =D am-1)! pmi1 (X)
gdje je
Sil’lf 2m+1 . :
G X)=+——Xx""",za& izmedu 01 X.
2m+1( ) (2m+1)' g
|X|2m+l |X12m+1
Uocimo da je |G2m +1(X)| <———1 lim ————=0 (usp. 5.3.) §to znaci da greska aproksimacije

2m+1)! mso (2m+1)!

iS¢ezava ako uzmemo Taylorove polinome sve veceg stupnja (vidi sl.1.). Beskona¢ni Taylorov polinom
funkcije sin X postaje jednak samoj funkciji. Uskoro ¢emo tocnije objasniti smisao ove tvrdnje.

Slika 1
Sliéno bismo nasli da je
2 4 2m
_1_2 -~ _ m
cosx=1 2!+ 2 (=1 (2m)!+sz+2(x),
gdje je
2m+2
X
RO . P
(2m+2)! 2m+2)!
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TAYLOROVA FORMULA | TAYLOROV RED
Dakle i cos X je beskonacni polinom, jer je lim |sz+2(x)| =0.
m—o
PRIMJER 2.
Izra¢unajmo sin(0.1) s to¢nosc¢u na 4 decimale.
Rjesenje:
Vrijednost sin(0.1) aproksimirat ¢emo sa Tom_(0.1) tako da je |sz+1(0~ 1)| <107 Za m=2 bit ¢e

2m+l1 5
(0.1) O.° 1,

G, .. (0.1)|< 107%, jerje —2—<—
(G2 (01 2m+1)! Jerie

2

Dakle, trazena aproksimacija je

3
sin(0.1)=T,(0.1)=0.1 —% ~0.1-0.00016 ~ 0.0998.

PRIMJER 3.

1.
.. sin X L, . .
Izra¢unajmo j—dx s tocnoscu na dvije decimale.
0

RjesSenje:
X ¢
Iz Taylorove formule slijedi sin X=X— 3 +G(x) 1 |G5 (X)| < o5
. 2 4
X
Dakle, Sin X :l—x_+ Gs(%) |G5(X)| gu.
X 3 X | x |75
1 . 370 1
Stoga slijedi J-szdX: X— X +IG5(X)dX=£+IMdX.
o X 3.3 ) X 18 ¢ X
1 1 1 4 s 1
Nadalje jGS(X)dxsI|GS(X)|dxst—dx:X— Ly,
X ox [T s sl 600 2

Sto znaci da je trazena priblizna vrijednost TS

PRIMJER 4.

cosX—1
2

Izra¢unajmo lim
x—0 X
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RjesSenje:
XZ
Prema Taylorovoj formuli cosX=1- B +G,(X),
X G,
— T 4
odakle slijedi cosx-1__ 2 7 _ 1,609
X X 2 X
Budui da je [G,(x)|<|X" slijedi da je lim cos¥ -1 _%,
X—> X
PRIMJER 5.

Kako glasi Taylorova formula za funkciju ¢* oko 0?

Rjesenje:
Sve derivacije od ¢ su ¢*, a osim toga je €’ =1, pa Taylorova formula glasi
2 3 n-1

e =1+X+—+—+..+
20 3 (n-1!

+Gh(X)

n

edieje G, (x)=¢f X—' za neki & izmedu 0 i x.
n!

n

Uoc¢imo da Gy(X)=0 za n—> oo, jerje hmx—=0
n—oo n

uzimamo Taylorove polinome sve veéeg stupnja. Beskona¢ni Taylorov polinom funkcije €* postaje
jednak samoj funkciji. Uskoro ¢emo to¢nije objasniti smisao ove tvrdnje.

Sto znaci da greska aproksimacije iS¢ezava ako

PRIMJER 6.

Koliko ¢lanova Taylorove formule trebamo upotrijebiti da bismo izracunali e
od 1072

/195 greskom manjom

RjesSenje:

Buduéidaje ¢'/'’<2, za&izmedu0i 1/10 vrijedi

§(1/10) | , (/10 :%.10_3'

G (_‘ 3!

Dovoljno je upotrijebiti Taylorov polinom 2. stupnja. Dakle, s greskom manjom od 10 >,

1 N 1 1 6631
10 200 6000 6000

e1/10 =1+—
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PRIMJER 7.

0.1
Izra¢unajmo je_xz dx s greskom manjom od 10 °.
0
RjesSenje:
Iz e'=1+u+Gyu), uz u=—x, slijedi

1=+ Gy (—x).

Buduéidaje e’=1, za € izmedu —x i0 vrijedi

252 4
o e (X)X
‘GZ( X)‘—e 155
Dakle,
0.1 3 0.1
je de{x——} +jG( x*)dx = 01+0001+IG( x*)dx.
0 0
Nadalje

0.1 5 0.1 5 O.1X4 X »
.([Gz(—x )d syq(—x )\dxs!7=ﬁo <107,

Sto znadi da je trazena vrijednost integrala 0.1003333 s gre§kom manjom od 10 .

Uvrstavanjem aza Xy 1 a+ X za X u Taylorovu formulu dobivamo oblik kojim se ¢esto koristimo u
primjenama:

_ : f"@) ., f" (@) s
f(a+x)=f(a)+ f'(a)x+ ) X+ +— 1) + G, (X),

X", zanekiizmeduai a+x

n
n!
Cest je zapis u kojem se X piSe umjesto a i AX umjesto X:

" (n-1)
f(x+Ax) = f(X)+ f’(x)Am%Ax2 +...+wa”‘l +G, (AX),

(n-1)!

G, (AX) = f (x:' OAX)

AX"0<6O<I.
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Uoc¢imo lidaiz y=1f(X) slijedi
dy = f'(X)Ax, d*y =d(dy) = (f"(X)AX)Ax = " (X)AX?,
d’y=d(d*y) = (f""(X)AX*)Ax = f""(X)AX,...

dobivamo jo$ jedan oblik Taylorove formule:

Y(X+ AX) = y(x)+dy+ld2y+ld3y+ ...+Ld”‘ly+ G, (AX)
2 31 (n—1)!

ili uz uobicajenu oznaku Ay=y(X+ AX) —y(X)

1 1
Ay=dy+—d’y+—d>y+...+ d"'y+G, (AX
y=dy+o dy+_d'y (_)y()

G, (AX) = i'd”y(x+ OAX),0< O <1.
n!

TAYLOROVA FORMULA
(alternativni oblici)

(1 fx=f@+f'(@x-a)+ f”z(a)(x a)y’ +.. +$(x a)"+G,.,,(X),

)
(n+1)!

(x—a)"', & izmedu aix.

Gn+1 (X)=

" (n)
2 fa+rx)=f(@+ f’(a)x+%x2+...+% X"+ G, (X),

(n+1)
G, (X )—ﬂ " Eizmeduai a+ x.

(n+D)!

A

(3) f(x+Ax) = f(X)+ f'(X)AX+———=AX* ———AX"+G,,,(AX),

ff'( )
2!
f (™D (x+ OAX)

AX™0<O<1.
(n+1)!

Gn+l (AX) =

4) Ay= dy+ld2y+ld3y+...+ld”y+GnH(Ax),
2! 3! n!

1
G, (AX)=——d"y(Xx+OAX),0< O <1.
n+1( ) (n+1)' y( )

PRIMJER 8.

Kako glasi Taylorova formula za funkciju (1 +Xx)* ?
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RjesSenje:
Naci ¢emo alternativni oblik (2) Taylorove formule, uz a=1. Dakle,
fx=x*  f()=1
f'x)= ax' f' ()= «

() _efa-1)

fr'X)= ala—1)x<2
X)= ala—-1) ) 12

"1 ala-1)(a-2)
3 1.2:3

") = al@—1)( a—2)x"?

M) _a(@-1)--(a-n+)

M) (yy = - —(n— -n
f P®= al@-1..Ca=@O-1)x - 1-2-n

F0 &) _at@—1-(@—n)

(n+1)! 1-2---(n+1) &

Dakle,

a(a-1) 2 +a(a—1)(a—2) & +a(a—1)---(a—n+1) 0

1+ X)* =1+ax+
1-2-3 1-2---n

+ Gn+1 (X)a

_ a(a—l)---(a—n) a-n-1,,n+l
Gn+l(x)_ 12(n+1) ‘/: X

b

za & izmedu 11 14 X MozZe se dokazati da je 1imG,(X)=0 pod uvjetom daje |X| <1 (usp.7.4. primjer
n—o

2.), $to znaci da Taylorovi polinomi sve veceg stupnja sve bolje aproksimiraju (14 x)* akoje |x| <1.
Beskonacni Taylorov polinom funkcije (14 X)“ postaje jednak samoj funkciji, ako je |x| <1.

Za koeficijente razvoja funkcije (1 +X)* postoji posebna notacija:

a(a—l)---(a—k+1)=

a (&t « h K)
, (Cita se: “a povr .
1-2---k Kk P

Dakle,
a Xl [X).3
1+ X =1+ax+ 5 X"+ 3 X +..,za | x| <1.
To je slavna Newtonova binomna formula. Primijetimo da je formula za sumu geometrijskog reda

1 +X+X+X +....., posebni slu¢aj Newtonove binomne formule za a = — 1:

A+X) " "'=1=X+X =X+, tj. 1=X)""'=1+X+X+X +... .
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Za pozitivne cjelobrojne o dobivamo dobro poznate elementarne razvoje:
(1+X)7=14+2x+X,
(1+x°=1+3x+3+Xx,

(1+X) = 14+4x+ 6 +4x + X', itd.

a
Za cjelobrojne pozitivne a razvoj je konacan, jer za svaki kK>« vrijedi (k] =0. Na primjer,

3 _3-2-1-0_0
4) 1.2.3-4
. . [n
Opc¢enito, uz konvenciju {()J =1,

(1+x)" = Zn:[mxk

k=0

Odavde lako izvodimo i op¢u formulu za (pozitivnu cjelobrojnu ) potenciju binoma:

o [ (o0 Sl

Na primjer,

5 5 5 5 5 5
(a+b)’ =( ]aSbO J{ ]a“b1 +[ Ja3b2 +( jazb3 +[ Jalb4 +( Ja‘)b5 =
0 1 2 3 4 5

=a’ +5a'b+10a’b’ +10a’b® + 5ab* +b°.
PRIMJER 9.

Izracunajmo /1.2 na dvije decimale.
Rjesenje:

Koristit ¢emo se binomnim razvojem od (1 +X)* uz Xx=0.2 1 a= 5

NI2=(1+02)" =1+ %o.z +G,(0.2)=1.1+G,(0.2).

a(a-1)

a-2.,2
X,
1-2 d

Ocjenu to¢nosti dobijamo procjenom greske G,(0,2). No G,(X) =

1
i 1+x paza a=5 i Xx=0.2 imamo
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< %(0.2)2 = l10*2,

L L e g0y
|Gz(0.2)|—‘2 > (2 1)5 (0.2) 5

jerje £7%2=1/&"?<1,za 1< E<1.2. Dakle, +/12 = 1.1 s to¢no$éu na dvije decimale.
PRIMJER 10.

Izracunajmo /26 na Cetiri decimale.
RjesSenje:
Da bismo mogli primijeniti Taylorovu formulu krenimo od jednakosti

172
26=25+1=25 1+L , V26 =5 1+L .
25 25

Iz Taylorove binomne formule slijedi
172 2
1+L =1+li+ll l_l i +G3 L =ﬂ+e3 L ,
25 225 2 21\2 25 25) 5400 25
NER IR
25) 31212 |2

1

3 3
L P IR R N R T
25) “6222\25) 16

Dakle,
1\"? 5507 5507
26=51+—| =522L45G,~——
25 5400 1080
uz gresku [5G;| s%-w“ <107,

PRIMJER 11.

/2
Koriste¢i se Newtonovom binomnom formulom izra¢unajmo I V1-k?sin? xdx, uz K<1.

0
Rjesenje:

Uvrdtavanjem U= — K’sin ’x u Newtonovu binomnu formulu

(1+u)"? :1+%U—1U2 +...

nalazimo da je

1—k?sin? le—%kzsin2 X—lk4sin4x+..u
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Suma s desne strane konvergira korijenu s lijeve strane ako je |u| = |K’sinx| <1, §to je ispunjeno
za svaki X, jer je K < 1.

Pretpostavimo li da tada i integral sume konvergira prema integralu korijena, naci ¢emo da je

/2 /2 /2 | 7r/2l
I VJ1—k?sin? xdx = J'ldx— I —k?sin? xdx — j —k*sin® xdx— ...
0 0 0 2 0 8

7 _lpem 1437

"2 20 4 8 16

Kako se racunaju zadnja dva integrala u prethodnom primjeru naucit ¢emo uskoro. Vazno je naglasiti da se ti
integrali mogu lako izradunati, jer su antiderivacije funkcija sin *x, sin *x,... elementarne funkcije (§to éemo
vidjeti u sljedeéem poglavlju), dok antiderivacija korijena +/1—k*sin” X nije izraziva pomoéu elementarnih
funkcija (koje smo dosad upoznali), nego se mora racunati na ovaj ili neki sli¢an nac¢in. Za nas je rac¢un vrlo
vazna bila i pretpostavka da iz konvergencije zbroja beskonacno mnogo funkcija prema danoj funkciji,
slijedi i konvergencija zbroja beskona¢no mnogo njihovih integrala prema integralu dane funkcije.
Ispitivanje valjanosti te i sli¢nih pretpostavki zahtijeva detaljnije istraZivanje problema konvergencije suma s
beskonac¢no mnogo pribrojnika, kojim ¢emo se pozabaviti u sljede¢em odjeljku.

PRIMJER 12.

Kako glasi Taylorova formula za In(1 + X)?
Rjesenje:
Taylorovu formulu na¢i ¢emo u obliku

n (n+1)
Fa+x) = F(@)+ F(@x+ o+ DX 4G (%), Gy (X) = &)y
n! (n+1)!

2

zaneki £izmedu xia+Xx, uz f(X)=Inx i a=1.

f(X)=Inx f(1)=0
fr(x)=x" f'()=1
oy g2 frm_ 1
f'X)=(—1)x TR
e — (— _ -3 f”,(l_)zl
£ =(=1D(=2)x 13

fOX)=(=1)..(—n+1)x " o _ =™
n! n

f (n+1) (6) _ (_l)ng—n—l

(n+1)! n+1

350 |



TAYLOROVA FORMULA | TAYLOROV RED

Dakle,

23 n 3D
I+ =x-"C+ X ey e (0, G (0= T gyt
273 n 1

e . . . . e 1 .
zaneki & izmedu 11 1+X Akoje x=0 ondaje =1, tj. &' :§n+l <1, paje

n+1

|Gn+1 (X)| <

X
n+1

Ako je osim toga X<1 (dakle 0=<x<1 )ondaje limG,, (X)=0, Sto znacida Taylorovi polinomi
n—oo

sve veéeg stupnja sve bolje aproksimiraju In(1 +x), za 0=x< 1. MozZe se pokazati (usp. 7.4. primjer
2.)dato vrijediiza —1<X< 0. Dakle, beskonacni Taylorov polinom funkcije In(1 +X) postaje
jednak samoj funkciji, ako je |x| <1 ili x=1. Za x=1 dobivamo poznati Leibnitzov razvoj od
In2:

m2=1-24l- Lyl
2 3 45

PRIMJER 13.

. . In(1+Xx)
Izra¢unajmo lim——=.
x>0 sin X

RjesSenje:
Prema Taylorovoj formuli
In(1 + X) =X+ Gy(X), sin X=X+ H;(X).
(Napisali smo H; umjesto G; jer moramo razlikovati gresku za In(1 +X) od greske za sin X.)
Nadalje,
Gy <e | i [Hi(|<elX]

za neke konstante C; i C,, te X dovoljno blizu 0. Dakle,

In(l+X)  x+G,(X) _1+G,(x)/x
sinx  X+H;(0) 1+ H(x)/x

Zbog gornjih procjena hmM =0 i llmﬂ =0 odakle slijedi llme—+)O =1.
Xx—0 X x—0 X x—=0 SN X
23y
Razvoj funkcije In(1 +X) u beskonac¢ni polinom X-— B + 3 +... mogli smo dobiti i integracijom

sume geometrijskog reda (usp. 6.3.)
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L:1—x+x2—x3+x4—...

1+ X

X 2 3 4 5
1n(1+x)=_|.£=x—X—+X——X—+X——....

01+x 2 3 4 5

Naravno, opet se postavlja pitanje smijemo li beskona¢nu sumu integrirati ¢lan po ¢lan. U ovom smo slucaju
(i to vrlo jednostavno) dobili toan rezultat. Zbog jednostavnosti i efikasnosti takvih racuna valjalo bi
detaljnije ispitati njihovu opravdanost, Sto ¢emo uciniti u sljedecem odjeljku.

Slicnom integracijom mozemo i funkciju arctg X razviti u beskonacni polinom. Naime, iz poznate sume
geometrijskog reda

1

S=1-xX+x =Xt X -, x| <1,
I+x
integracijom slijedi
X X x X
arctgX = J. SEX——t+t———t+——...
1+x° 35 7 9

Primjenom Taylorove formule dobili bismo isti rezultat teze, ali uz dodatnu ocjenu da on vrijedi za |X|<1.
Uo¢imo da geometrijski red (tj. Taylorov beskonac¢ni polinom za 1/1 +x°) konvergira za |x| <1, dok
Taylorov beskonaéni polinom za arctg X konvergira za |X| <1. Za x=1 dobivamo poznatu Eulerovu
formulu za 7/4:

T 1 1 1 1
—=arctgl=1-——4+—-——=+——...
4 35 79

Mnogobrojnim primjerima ilustrirali smo primjenu Taylorove formule na pojedine funkcije. Svaku od tih

funkcija f (X) uspjeli smo prikazati kao sumu jednog kona¢nog polinoma (tzv. Taylorovog polinoma te
funkcije)

T.(0)=f(@+ f'@x-a)+..+—=D (n)(a)

(x-a)"
i ostatka G, (X). Ako Gp,(X) teZi 0 kad ntezi u beskonaénost onda je funkcija f (X) to bolje
aproksimirana §to vie ¢lanova Taylorova razvoja od f (X) uzimamo u obzir. To zapisujemo na sljedeci na¢in:

f H(a)

f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a)+ ——=(x—a)* +..

gdje tri tockice znace da dodajemo sve vise i viSe ¢lanova Taylorova razvoja, bez kraja i konca. Beskonacéni
polinom s desne strane zovemo Taylorovim redom funkcije f oko a, dok ga u slu¢aju a=0 zovemo
Maclaurinovim redom.
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TAYLOROYV RED

Ako je funkcija f beskonaéno puta diferencijabilna u nekom intervalu koji sadrzi a onda

= f(W(a) f"(a)
> N

(x—a)" = f(a)+ f'(a)(x—a)+ ——=(x—a)’ +..

n=0
zovemo Taylorovim redom od f oko a. Kada je a=0 red ima jednostavniji oblik

= £ ™M) ,
Z—)

= f(0)+ f'(0)x+—= 0 x> +.
n! 2!

n=0

i zovemo ga Maclaurinovim redom funkcije f.

U prethodnim smo primjerima dokazali da su mnoge elementarne funkcije jednake sumi svojeg Taylorovog
reda, jer im odgovarajuci ostaci teze nuli. Za njih kazemo da se mogu razviti u Taylorov red.

RAZVOJI NEKIH VAZNIH FUNKCIJA U TAYLOROV RED
Geometrijski: IL =1+ X+ X+ X+ X + X 4. = ZX”, X| <1.
—X -
a o a o 2 (o
Binomni: A+ =1+| x| P+ X+ L= X [N < 1
1) (2 3 4 <\ n
3 5 7 9 l n 2n+1
Sinus: sinx=x—x— X——X—+X . Z( D x )
3 s o 2n+1)!
2 4 6 8 10 0 2n
Kosinus: cosX=1—X—+X——X—+X——X—Jr...=Z:(—1)n X , XeR
204 6 & 10 rary (2n)!
2 3 4 5 6 0 n
Eksponencijalna: e* =1+X+X—+X—+X—+X—+X—...= ZX—, Xe R
203 4 s 6 &l
2 3 4 5 6 © n
x> x x* x X X
Logaritam: In(l+X)=x—-—+—-2 42 2 4 =Y (D)™, —1<x<I1.
( ) 2 3 4 51 6 nz_:;( ) n

Primijetimo da funkcija f moZe biti definirana i beskona¢no puta diferencijabilna na R, a da njezin razvoj ne

vrijedi na cijelom R (usp. geometrijski i binomni razvoj). Na primjer, funkcija f(X)= " ! >

beskonac¢no puta deiferencijabilna za svaki XER, iako njen razvoj oko x=0

=1-x+x*=x* +..

1+ x?
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vrijedi samo za |x| < 1. Naravno Taylorova formula omoguc¢ava nam da > razvijemo oko neke druge

1+ X
tocke, npr. oko Xx=1, i tako dobijemo (drugi) razvoj koji vrijedi i za druge vrijednosti X:

1 1
f(x)= f)=>
* 1+ %2 () 2
—2X 1
') =——=5 ===
(X) (1+X2)2 @ 2
=2 o _t
(1+x%)° 28 4
() =———=— 24+ 24x o
a+x? 3,
1 1 1 1 2 3
=———(X=-D+=(X=D"+0-(Xx=1)" +...
1+x> 2 2( ) 4( ) b

Moze se pokazati da ovaj razvoj vrijedi za 1— V2 <x<1+442.

Instruktivan je i primjer funkcije

-1/x?

e ax=0

g =1" °
0zax=0,

Ciji graf tijesno prilijeze uz os X u ishodistu (vidi sl.2.).

r=g(x)

Slika 2.

Ta je funkcija beskonac¢no puta diferencijabilna, ali su sve njene derivacije u X=0 jednake nuli. Dakle,

suma njenog Maclaurinovog reda ZO- X" jednaka je nuli (za svaki X), a ne samoj funkciji g(X). Ona se
n=0

dakle ne moze razviti u Taylorov red oko 0 (moZze se razviti oko svake druge tocke). Postoje i beskona¢no

diferencijabilne funkcije f (X) ¢iji Taylorovi redovi, oko neke tocke, ne samo da ne konverigiraju prema f (X)

oko te tocke, nego uopce ne konvergiraju prema nikakvoj vrijednosti oko te tocke.
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Sve su to slucajevi u kojima ostatak iz Taylorove formule ne tezi k nuli. Funkcije ¢iji ostatak (oko neke
tocke) tezi k nuli i koje se stoga mogu razviti u Taylorov red (oko te tocke) zovemo analitickim funkcijama
(u toj tocki). One se u okolini tocke u kojoj se analiticki mogu prikazati u obliku beskona¢nog polinoma.

Dakle, sin X, €*, In X, itd., analiti¢ke su funkcije (u svakoj tocki u kojoj su definirane).

1-x

7.2 BESKONACNO ZBRAJANJE

Zbrajanje beskonacno mnogo pribrojnika pokazalo se, u prethodnom odjeljku izuzetno efikasnim postupkom
za rjeSavanje mnogih problema. Zato ga sada detaljnije istrazujemo.

Sto uopée znadi zbrojiti beskona¢no mnogo pribrojnika? Sjetimo se jednostavnog osnovnoskolskog primjera:

% =0.3=0.3333...

Beskonacni decimalni razvoj 0.3 nije drugo do zbroj od beskona¢no mnogo pribrojnika:

0.3=03333= 2t 4o > 4
10°10° 107 10

Oniznosi — jer se djelomicni konacni zbrojevi

0.3=i
10
PP
10 10
S N
10 10 10

passim ey 3,3
10 10° 10° 10

to vise priblizavaju 3 Sto vise pribrojnika uzmemo u obzir.

Naravno, moguce je zamisliti beskona¢no mnogo pribrojnika, npr. 1+ 1+ 1 +... ¢ije djelomi¢ne sume ne
teze ka konac¢noj vrijednosti, pa nema smisla govoriti o zbroju takvih beskona¢no mnogo pribrojnika. Zato
zbroj beskona¢no mnogo pribrojnika definiramo na sljede¢i nacin.

SUMA REDA

Beskona¢nim redom zovemo beskonacni niz brojeva koje treba zbrojiti:

atat+ta+..= Za,
i=1
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n 0
Broj S, = Za,- =4, +...+a, zovemo N-tom djelomi¢nom sumom reda 281- .
i=1 i=1

Ako niz djelomi¢nih suma S, S, S, ..., konvergira prema S za n-> o, onda kazemo da red Zai
i=1
konvergira, i da mu je suma S To zapisujemo ovako

Zazs

=1

o0
Ako red Z a ne konvergira, onda kazemo da on divergira i u tom slucaju red nema sume.
i1

Vazno je ne brkati niz i red. Niz je, naprosto, beskonacna lista brojeva (“odvojenih zarezima”):
aq, &y, A3, Ay, As, Ag, A7, ... .
Red je beskonaéna lista brojeva—pribrojnika koje treba zbrojiti ( pa su zato “odvojeni plusovima“)
Qqtaytastastastast+a+... .

Naravno, ¢lanovi beskonac¢nog reda i sami tvore niz, ali uistinu znacajan niz povezan s redom
a, +a +a; +... jest niz njegovi djelomi¢nih suma

S=a, S=a+a, S=atata, S=at+at+agta+..,

jer taj niz determinira sumu reda. Razliku izmedu @ —ova i §,—ova moZemo ilustrirati tako da o &y, &,
;... mislimo kao o nizu “pomaka” na brojevnom pravcu (pocevsi od 0). Tada je §, polozaj dosegnut nakon
npomaka, §=a; +...+a, (vidislL3.).

a

Ly

S S 0 S S
Slika 3.

Uocite da je “pomak” @ jednak razlici “dosegnutih polozaja” a=§ —§_,;. Ako red ima sumu, onda
postoji limS inaravno limS§ =1lim§_,, odakle slijedi
i >0 i— i—w

limg =1lim(§ -§ )=lim§ -lim§ , =0,
i—o 1= 1= 1=

$to znaci da ¢lanovi reda nuzno teze prema 0, ako red ima sumu.
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NUZNI UVJET KONVERGENCIJE REDA

Uvjet lima =0 nuzan je uvjet konvergencije reda Zai , tj ako Zai konvergira onda je lima, =0.
I—0

o =l i=1
Akoje lima #0 onda Zai divergira.
|—0

i=1

Uvjet lima; =0 nije dovoljan uvjet konvergencije. Uz taj uvjet red Z a moze konvergirati i divergirati.
I—0 i1
Da bi se to odlucilo potrebna je daljnja analiza reda.

PRIMJER 1.

Izra¢unajmo prvih pet djelomi¢nih suma sljedecih redova i procijenimo da li oni konvergiraju.

(a) l+l+l+l+i+... (b) 1—l+l—l+l—... (c) 1-1+1-1+1-...
2 4 8 16 2 3 4 5
RjesSenje:

1 3 1 1 7
a =L, S =l+-==,S=1l+-+—=—,
@ 3 > 2 2 > 2 4 4

1 1 1 1 1 1 1 1 31

S =l+-+—+4+-=—,S=1l+—+—+—+—=—.

2 4 8 8 2 4 8 16 16

Cini se djelomi¢ne sume §, teZe prema 2, $to bi znacilo da je suma ovog reda 2. Uocimo li da je rije¢ o

. 1 . . . 1
geometrijskom redu 1+X +X +...uz X= 5,1ako nalazimo da je suma reda uistinu Tl/Z)zz

1 1 1 1 5
b =1, =1——=—’ =1——+—=—,
b S=LS 2= 3 S > T37%

1 1 1 7 1 1 1 1 8

S,=l-—+4+-——=—,S=l—-—4+-———+-=—.

2 3 4 12 2 3 4 5 5

Promatrajuci prvih pet djelomi¢nih suma §, nije lako re¢i kuda one teze. Koriste¢i se Taylorovom
formulom u prethodnom smo odjeljku pokazali da djelomi¢ne sume S, u ovom slucaju teze prema In 2.

© S=1,5=0,5=1,5=0,S=1.
Djelomi¢ne sume ocito ne konvergiraju pa ovaj red nema sume. On divergira.

PRIMJER 2.

Konvergiraju li redovi

[ — 1 I 1 1
a —=—+—+—+—+.., b _—=1+—+—+—+...,
@ Y- 6) Xi=l+g+3+y
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= 1 3 4 5
C Infl+-|=In2+In—+In—+In—+...
© g‘ ( ij 2 3 4

Rjesenje:

(a) Red ne konvergira jer je _lim_l—1 =1+0, tj, nuzni uvjet nije zadovoljen.
1> | 4

(b) Nuzni uvjet konvergencije je zadovoljen lim_1 =0. Daljnom analizom

1= |

1 1 1 1
Fot—t+—+—+ +...
3 4I I5 6 7 8 9 16I I17 32I

uvidamo da je S,, > n-%, paje lim S, =oo, tj.red divergira (iako je nuzni uvjet zadovoljen).
n—o

(c¢) Nuzni uvjet konvergencije opet je zadovoljen, lim ln(l + l) = ln(lim(l + l) =Inl1=0.
Nn—oo n

n—o0 n

Izracunajmo djelomi¢ne sume reda:
2 3 n n+1

S, = anln(lJrlJ = anln(ﬂj =lnh—+In—+In—+In——=

N2 SO I £ DO
n

1 2 n-1

lim S, = lim(n+1) =00, paiovajred divergira (iako je zadovoljen nuzni uvjet konvergencije).
n—oo n—oo

PRIMJER 3.
Elementarnim sredstvima (usp. 4.1.) izvedimo formulu za sumu geometrijskog reda
iaxi —a+ax+ax’ +..
i=0
RjesSenje:
Oduzimanjem sljede¢ih jednakosti
S=a+ax+ax+..+ax""
xS =ax+axd +... +ax" + ax”
nalazimo

1-x") a X

S(-x=al-x),5-20") g 2 _

1-x 1-x 1-x
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Za |x| <1, limx" =0, pa djelomi¢ne sume S, u tom slucaju konvergiraju prema .
n—o —X

To znaci da suma geometrijskog reda, za |X| <1, iznosi

o0

i 2 a
E aX =at+aX+aX +...=—.
= 1-X

(U prethodnom odjeljku istu smo formulu izveli neelementarno, upotrebom Taylorove formule.)

PRIMJER 4.

Pretpostavimo da lopta ispustena na tlo pri svakom odbijanju gubi pola svoje energije. Visina koju
postiZe u svakom skoku proporcionalna je njenoj brzini. To znaci da je proporcionalna korijenu

odgovarajuce energije, zbog E = Em\/2 . Koliko ¢e ukupni put lopta prijeéi ako je ispustimo s visine

od 1 m?
Rjesenje:

U svakom skoku lopta postize ﬁ visine prethodnoga skoka. Stoga ukupni put §to ga prijede iznosi

1+2%+2[%J2 +...=1+§2{%}(%)i =1+1_ 1 =3+242=5.828m

Budu¢i da je suma beskona¢nog reda jednaka limesu njegovih djelomi¢nih suma, najjednostavnija pravila za
racunanje sume reda neposredno slijede iz odgovarajuéih pravila za racunanje limesa (usp. 1.2.).

Akoje Y a=A t. limA =A a > b =B, ti limB =B, ondaje

i=1 i=1

i=1

n n
i . +h)=1li + =i +B)=1 + li =A+
lim > (@ £b) ;gg[;a_ZnJ lim(A, £ B,)= lim A, + li B, = A+ B.

0

Dakle, i(a iQ)zZai iib. Sli¢no dokazujemo da je icai =Ciai.
i1 = i=1

i=l1 i=1

ZBRAJANJE REDOVA I MNOZENJE REDA KONSTANTOM

Ako redovi ia,— i ih imaju sume, onda i red i(ai tb) imasumui ia,- iib,zi(a,— tb).
= =

i=1 i=1 i=1 i=1

Dakle, konvergentni redovi mogu se zbrajati i oduzimati ¢lan po ¢lan.
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Ako red 281 ima sumu, a C je bilo koja konstanta, onda i red Z:ca1 ima sumu i cZ:a1 ZCa1

i=l i=1 i=1

Dakle, konvergentni red mnozi se konstantom tako da se svaki njegov ¢lan pomnozi s tom konstantom.

PRIMJER 5.

Izra¢unajmo sumu reda i%

i=0

RjesSenje:

m2y+32' a i 1Y a 1 17

2= | 43| =| |=2 +3——=—
L Z[ @* @J Z() ZU 1_1 12
2 3
PRIMJER 6.
o0 o0 1

Izracunajmo sume redova z

2 G 2

Rjesenje:

Oznacimo prvu sumu s

adrugus

i 1+l+
(2|+1)' Ty

Uoc¢imo da je

S=A+B= (1+1)+(1 1j+(l+lj+...,
21 3 41 5

R=A—B=(1—1)+(l—lJ+(l—lJ
20 31) L4 s

tedasu Si R vrijednosti Taylorovog reda funkcije € za x=+1.
Dakle, A+B = e, A—B=¢ ', odakle slijedi
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Konvergencija zadanih redova slijedi iz konvergencije redova S i1 R, jerje

<3| RN | 1
.Zo:_): (S+R) i ;m_E(S+R)'

Pravilo za zbrajanje redova implicira da se kona¢no mnogo ¢lanova reda moze promijeniti, dakle i odstraniti
o0

(promijeniti u 0), bez utjecaja na konvergenciju reda. Naime, konacno mnogo ¢lanova reda Za,- moZze se
i=1

promijeniti pribrajanjem kona¢nog reda kojem su svi ¢lanovi, osim odgovarajuc¢ih kona¢no mnogo jednaki

nuli. Takav konacni red sigurno konvergira pa ¢e promjenjeni red, koji je zbroj reda

Za,- 1 kona¢nog reda, konvergirati samo u slu¢aju da i red Za,- konvergira.
i=1 i=1

PRIMJER 7.

1
Pokazimo dajered 1+2+3+ 3 + 7 + 3—3+. .. konvergentan i izraCunajmo njegovu sumu.

RjesSenje:

Ako odstranimo prva tri ¢lana zadanog reda ostaje nam geometrijski red, koji je konvergentan, pa je i
zadani red konvergentan. Osim toga

1424+3=6 1 —+—=+—+..=——7F=

pa je suma zadanog reda 6.5. Op¢i zakljucak, koji se poziva na pravilo zbrajanja, u ovom posebnom
slucaju, izgledao bi ovako:

1+2+3+%+3i2+3i3+...=(1+2+3+O+0+O+...)+

+(0+0+0+l+%+%+...)=6+l=6.5.
3 373 2

Kada zbrajamo beskona¢no mnogo pribrojnika, &, + & + a; +..., ¢inimo to tako da ih zbrajamo jedan po
jedan. Naime, S=1imS§,, a S =a;, S=S+a&, $=5 +a;,.... Kada zbrajamo kona¢no mnogo

n>oo
pribrojnika, npr. a; +a, + a; + a4 + as + 8, mozemo to Ciniti na isti nacin, pribrajajuci pribrojnike jedan po
jedan, ali mozemo i tako da pribrojnike prethodno grupiramo, npr. (a; + &) + a; + (a4 + as + &). Rezultat je
u kona¢nom slucaju isti. Smijemo li pribrojnike slobodno grupirati i kada zbrajamo beskona¢no mnogo
pribrojnika? Da li je rezultat i u tom slucaju isti? Da, ako suma postoji. Naime, zbrajati beskona¢no mnogo
pribrojnika uz njihovo prethodno grupiranje znaci preskociti neke djelomi¢ne sume. Ako pak djelomi¢ne
sume konvergiraju prema sumi Sonda one konvergiraju prema Si ako neke presko¢imo.

Na primjer, ako u beskona¢nom zbroju a, +a, + a; + a4 + as + & + & +... pribrojnike grupiramo ovako
at(@t+azta)t+as+(@+ay)+..,

to znaci da ra¢unamo djelomicne sume
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Sl=ah 31=Sl+(a2+a3+a4)a &=&+a57 S7=&+(a6+ a7)9 seey
tj. preskatemo S, S, S, ... .

Noako S.,S,S$,5.S$.5.S, ...-Sondai S, S, S, ...—»S
PRIMJER 8.

Izracunajmo sumu reda

1
a) —+—+ + + + + ... by 1-1+1-14+1-1... .
(@) 3.3 3 3.32 3.32 3.3 3.3 ®)

2 1 2 1 2
3.

. x "
esenje:
L

(a) Grupiranjem pribrojnika lako nalazimo

(1 2}(1 2}(1 2) 1[1 2} 1(1 2} 1(1 2}
—t+— |+ + + + ==t |t ot |t o [+ =
3-3 3.3 3.32 3.32 3.3% 3.3} 303 3) 32\3 3) 333 3

1 1 1 11
=—t—=+—=+.=——F=
3 32 33 3

Naravno, rac¢un vrijedi pod pretpostavkom da pocetni red ima sumu. Kada to ne bi bilo tako,
mogli bismo do¢i do pogresnog rezultata, na $to nas upozorava slucaj (b).

(b) Grupiranjem pribrojnika nalazimo
I-1+1-1+1-1.=0-DH)+(0-D)+(1-1D+..=0+0+0+...=0.
Ali drugacijim grupiranjem pribrojnika nalazimo
I-1+1-1+1-1.=14+(-1+D)+(-1+1)+...=1+0+0+...=1.

U ¢emu je problem? U tome Stored 1 —1+1—1+... nema sume. Njegove djelomi¢ne sume
S=1, §=0, =1, S =0, ... ne konvergiraju. Prvim grupiranjem preskocili smo parne
djelomi¢ne sume S,=0, pa su ostale samo neparne, koje su 1. Drugim grupiranjem presko¢ili
smo neparne sume Sy, =1, pa su ostale samo parne sume, koje su 0.

Prethodni nam je primjer pokazao da divergentni red mozemo grupiranjem pribrojnika (katkada) pretvoriti u
konvergentni. Zato prije grupiranja ¢lanova nekog reda u svrhu izratunavanja njegove sume moramo biti
sigurni da red ima sumu, tj. da konvergira. Drugim rijeCima, ispitivanje konvergencije reda Cesto je zadatak
koji mora prethoditi nalaZzenju njegove sume.

Niz S, S, S, ... sigurno konvergira ako je rastuci i odozgo omeden brojem M:
5=<5=<§=<..=M

Ako brojevi §, rastu, ali nikada preko fiksne mede M, onda ne mogu drugo do konvergirati. To je temeljno
svojstvo realnih brojeva. Naprimjer, rastu¢i omedeni niz
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0.3<0.33<0.333<...<0.4

konvergira (prema 0.3 = 3 ) ibas iz tog temeljnog svojstva rastu¢ih omedenih nizova slijedi da beskonacni

decimalni razvoji konvergiraju. (Upravo zato oni i mogu predstavljati realne brojeve.)

TEMELJNO SVOJSTVO RASTUCIH NIZOVA
Akoje S, S, S, ... rastuci niz omeden odozgo,
SI<S<SH<..<m,

onda postoji lims,. (Isto vrijedi i za padajuce nizove omedene odozdo.)
n—oo

Ako su ¢lanovi reda Za,- pozitivni (a=0) onda njegove djelomi¢ne sume S, ¢ine rastuéi niz, koji
i=1

konvergira ako je niz omeden, ili je lim S, = ako niz nije omeden. U oba sluc¢aja nista se (na granici) ne

n—oo
mijenja ako preskocimo neke djelomic¢ne sume. To znaci da pribrojnike smijemo slobodno grupirati ako
zbrajamo red s pozitivnim ¢lanovima. Ako konvergira i dalje ¢e konvergirati prema istoj vrijednosti (Sta
znamo od prije), a ako divergira i dalje ¢e divergirati. (Uocite da problemati¢ni red u primjeru 8(b) ima
negativne clanove. Postupak u 8(a) sada je opravdan, jer red u 8(a) ima samo pozitivne ¢lanove).

GRUPIRANJE PRIBROJNIKA
(asocijativnost beskona¢nog zbrajanja)

Ako red konvergira onda red koji dobijemo slobodnim grupiranjem njegovih ¢lanova konvergira prema
istoj sumi.

Ako red divergira moguce je da grupiranjem njegovih ¢lanova dobijemo konvergentni red. To znaci da
rezultat dobiven grupiranjem moze biti neto¢an.

Ako red ima pozitivne ¢lanove slucaj 2. ne moze nastupiti. To znaci da za redove a pozitivnim ¢lanovima
dobivamo to¢nu (konac¢nu ili beskona¢nu) sumu bez obzira kako grupirali njihove ¢lanove.

Osim grupiranjem pribrojnika kona¢ne se sume Cesto izracunavaju i njihovim premjestanjem, npr.
atat+tastayu=au+a+a +as.

Smijemo li pribrojnike premjestati ¢ak i onda kada ih ima beskona¢no mnogo? Razmotrimo dobro nam
poznati red

11 11
=== ——t——..,
23 45

¢ijajesuma S=1im S, =In2. On sadrzi pozitivne ¢lanove s neparnim nazivnikom
n—o

111
D L,— == .
M 357
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i negativne Clanove s parnim nazivnikom, koje ¢emo podijeliti u dvije skupine. One kojima nazivnik nije
djeljiv sa 4

1 1 1 1
2 __7__7__7__7"'9
) 2 6 10 14

i one kojima je nazivnik djeljiv sa 4

I 1 1 1
3) —— =,
) 4 8 127 16

Premjestanjem pribrojnika pocetnog reda, tako da redom uzmemo prve elemente niza (1), (2) i (3), potom
njihove druge elemente, potom trece itd. dobivamo red s istim ali ispremjestanim pribrojnicima

+ +
2 4 3 6 8 5 10 12

Sumu pocetnog reda oznacili smo sa § a njegove djelomi¢ne sume sa §,, dok ¢emo sumu ispremjesanog reda
oznaciti s T, a njegove djelomicne sume s Ty. Djelomi¢na suma T3, sadrzi kao pribrojnike po prvih n
elemenata nizova (1), (2) i (3). Dakle,

1 1 1 1 1 1 1 1
T, = 1+=+..+ | =+—=+.— +—+..+ =
( 3 2n—1j (2 6 2(2n—-DJ (4 8 2-2 j
1 1 11 1 1
= 1+—+...+ —-— e ——|=t—+..+—
3 2n-1) 2 2n 1) 2 2 4 2
1 1 1 If1 1 1
=—|{14+=4...+ ——| ==+ |=
2( 3 2n—1j 2(2 4 ZnJ

=l@—l+l—l+m+ ! —JJ lgw

2 2 3 4 2n-1 2n) 2
Slijedi da je
IimT,, ==1limS,, =S
—>00 n—o0
Budu¢i da je
1 1 1
T =hpt—— 1 T,=T,+ - ,
S o+ ez (2n+1 2(2n+1)}
slijedi da je

n—oo

Premjestanjem pribrojnika u pocetnom redu dobili smo red kojem je suma upola manja od pocetne. Dakle,
premjestanje pribrojnika utje¢e na sumu beskonacnog reda.

Ograni¢imo se opet na redove s pozitivnim ¢lanovima. Neka su

5=<5=<S§=..
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0
djelomi¢ne sume reda s pozitivnim ¢lanovima, Za,- , 1neka su
i=1

T] STzSTg,S...

djelomicne sume reda s istim ali ispremjeStanim pribrojnicima. Prvih n pribrojnika, koji ¢ine S,, sigurno ¢e se
za neki dovoljno veliki m, pojaviti u Ty, Dakle, §<T,, odakle slijedi da je suma pocetnog reda S(bila ona
konacna ili ) manja ili jednaki sumi ispremijeSanog reda T (bila ona konac¢na ili ) S<T. No, uzmemo li
ispremijeSani red za pocetni, onda pocetni postaje ispremjesSani, pa na isti nacin slijedi T<S Dakle S=T.

PREMJESTANJE PRIBROJNIKA
(komutativnost beskona¢nog zbrajanja)

Premjestanje pribrojnika moze utjecati na sumu beskona¢nog reda (ako on sadrzi ¢lanove razliCitih
predznaka).

Ako red ima samo pozitivne ¢lanove premjestanje pribrojnika ne utjece na njegovu sumu, (Posebno, ako je
ona oo ostat ¢e ©.)

2

Red Z a, zovemo apsolutno konvergentnim ako je red njegovih apsolutnih vrijednosti Z:|al
i=1 i=1
1 1
konvergentan. Red 1-— 5 + 3 Z+ konvergira prema sumi In 2, ali ipak nije apsolutno konvergentan, jer

: : o . 1 1 1 : : -
red njegovih apsolutnih vrijednosti, 1+5 +§ + Z+ , divergira (usp. 2(b) primjer). Takve redove zovemo

uvjetno konvergentnima.

Neka je Zai apsolutno konvergentni red. Razdvojimo li njegove pozitivne ¢lanove od njegovih
i1

negativnih ¢lanova:

8" = la| akoje a >0 a = la| akoje a <0
0 akoje @& =<0, 0 akoje a =0,

onda vidimo da je
23=23"-23 .
i=1 i

i=1 i=1

Na primjer, ako suuredu a,+a& +a;+a,+as+ a5 +... ¢lanovi a;, &, a4, ... pozitivni, a clanovi &, as, 8,
... negativni, onda isti red moZemo zapisati i ovako

lai] + & ] = |as| + |au] = |as] = |a] +... .
Taj red je razlika redova:
la;| + |a| +0+ |ay| +0+0+... i 04+0+ |as| +0+ |as| + |as| +...
koji nisu drugo do redovi

att+tat+tasttaTtasT T+ 1 oty tay ey t+as +ag T+ .
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Budu¢i da je Z|a1| konvergira onda ocito konvergiraju i redovi z a’ i z & . Prema pravilu za
i=1 i=1 i=1

oduzimanje konvergentnih redova slijedi da konvergira i njihova razlika Z a, . Dakle, apsolutno
i=1
konvergentni red konvergira.

PRIMJER 9.

Konvergira li red
1 2 1 2 1 2

10 10° 10° 10* 10° 10°
Rjesenje:
Ispitajmo konvergira li zadani red apsolutno, tj. konvergira li red njegovih apsolutnih vrijednosti,

1 2 1 2 1 2

_+_ -
10 10> 10° 10* 10° 10°

Djelomic¢ne sume tog reda
S5=0.1, $=0.12, §=0.121, §=0.1212, $=0.12121, =0.121212, ...

rastu i omedene su (npr. s 0.2), $to znaci da konvergiraju. (Dapace, znamo da konvergiraju prema
0.12=12/99.) Dakle, zadani red konvergira apsolutno. Odavde slijedi da red konvergira.

Grupiranje i premjestanje pribrojnika u apsolutno konvergentom redu ne mijenja njegovu sumu. Naime,
grupiranje je ne mijenja ako je red konvergentan, dakle pogotovo je ne mijenja ako je apsolutno

konvergentan. Sto se ti¢e premjestanja, dovoljno je primjetiti da premjestanje pribrojnika u redu Z a
i=1
odreduje odgovarajuce premjestanje u Z a’ i Z a . To suredovi s pozitivnim ¢lanovima (koji
i=1 i=1

konvergiraju ako je Z a apsolutno konvergentan), pa im premjestanje pribrojnika ne mijenja sume. No
i1
onda se premjestanjem ne mijenja ni razlika tih suma, tj. premjestanjem se ne mijenja suma poc¢etnog reda.

APSOLUTNO KONVERGENTNI REDOVI SU ASOCIJATIVNI I KOMUTATIVNI

Red Za,- je apsolutno konvergentan ako je red 2|31| konvergentan. Red koji je konvergentan, ali nije
i=1 i=1
apsolutno konvergentan zovemo uvjetno konvergentnim.

Svaki apsolutno konvergentan red konvergira.

Grupiranje i premjesStanje pribrojnika u apsolutno konvergentnom redu ne utje¢e na njegovu sumu, tj.
zabrajanje apsolutno konvergentnih redova je asocijativno i komunitativno.

PRIMJER 10.
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Uvjetno konvergentni red nuzno ima ¢lanova razli¢itih predznaka. Dokazimo da uzeti odvojeno,
njegovi pozitivni ¢lanovi divergiraju prema co, a negativni prema — oo,

. =
esenje:
L]

Iz definicije od & i &~ slijedi:

Sa=>a'-Ta Sial-3a+Sa

i=1 i=1 =1 i=1 i=1 i=1

Tri su mogucénosti:
(i) red pozitivnih ¢lanova Z a"’ ired negativnih ¢lanova Z a, oba konvergiraju,
(i) jedan od njih divergira prema o, dok drugi konvergira i

(ii1) oba reda divergiraju prema .

U prvom sluc¢aju bi red Z|a , kao zbroj konvergentnih redova, takoder konvergirao, $to bi znacilo

i=1

da Za,- konvergira apsolutno. Dakle, taj slucaj otpada. U drugom slucaju bi red Za1- divergirao
i=1 i=1

prema

+ oo, kao razlika reda koji divergira prema = oo ireda koji konvergira. Dakle i taj slucaj otpada.

Preostaje samo tre¢a moguénost, Sto smo i trebali dokazati.

Beskonacno zbrajanje sada je sasvim jasno. Apsolutno konvergentni red ima kona¢nu sumu zato $to njegovi
pribrojnici dovoljno brzo teze k nuli. Uvjetno konvergentni red ima kona¢nu sumu zato $to se njegovi
pozitivni i negativni pribrojnici medusobno kompenziraju. Zbrojeni odvojeno oni svaki za sebe teze u
beskonacnost (odakle, uz malo razmisljanja, slijedi da se pribrojnici uvjetno konvergentnog reda mogu
poredati na takav nacin da teze prema bilo kojoj unaprijed zadanoj vrijednosti, i to je razlog zbog kojeg smo
red 1-1/2—1/3— ... uspjeli isprimjestati tako da mu se suma prepolovila).

Ako red s pribrojnicima razlicitih predznaka ima posebno jednostavan, tzv. alternirajuci oblik, lako je
ustanoviti njegovu konvergenciju.

ALTERNIRAJUCI RED

Red Za,- zovemo alteniraju¢im ako njegovi ¢lanovi uzastopno mijenjaju predznake, dok njihove
i=1
apsolutne vrijednosti padaju prema 0. Dakle, ako je:
(l) a.1>0, a.2<0, a.3>0, ceey

() |a|z|alz=]as] ... i

(i) lima =0.
|—0
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Alterniraju¢i red konvergira.
Greska koju ¢inimo aproksimirajuéi njegovu sumu Ss djelomi¢cnom sumom

IS—Sn|=ia—Za

<|a,.,| nije veca od |an.].

Predstavimo li ¢lanove alterniraju¢eg reda Zai kao pomake (vidi sl.4.),
i1

Slika 4.
lako ¢emo zakljuciti, prema temeljnom svojstvu rastu¢ih omedenih nizova, da postoji lim'S,,, jer je
N—o0
$=5=<§=...<§,. Sli¢no zaklju€ujemo da postoji limS,,,,,, jerje §=5=5=...2S,. Budu¢i da je
n—o

lim(S,,,,, - S,, )= lima,,,,, =0, slijedi da postoji S=1imS,, t;. alternirajuéi red konvergira prema sumi S
n—o n—o nN—o0

Ocito je da svaki pomak an. prelazi s jedne strane od Sna drugu, $to znaci da je
1S— S| < |-

PRIMJER 11.

Ispitajmo konvergenciju redova

2 (=1 1 1 1 1 = (=)™
(a) Zl(|2) :—1—2+2—2—3—2+4—2—..., (b) Z( ) =

. x "
esenje:
L

2 (=1) 1 1 1 1
a =+t —=—-——=+—-
() ; i2 12 22 32 42

je alternirajuci red, jer mu predznaci ¢lanova alterniraju, a sami ¢lanovi padaju prema 0. Dakle,
on konvergira. (Uskoro ¢emo vidjeti da taj red i apsolutno konvergira.)

(G S U B |
I A et

takoder je alternirajuci red, pa i on konvergira. (Uskoro ¢emo vidjeti da taj red ne konvergira
apsolutno Sto znaci da konvergira uvjetno.)
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(c) Clanovi reda %—

Razmotrimo na kraju mnozenje beskona¢nih redova. Dvije kona¢ne sume, npr. a+b+c i d+e+f,
mnozimo tako da mnozimo “svaki sa svakim”, tj distributivno. Sve moguce produkte pribrojnika

1

2

1

2

1

2 3 3 4 4

BESKONACNO ZBRAJANJE

alterniraju svojim predznacima i teze k nuli, ali im apsolutne vrijednosti ne opadaju monotono.

Naime,

Dakle red po naSoj definiciji nije alternirajuci. Dapace on ne konvergira, jer odgovaraju¢im

grupiranjem dobivamo divergentan red:

it

(2__
2 2

1

3

ot

1 1

1

+o+—+...

(Ako red konvergira onda svako grupiranje daje njegovu sumu.)

predstavljamo sljede¢om kvadratnom shemom.

Redoslijed zbrajanja svih mogucih produkata nije bitan jer je (kona¢no) zbrajanje komutativno.

Mnozimo li dvije beskona¢ne sume Zai i Zlq , svaki sa svakim tj. distributivno, pitanje je kako

i=1

d e f

a ad ae af

b bd be af

c cd ce af
Slika 5.

(a+b+c)(d+e+f )=ad+ae+af + bd+be+ bf + cd+ ce+ cf =

=ad+bd+cd+ae+be+ce+af+bf+cf=... .

i=1

poredati sve moguce produkte. Znamo da suma beskonacnog reda moze ovisiti o poretku pribrojnika. Svi

moguci produkti i jedan njihov moguci poredak predstavljeni su kvadratni shemama na sl. 6.1 7.

b b, bs b,

a | ab | ab, | ab; | abs

a | ab | ab, | ab; | aby

a | asby | ashy | asb; | ashs

| ab | aby | ab; | aby
Slika 6.

>

{ 2 ) Y-O

oo oo

¢ o000

oo 00

Slika 7.
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Ako redovi i|a1| i i|b|| konvergiraju onda i red svih moguéih produkata Zw:|a1| ‘bj‘, u poretku
i=1 i=1 B i B ) ij=1
prikazanom na sl.7. takoder konvergira. Naime, ako je A, = Z|a,| 1 B, = Z|b|| onda je
i=1 i=1

P_nz = i|a1 ||b, | = (Zn]a, |}[Zn:|h |J = A,B, ., paizkonvergencije djelomi¢nih suma A, i En slijedi
ij=l i=1 i=l

konvergencija djelomi¢nih suma P_nz Buduc¢i da je niz P_nz rastu¢i onda je 1imFn = limP_nz. Dakle, iz
n—o0

N—o0
apsolutne konvergencije redova Zai i Zh slijedi apsolutna konvergencija reda z ab; , dobivenog
i=1 i=1 i.j=l1
mnozenjem “svakoga sa svakim”.

No sumu apsolutno konvergentnog reda mozemo izracunati slobodnim redanjem i grupiranjem njegovih

¢lanova, Poredamo li sve moguce produkte ¢lanova od Za,» i z b u poretku prikazanom na sl.7. i

i1 =1
grupiramo li zajedno one koji su na sl.7. povezani punom linijom, onda za djelomi¢nu sumu tako dobivenog
reda vrijedi

Akoje > & =A, t. limA =A i Y b =B, t. limB =B, ondaje limP,=limA B, =A-B, g.

i=1 i=1

iaibjzA-B.

i,j=l

MNOZENJE REDOVA

Ako su redovi iaﬁ i iq apsolutno konvergentni onda je apsolutno konvergentan i red i:aibj ,
koji zovemo umlli)ékom t'; dvaju redova, a ¢iji su ¢lanovi svi moguéi produkti oblika ab; . (Iall;Jo:liz zapisa
iai b; nije vidljivo kojim redom treba zbrajati pribrojnike oblika abj to nije vazno, jer apsolutno
l:cj):rivergentni red daje istu sumu u svakom redoslijedu.) Osim toga

Seo-(5152)

tj. suma umnos§ka dvaju apsolutno konvergentnih redova jednaka je umnosku njihovih suma.

PRIMJER 12.

Izracunajmo sumu reda

I 1 1 1 1
I+—+—+—+—+—+
2.3 22 23 3

L+L+;+L+L+ ! + ! + ! +—
2% 22.3 2.32 33 2% 3.3 22.37 2.3% 34

+....
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RjesSenje:
Radi se o produktu dvaju geometrijskih redova

1+l+i+i+ i 1+l+i —
2 22 2 3.3 3

$to ¢emo lako uociti obratimo li paznju na dijagonale kvadratne sheme, koja prikazuje taj produkt:

+—+...,

| oy
3 32 3 34
1 1 1 1
S I T A i
1 1 1 1 1
2l 2 | 23|23 |23
1 1 1 1
22| 27 | 2232232
1 1 1
2| 27 273
1 1
2 | 2t
.1 1 3
Dakle, suma zadanog reda je — 1 1= 2 E =3
1—5 1_3

7.3 TESTOVI KONVERGENCIJE

U ovom odjeljku prikazat ¢emo osnovne testove za utvrdivanje konvergencije redova.

S jednim takvim testom ve¢ smo se upoznali u prethodnom odjeljku: kada utvrdimo da je red alternirajuci
mozemo biti sigurni da konvergira.

0

Sljedeci test temelji se na o€iglednoj vezi reda Z f(i) 1inepravog integrala J. f(x)dx.

i=l 1

INTEGRALNI TEST

Neka je f pozitivna padajuca funkcija definirana za x=1.

Red z f (i) konvergira ako ,i samo ako, nepravi integral J f (X)dx takoder konvergira.
i=1 1
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y=f(x)

\

Slika 1.

Prikazemo li graf funkcije y=f(X) zajedno s njenim najveéim i najmanjim vrijednostima na cjelobrojnim
jedini¢nim intervalima (vidi sl.1.), lako vidimo da je

2
f(z)sj f(x)dx < (1),
1

3
f(3)sjf(x)dxs f(2),
2

f(n)< Jqf(x)dxg f(n-1),

n-1

odakle zbrajanjem slijedi
f2)+ f3)+...+ f(n)sjl f(dx< f(1)+ f(2)+...+ f(n-1).
Dakle
S, < f(1)+jl f()dx i j f(x)dx<S, .

Ako postoji I f(x)dx= limj f(X)dx onda su djelomi¢ne sume S, omedene odozgo sa f (1) +.[ f(X)dx, pa
n—oo
1 1 1

postojii S=1im S,. Dakle, ako konvergira nepravi integral, konvergira i red.
n—o

n
S druge strane, ako postoji S=1im S, , onda je niz integrala |, =J. f(X)dx omeden odozgo sa S pa
n—o0
1

n )

postoji lim |, = limj f(X)dx= J f (X)dx . Dakle, ako konvergira red, konvergira i nepravi integral.

nN—o n—o0
1 1
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PRIMJER 1.

Ispitajmo konvergenciju reda Zip , za bilo koji p.
= |

Rjesenje:

O . _ 1 iy . . .
Zadani red je oblika Z f(i), gdjeje f(x)= —, pozitivna padajuca funkcija, definirana za X = 1.
= X

0 0

a1

P q_ p-1
1 X 1-px

1
—l,za p>1

1 o ,za p<l.

. T dx .. g . :
Dakle, nepravi integral .[_p postoji za p>1, ane postojiza p<1. To znaci, prema integralnom
X
1

1. .
tekstu, da red Z—p imasumuza p>1, anemajeza p<1. Za p=1
iz |

[ =t =eo.

1

pared Z,— nema sume (§to nam je otprije poznato).
i1

o0

Razlika J.% - Zl (to je povrSina od donjih stupaca do grafa y= f(X)=1/x nasl.1.) ima kona¢nu
|

1 i=2
vrijednost y=0.5 i zove se Eulerova konstanta.

HARMONIJSKI p-REDOVI

Red Zl =1+ % + % +... je harmonijski red. Taj red divergira.
— |

Jedan od nacina da se utvrdi konvergira li red ili ne, jest da ga usporedimo s redom za koji znamo konvergira
li ili ne. (Buduc¢i da nas naj¢es¢e zanima apsolutna konvergencija reda najcesc¢e usporedujemo apsolutne
vrijednosti njegovih ¢lanova.)
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TEST USPOREDIVANJEM

Neka su Zai i Zq redovi, uz b >0 zasvakii.
=

i=l

Ako je C>0 takav broj daje |a|=<Chi, za svakii,iako red ZQ konvergira onda red Za,-
i=1 i=1
apsolutno konvergira (dakle i konvergira).

Ako je ¢>0 takav broj daje aj=cby, za svaki i, i ako red Zq divergira, onda red Zai takoder
i1 i1
divergira.

Naime, ako je Zlq =B iakoje |a|=Ch;, zasvei,onda je

i=1

K=Z|ag|gczn:q <C-B.

i=1 i=1

Niz djelomi¢nih suma K < E <..<C- B rastu¢i je i omeden, pa konvergira. To znaci da Zai apsolutno
i=1
konvergira. Sli¢no dokazujemo i valjanost drugog dijela testa.

PRIMJER 2.

Konvergiraju li redovi

1 1 1 1 1 1
=t —t—+.., b + + +.y

®) Z|(|+1) 1.2 23 34 ®) Z2 o241 2242 2243

2 2 2 2 2

2 3 4 5
c + + + +..
© ,Z:‘|3+| 11 241 341 44 545
RjesSenje:

(a) Usporedba s geometrijskim redom, koji konvergira,

pokazuje nam da zadani red konvergira.
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(b) Usporedba s geometrijskim redom, koji konvergira,

1 1 1 1
+ + = + = +
2+1 2°+2 2°+3 2" +4
< < < <
r . +r . r .1
2 2?2 23 24

pokazuje nam da zadani red konvergira.

(¢) Lakim ra¢unom nalazimo

= =
.1 1
|+i—2 1+i—3

i2 1 1l 1 11
i 2’

t2
|

odakle slijedi da z divergira, jer Zl divergira.
= !

-3 .
| | -1

R .. S| Lo . o

Pokusamo li ispitati konvergenciju reda Zzl— , vidjet ¢emo da jednostavna usporedba s geometrijskim

=l &~

redom Z? , poput one u primjeru 2(b), nije moguca jer je i > % . Ipak, ¢ini se da problem nije
i=1 =1

bitno razli¢it od onog u primjeru 2(b). To pokazuje sljedeca varijanta testa usporedivanjem.

TEST USPOREDIVANJEM
(alternativni oblik)

Neka su Zai i ZQ redovi, uz b >0 zasvakii.

i=1 i=1

Ako je limm <oo 1iako red Zbl konvergira onda red Z a apsolutno konvergira (dakle i

i—o0 o1 i=1

konvergira).

T . S o . S o
Ako je }Lrgh >0 1akored Zh divergira, onda i red Zai divergira.

i=1 i=1

Naime, ako je _1imm =M <o, onda za dovoljno velike i vrijedi E’J< M+1, t. |ai | <(M+1)b, od

| —00

neke vrijednosti i nadalje. Budu¢i da kona¢no mnogo ¢lanova reda (prije te vrijednosti) ne utjece na
konvergenciju, mozemo zakljucivati kao da je |ai | <(M +1)b zasvei.No to znaéi da je ispunjen uvjet

testa usporedivanjem, uz C=M+ 1, pa Za,- apsolutno konvergira. Sli¢no dokazujemo 1 drugi dio.
i=1
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PRIMJER 3.

Konvergiraju li redovi

21 1 1 2 2 2
a . =1+ + +., b =—+—4+—+...
(@) ;2'4 222 2°-3 ®) Z5+| 6 7 8

Rjesenje:

(a) Neka je Zb Z— Tada je

i=1 |1

i i
lima'—hmﬂz—l)zlimz im_ !

isoly v /2 502l —j ise]—i/20 1-0

1
Budu¢i da red 22— konvergira, onda i red Z— konvergira.
|

i=1

(b) Neka je ibl =i_l.Tadaje

i=1 i=1

hma1 =1lim M =1lim i

—=1
I*)OOQ i—o0 1/| iswoj+5

Buduci da red Zl divergira, onda i red ZL divergira.
| =5+

Usporedivanjem mozemo utvrditi i valjanost kvocijentnog testa.

KVOCIJENTNI TEST

Neka su Zai i Zbl redovi, uz b >0 zasvakii.

i=1 i=1

Ako je |(|1+i| < btl;l , za svaki i (ili ako je 11m|?a1+|1| <lim Qbﬂ ), te ako red E b konvergira, onda red
. 1—0 . i—w0
1 1

i=1

Z a, apsolutno konvergira .
i=1

Ako je a‘; > gl , za svaki i (ili ako je hm e > lim qt;l ), te ako red Zb divergira, onda i red
g oD i1

Z a, divergira.

i=1
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Naime, iz
=izl ol el b
a fa| |a,-_l| la| ~
slijedi da je
bb b _[a
|a‘|S|al|b1 : b|_1 - bl b|

Primjenom testa usporedivanjem (uz C= |a;|/b;) utvrdujemo da 281- apsolutno konvergira. Ako je
i=1

+1

Bl b

11m|a”1| < 11m onda je, za dovoljno velike i, |a1| < b

, pa vrijedi isti zakljucak. Slicno dokazujemo
i—w |al| i—w

i drugi dio testa.

PRIMJER 4.
.. . S Ini Inl In2 In3
Ispitajmo konvergenciju reda —_— =ttt —+...
=i 1 2 3
RjesSenje:
> Ini o = 1
Akoje » ag=) —i) b =) -
Ya-3MiSh -3
onda je ai+1=1n(|+1)'/.(|+1)='| ‘ln(l-f.-l)z.l =1/(|1.L1)=h‘
Ini/i i+1  Ini i+1 1/i b

Bududi da red Z divergira, onda i red Z— takoder divergira.

i=1 |1I

Najvazniji je posebni sluc¢aj kvocijentnog testa, u kojem je ZQ geometrijski red s kvocijentom g, tj.
i1

B _ q zasvei.
b
KVOCIJENTNI TEST
(posebni slucaj)

Ako je ||a1+i| <q<l1, zasvakili, ili ako je 11m|?+i| <1, onda red Zai apsolutno konvergira.

8 & i1
Ako je >(Q>1, zasvakili,ili ako je lim—— a’“ , onda red Zai divergira.

al R =
Akoje lim 2. =1 test ne daje odluku.

i—>o0 |a||
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PRIMJER 5.

Primjenom posebnog slucaja kvocijentnog testa ispitajmo konvergenciju redova

i 12 3 4 X X
(a) Z 25 —2 3—3+3—4+... (b) Z ' —1+7+?+

= 2! 22 2 21 111
c o =2+t oot d —=l+—+—+—+
© iZ::‘i“’ 20 310 @ g'ip 2P 3P 4P

Rjesenje:

_(+D/3" i+l 11 .
(a) lim-— /3. =lim———=—<1 Dakle red konvergira.

|—00 | 10 |

|+1 |

(b) / (i+D)! =lim =0<1 Dakle, red konvergira.

I—)oo X/l' |—>oo|+]

(Naravno, iz prethodnog odjeljka znamo da se radi o Taylorovom redu sa sumom ¢e*.)

i+1 /s 10 AN
(c) lim—2 / .(I 1) =lim2| — ! =2>1 Dakle, red divergira.
: g
|—00

i>o 2 /j10 i+1
b .
@ 1/ (1|/+ 1) = _lim(_l—lj =1 Kvocijentni test ne daje odluku.
I~>oo i i\ | +

(Integralni test nam je pokazao da red konvergiraza p>1 idivergiraza p < 1.)

Nas posljednji test slican je posebnom slucaju kvocijentnoga, u tom smislu §to se i on svodi na usporedivanje
s geometrijskim redom:

KORIJENSKI TEST

Ako je '\/m <g<1, zasvakil, ili ako je 1irni\/m <1, onda i a, apsolutno konvergira.
1= i=1

Ako je '\/m >qg>1, zasvakil, ili ako je llm'\/m >1, onda iai divergira.
i—w -

Ako je hmﬁ =1 test ne daje odluku.

1—00

Ako je i,l|a,-| <g<l,ondaje |ai | <q'. Buduéi daje Zqi konvergentni geometrijski red za < 1, slijedi

i=1

da Za, konvergira apsolutno. Ako je 11m1/ <1 onda postoji q<1 takav da za dovoljno velike i

i=1
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vrijedi i/ja| <q<1, pavrijedi isti zakljucak. Sli¢no dokazujemo i drugi dio testa.
PRIMJER 6.
Primjenom korijenskog testa ispitujemo konvergenciju redova:

o) 1 1 1 00 i 32 33 0 1
@ Y —=l+—+—5+.., b) D S5=3+S5+5+.., () Z—p
o | 2 3 o | 2 3 |

i=1
RjesSenje:

(a) limi\/; = lim_l =0<1 Dakle, red konvergira.
|

[ i—o |

(b) lim! 3 = lirni =3>1, jerje (prema L’Hdopitalovom pravilu)

i—w i3 i~>ooi3/i

1n(1imi3/‘ ):nmln(i 3/‘):1im.§1ni “lim>=0, 1. limi¥ =¢’

1—00 i—w i—>o0 | i—>o0 | i—>w

Dakle, red divergira.

[ [

(c) limi /Lp =limi Pi-1, kaoiu prethodnom slucaju (s p=3), pa test ne daje odluku. (Integralni
|

test nam je pokazao da red konvergiraza p>1 idivergiraza p<1.)

7.4 REDOVI POTENCIJA

Redove oblika Zan(x— X)", gdje suas-ovi iX, konstante, a X varijabla, zovemo redovima potencija

n=0

buduci da zbrajamo potencije od (X—Xy). Suma takvog reda je funkcija od X, definirana za one vrijednosti X

za koje red konvergira. Razmotrimo najprije redove potencija u kojima je X, =0, tj. one oblika

o0
D ax"=a,+ax+a,x +a,x +...

n=0
Akoje a=0 za i>n onda red predstavlja polinom

P(X) =a,+aiXx+...+axX",

koji je definiran za svaki XER. S druge strane ustanovili smo da i ostale elementarne funkcije mozemo

prikazati kao sume redova potencija, tj. kao beskonacne polinome. Na primjer,

2 3 X4 XS

e =l Xt — 1+, za Xe R,
o3t 4 s
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SiInX=X——+———+———+..., za XeR,
35 7 9 1

2 g 6 810
cosX=l-—+———+———+ ., za Xe R,

20 4 6 8 10!

1
1—:1+x+x2+x3+x4+x5+x6+..., za X <1,

|
x

In(l+X)=X—""—+——-——+———+.., za Xe(—l,l],
i tako dalje. Zapravo, sve funkcije kojima smo se do sada bavili sume su redova potencija, pa je vrijeme da
se njima pozabavimo sasvim opcenito.

Podrucje konvergencije nekog reda potencija Cesto mozemo odrediti koriste¢i se kvocijentnim ili korijenskim
testom konvergencije.

RADIJUS KONVERGENCIJE
. . |ar|+]| _ g . _ . = n . .
Ako je lim | | =1, ili hm,”l|aﬂ| =1, onda red potencija Zaﬂx apsolutno konvergira za |X| <R i
n—o aﬂ n—o0 =0

divergiraza |x| >R, gdje je R=|— (uz konvenciju %=oo i l=0).
[ee]

o0
R zovemo radijusom konvergencije reda potencije Z ax".
n=0

Dokaz je lagan. Naime, primijenimo kvocijentni test na red potencija Z ax".
n=0

lim ‘a'n+1 X

N—o0 ‘anxn

i Py g,

B n—o0 |aﬂ|

pa red apsolutno konvergira, ako je ||x| <1, odnosno divergira, ako je ||x| > 1. No to zna¢i da apsolutno
konvergira za |X| <R idivergiraza |X| >R Primjenom korijenskog testa nalazimo isti rezultat za

= fim3fl

PRIMJER 1.
Koliki je radijus konvergencije redova

2 X4 2 X3 X4

) Xn X X3 ) Xn X
a —=X+—+—+—+.., b —=X+=+>+—+
® ;n 2 3 4 ®) Enz 27 3 47
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0 n 2 3 © n 2 3 4
(b) ZX—=1+X+X—+X—+..., (d) ZX—:li{g) x2+(i) x3+[iJ X,
= n 21 3 n_l[ 1)” 4 7 10 13
3+—
n
Rjesenje:

(@)

(b)

(©)

(d)

lim Y (n * 1) = lim n__ 1, pa je radijus konvergencije R=1. To znaci da je funkcija
n—w l/n n—o N+ 1

2 3 4

X X
fF(X)=x+—+—+—+...

2 3 4
definirana za svaki |Xx| <1, anije definirana za |x|>1. Za x=1 dobivamo divergentni
harmonijski red, a za X=—1 konvergentni alternirajuci red. Dakle funkcija f (X) definirana je za
xe[—1, 1).

_Y(n+1) n’ o . L y

hm/(—+) =1 =1, pa je radijus konvergencije R=1. To znaci da je funkcija

m—
o 1/n? noen? +2n+1

definirana za |X| <1, anije definiranaza |x|>1. Za x=1 dobivamo apsolutno konvergentni
harmonijski 2-red, a za Xx=— 1 konvergentni alternirajuc¢i red. Dakle, funkcija f (X) definirana je
za XE[—1, 1].

!
lim 1/(n—+1) = lim 1 =0, pa je radijus konvergencije R= . To znaci da je funkcija
n—>co 1/ n n—w N

n 2 3

o X X X
Y =l X+t
n! 20 3

n=l1

definirana za svaki realni X. (Uocite da smo do tog zakljucka dosli ne pozivajuci se na nase
poznavanje funkcije €*.)

n
1
lim? (3 + lj = lim(3 +lj =3, paje radijus konvergencije R= 3 To znaci da je funkcija
n n

nN—oo nN—o0

Y 1 (2Y ., (3Y 5 (4Y .,
D= x| S [ X | X | X,
N 4 \7 10 13

n =
n=l [3+j
n

1
definirana za |X| < % , anije definirana za |X| > % Za X= -3 dobivamo alternirajuci red, pa je

. . . 1 1 . .. .
funkcija definiranaiza X= ~3 Za X= 3 potrebna je daljnja analiza.

| 381



REDOVI POTENCIJA

PRIMJER 2.

Izracunajmo radijus konvergencije redova

@ (+x)f = i[(ﬂx” ) h+x)=Y )" .

n=0 1 N
RjesSenje:
a ala-1)...(a-n)
_\n+1) 1-2-.-(n+1) | Ja-n
S T R poy sy B L
n 1-2-...-n

=N o
Dakle, R=1, tj. Z( jx" konvergiraza |Xx| <1.
n
n=0

1y

x" konvergiraza |x| <1.

n—w l/n

(b) lim YO+D Dakle, R=1, . i
n=1

|2,

a,

konvergencije R Dakle, svaki red potencija Z a,X" definira funkciju unutar svojeg intervala (apsolutne)
n=0
konvergencije ( — R R) ali ne i izvan tog intervala (vidi sl.1.),

Bez obzira postoji li  lim , ili lim 1“/|an| , red potencija Z:aﬂxn uvijek ima svoj radijus
n—oo n—oo n=0

funkcija f definirana je unutar funkcija f nije definiranaizvan
intervala konvergenicie ( — R R) \ intervala konvergenicie (— R R)

———— A —————

-R 0 R

f(x)=>_a,x" imaradijus konvergencije R.
n=0

Slika 1.

Zainteresiranom Citatelju nudimo i dokaz te ¢injenice. Uo¢imo najprije da iz konvergencije reda

Z|an|r " slijedi konvergencija reda Z:|aﬂ|xn , zasvaki |X| <r. To je neposredna posljedica testa
n=0 n=0

usporedivanjem, buduci da je |an||x|" < |an|r” . Oznacimo li s Rnajmanju gornju medu svih r koji imaju

o0
svojstvo da Z|aﬂ|r " konvergira, lako ¢emo se uvjeriti da je ona trazeni radijus konvergencije.
n=0
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Iz pravila za zbrajanje i oduzimanje redova , te za mnozenje reda s konstantom, slijede odgovarajuca pravila
za raunanje s redovima potencija. Buduc¢i da redovi potencija konvergiraju apsolutno (unutar svojeg
radijusa konvergencije) mnozimo ih po nacelu “svaki sa svakim”, uz koji god Zelimo poredak i kakvo god
zelimo grupiranje. Naravno, prirodno je umnoske poredati po rastu¢im potencijama i grupirati ih uz istu
potenciju.

by b;x b,x* by’
ay aghy ab;x ah,X° ahsX’
ax a hex ab, X a;b,x
X ah}d ab, X
ax asbpx’

(@, +ax+a,x> +a,xX’+...)(, +b x+b, x> +b,x*+...) =

=ayb, + (ab, +a,b))x+(a,b, +ab, +a,b,)x* +(a,b, +ab, +a,b, +ab,)x’+... .

Ukratko, redovi potencija zbrajaju se, oduzimaju i mnoze kao i polinomi.

OSNOVNE RACUNSKE OPERACIJE S REDOVIMA POTENCIJA

Neka je f(X)=ZaﬂX"za |x| <R i g(X)=anXn za |X| <S Akoje T=min{R,S} ondaje

n=0 n=0

f(x)+ g(x):i(aﬂ +h)x",za |X|<T,

n=0

cf(x)=i(can)x“, za |X| <R,
n=0

f(X)'g(X)=i(zaibn_lJXn, za |X| <T.

n=0\_i=0

Ako je by#0 ondaje f(X)/g(x)= ZCn X", gdje se koeficijenti ¢, dobivaju postupkom dijeljenja (u
n=0

ovom slucaju beskonacnih) polinoma. Odredenje radijusa konvergencije kvocijenta f/g zahtijeva daljnju

analizu.

PRIMJER 3.

1

Razvijmo u red potencija funkeiju f (X) = m .
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RjesSenje:
Mogli bismo naéi Taylorov razvoj funkcije f (X), no to bi bio mukotrpan posao. Stoga pokusajmo
funkciju f (X) prikazati u sljede¢em obliku
1 A . B
2-X)(3-X) 2-X 3-x

Mnozenjem s nazivnikom (2 — X)(3 — X) nalazimo
1=AB3—-X) +B(2—-x) =(3A+2B) —(A+B)x,

Sto ¢e biti zadovoljeno ako je 3A+2B=1 i A+ B=0. Rijesimo li taj jednostavni sustav za Ai B
nalazimo A=1 1 B= —1.
Dakle,

1 1
2-%)3-X) 2-X 3-X

Pribrojnike sada lako moZemo razviti u geometrijske redove

1 11 1&(xY 1 11 1&(x)"
- = = — ,Za X <2, _ = = — , zZa X <3.
2,_X 2;(2) Il 3 32(3j Il
2

Prema pravilu za oduzimanje redova potencija nalazimo

PRIMJER 4.

.. e
Razvijmo u red potencija funkciju f(x)= I

RjesSenje:

Znamo da je

‘

=1+ X+X +X +... ,za |X| <L
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Mnozeéi svaki sa svakim

REDOVI POTENCIJA

: X X’ x* x*
1t 21 31 41
X 2 3 4
1 1 = X x X
1! 2! 31 41
2 3 4
X X X x x
1! 2! 3!
X X x| Xt
1! 2!
X X x
1!
X! X'
i grupirajuci ¢lanove jednakih potencija nalazimo
e X x> X X XX x* foxt
:1+(x+—j+ Xt e X e e T X e e e
1-x 1! 2 o2 3 noo2r 3 4
=1+(1+ljx+(l+l+le2+(1+l+i+ljx3+(1+1 — —+—)x4+...,
1! 12 20 3 21 31 4

za |X| <1.

PRIMJER 5.

Razvijmo u red potencija funkciju (¢ — 1)/X i njoj reciproé¢nu funkciju x/(e* — 1).

. =
esenje:
L]

Za svaki XE€R vrijedi

pa odatle slijedi

x . x
4! 5!

x> x*

JR— + PR
4 5!

cey
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Reciproc¢na funkcija, za neke (za sada nam nepoznate) koeficijente By, By, B,, ... ima razvoj

2 X3 X4

X
=B, +B1x+B25+B3§+B4Z+...

X

e’ -1

za |x| <R, gdje je R njezin radijus konvergencije (za koji se moze pokazati da je 77/2).

X e*-
= .

1=1 slijedi
e —1

Zbog

(ﬂJr&XJF&XZ +...j(l+lx+lx2 +...J=1.
o 1! 2! 2 3!

Slobodni koeficijent produkta na lijevoj strani je By, dok je na desnoj 1. Dakle, Bo=1.
Izjednadavanjem koeficijenata uz X" ' u produktu na lijevoj strani s nulom (3to je koeficijent uz X" ' na
desnoj strani, za N> 1) nalazimo

B, B . B , B

n-1

+... =
om - 1(n-1)! 2!(n-2)! (n—1l!

Sto nakon mnoZenja jednadzbe s n! daje

(el

1z ove rekurzivne jednadzbe, polazeéi od By = 1, mozemo izraunati svaki B, ;, zan> 1.

2 2 1
B,+|  |B,=0 => B, =—,
0 1 2
3 3 3 1
0B0+1B1+2B2=O = Bz=g,

1 tako dalje: B3 = 1, B4= —1/30, B5 =0, B6= 1/42, B7=0, Bg = —1/30, B10=0,

Koeficijenti B, zovu se Bernoullijevi brojevi. Pokazat ¢emo da su svi koeficijenti s neparnim
indeksom (osim B; = —1/2) jednaki nuli. Naime,

X _X ex+l_1 __§+§ex+1
-1 2(e*-1 2 2¢e4-17

gdje je drugi pribrojnik parna funkcija
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To znadi da je x/(¢*— 1) zbroj funkcije —x/2 i parne funkcije ¢iji razvoj u red potencija sadrzi samo
parne potencije. Dakle, koeficijenti uz neparne potencije su nula, tj. B;, Bs, B7, By, ... =0.

PRIMJER 6.

Dijeljenjem polinoma u brojniku s polinomom u nazivniku, razvijmo u red

1 1+ X sin X
(a) T—x’ (b) - (©) cosx
Rjesenje:
(@ 1:(1=X) =14+x+X+.. . +X"+.. (b)) (1+X : (1=X) =14+2Xx+2+...+2X"+...
—-(1-X%) —-(1-X)
X 2X
—(x=x) —(2x=2%%)
X 2%
— (¢ =X) —(2x =2x)
X X

(a) Konvergencija djelomi¢nih kvocijenata 1+ Xx+X*+...+ X" ovisi o tome konvergira li ostatak
dijeljenja X"*' prema nuli. To vrijedi za |x| <1, pai djelomi¢ni kvocijenti konvergiraju prema
kvocijentu 1 +X+X+... ,za |X| <1.

(b) Ostaci dijeljenja 2x™' konvergiraju prema nuli za |x| <1, pa je kvocijent jednak
1+2x+2XC+2X +..., za |X| <1.

Primjetimo da isti rezultat dobivamo i standardnom upotrebom geometrijskog reda:

brx__1 + X ! =1+ XH X+ )+ XA+ X+ ..) = 142X+ 22X +2X + ...
I-x 1-X 1-X
35 XY 2 A 6
() sinX=X——+——-"—+..., cosX=1-"F"—-" ¢
357 200 41 6

x X X x* xt Xt X 2 5 17
X——t—— ol =X e X —X + .
6 120 5040 2 24 720 3 15 315
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3 30 840
X X X
—(?— v + 720 +] Moze se dokazati da dobiveni
. JT
o ax red konvergira za |x| < X
15 315
2x° X
1515
17x’
315

Dakle, razvoj funkcije tg X u red potencija (npr. 7.6) izgleda ovako

sin X 1 5 2 5 17 4
tgXx= =X+-X+—=X+—x"+....
cos X 3 15 315

PRIMJER 7.

Razvijmo u red potencija slozenu funkciju In(1 + sin X).

Rjesenje:
. . 2 . 3
ln(l+sinx)=smx—(smx) +(smx) _
2 3
3 5 2 3 5 3
x—X—3+X—5— x— 2 X -+
6 120 6 120 6 120 B
1 2 3
NI ) 4+ g X5+
- T - T.. - 4 5
6 120 3 + 3 _X +X _
1 2 3 4 5

XX X x* X

=X-—+—

2 6 12 24

Redove smo zbrajali, oduzimali i mnozili prema odgovaraju¢im pravilima, a dobivene pribrojnike smo
slobodno premjestali i grupirali jer apsolutno konvergiraju.

PRIMJER 8.
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sin X — X

Izracunajmo lim .
x>0 tgX — X

RjesSenje:

X’ X x?
X——+. [ l=——+. =X 1——+...
sinX—X _ (sinX)(cosX) —XcosX 6 2 2

tgX — X sin X — Xcos X X3 N
X_ZJF"' - 1—7+...

2

Budu¢i da posljednji izrazi oznaceni “ +...
nuli kada X tezi nuli. Dakle,

sadrze potencije od X stupnja n=1, slijedi da oni teze

. sinx—x 1/6 1
lim =——=——
x>0 tgX— X /3 2

Ne izvode se samo osnovne racunske operacije s redovima potencija na isti nacin kao s polinomima, tj. “Clan
po ¢lan”. Redovi potencija takoder se deriviraju i integriraju ¢lan po ¢lan, kao i obi¢ni polinomi.
(Zainteresiranom citatelju nudimo i dokaz ove Cinjenice na kraju ovoga odjeljka.)

DERIVIRANJE I INTEGRIRANJE REDOVA POTENCIJA

Suma reda potencija derivira se i integrira, unutar svojeg radijusa konvergencije, tako da se derivira
odnosno integrira ¢lan po ¢lan.

d& R N
d—Zan(x—xo) =Y na,(x—x)"",
X =0 n=0

J‘{ian(x—xo)”}dx=ii(x—xo)”+l +C.
o n+1

n=0

(Radijus konvergencije deriviranog i integriranog reda jednak je radijusu konvergencije poc¢etnog reda.)

PRIMJER 9.

IzraGunajmo f '(X) 1 f f (x)dx, akoje f(x)= ZX” (za |x| <1).

n=0
RjesSenje:

Iz f0=) x"=1+x+x+X +..., slijedi
n=0
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0 0 Xn+1 X2 X3 X4
/(0= """ =1+2x+3x7 +4x* +..., jf(x)dx:z =X+ —+—+"—+...+C,
n=0 n:0n+1 2 3 4
za |x| <1.Buduéi daje %=1+x+x2+x3+...
-X
slijedi da je
2 3 4
X x
S=142X43X +4x° +..., In(l=X)=—X—"—"——"—_,
(1-X) 2 3 4

za |x| <1, (C=0, jerje In(1—-0) =0).

PRIMJER 10.
Koristeci se razvojem funkcije 1%, razvijmo u red funkciju In(1 +x%), za |x| <1.
+ X

. =
esenje:
L]

Za |X| <1 vrijedi

1
2=1—x2+x4—x6+..., -
1+ X 1+ X

=X—X+X =X +....

Integracijom nalazimo

2 4 6 8 4 6 8
)2 Ko £ XX e X R
+X

Konstanta integracije C=0, jerje In(1+0) =0.
PRIMJER 11.

Razvijmo u red potencija funkciju arcsin X.
RjesSenje:

Znamo da je

) ¢ odx
arcsin X = J‘

o\ll-Xz

=I(l—x2)’1/2dx.
0

- . 1 y . . .
Primjenom Newtonove binomne formule, za o = 5 (uz uvritavanje — X umjesto X) dobivamo

X +...,za |X| <1.
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Integracijom reda nalazimo da je

. 1x 1-3x 1.3.5%
arcsin X = X+ ——+——-—+ z
23 245 2.4.67

+...,za |X]| <.

Moze se pokazati da red konvergiraiza X=1 odakle slijedi,

r1 131 1351 1357 1
—— 4 — 4 -— 4+ -— 4
23 245 2467 24689

arcsinl _Z =1+
2

PRIMJER 12.

Koristec¢i se infinitezimalnim ra¢unom beskonaénih polinoma nadimo funkciju f (X) takvu da je
f'(x) =f(x) i f(0) =1. (Pretpostavimo da niSta ne znamo o funkciji €*.)
Rjesenje:
Funkciju ¢emo pokusati izraziti kao sumu reda potencija (tj. u obliku beskona¢nog polinoma)
f(X) =ag+ax+ax +ax +... .
Uvjet f'(X) =f(X) bit ¢e zadovoljen ako je
a 4+ 2ax+3a +4ax +...=a +ax+axX +ax +... ,
tj. ako je
a=ay, 2ap=a;, Im=a, da4=a;, ....

Iz f(0) =1 slijedi ap=1, pa lako nalazimo

a=1 a—l a—L ayu=——
1 , 2’ 3 3 7340

Dakle, trazena funkcije je

2 3 4
X

FOX)=1+X+—+—+—+...,
203 4

a definirana je za svaki X, jer je njezin radijus konvergencije R= oo.
PRIMJER 13.
Koristeci se infinitezimalnim ra¢unom beskonaénih polinoma nadimo funkciju f (X) takvu da je

f'"x) +f(x) =0, f(0) =0 i f'(0) =1. (Pretpostavimo da nista ne znamo o funkcijama sin X i
cos X.)

RjesSenje:
Oznac¢imo li f'(X) =g (X) slijedi da je

(@) ') =9, g0 =-1f(x)
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(i1) f(0) =0, g(0) =1.
Funkcije f (X) i g (X) pokuSat ¢emo izraziti kao sume redova potencija
f)=a+tax+axX +ax +.., g)=by+bx+by+bx +... .
Uvjeti (i) bit ¢e zadovoljeni ako je
a =by, 2a,=by, 3a3=h,,, das=b; ..., b=—a, 2b,=—a,, 3by=—a,, 4dbs=—a; ....

Iz uvjeta (ii) slijedi bp=1 i ay=0, pa je

a=1, a=0, a_3=_L, =0, .., b =0, bzz_l’ b; =0, b,= — 1 >
3 2 2:3:4
Dakle,
3 5 ) 2 X4
=Xt w1 9=l g e

Obje funkcije konvergiraju za svaki X, jer im je radijus konvergencije R = o

Prvi redovi potencija s kojima smo se susreli bili su Taylorovi redovi elementarnih funkcija. Sada pak
vidimo da svaki red potencija svojom sumom definira funkciju unutar svojeg radijusa konvergencije. Ona ne
mora biti ni algebarska, ni logaritamska, ni eksponencijalna, ni trigonometrijska, ni bilo koja od elementarnih
funkcija. Takva funkcija cesto moze opisati fenomen, koji se neda opisati nijednom elementarnom
funkcijom, pa ¢ak ni njihovom slozenom kombinacijom. (U sljede¢im poglavljima srerst ¢emo se s
mnostvom takvih primjera.) No, $to je Taylorov red tako definirane funkcije

fOO=D a,X"=a,+aXx+a,x +....
n=0

Da i je to taj isti red kojim je funkcija definirana? Da! Unutar svojeg radijusa konvergencije svaki je red
potencija svoj vlastiti Taylorov red. Naime ,deriviranjem funkcije f (X) nalazimo

JORTN 1O

f'(0) =a, %!0)=a1
f''(0) =2a,, %z%
f'""(0) =2-3as, %z&g
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tj. koeficijetni reda Z a X" jednaki su koeficijentima Taylorovog reda njegove sume. Mozemo zakljuditi
n=0

da se funkcija f (X) samo na jedan na¢in moze prikazati redom potencija, jer je on nuzno njezin jedinstveni

Taylorov red.

(To smo mogli dokazati i neposredno. Pretpostavimo naime, da je

f(X) =ay+ax+ax+.. =by+bx+bxX+... .
Tada:
f(0) =a i f(0)=hb dajeay = by;
f'(0) =q i f'(0) =b dajea; =by;

f ”(O) =2a 1 f ”(O) = 2b2 dajeaz = bz;
f ’”(0) =23 1 f ’”(0) =3b3 dajea3=b3 ltd)

Evo na kraju i dokaza Cinjenice da redove potencija moZemo derivirati i integrirati ¢lan po ¢lan, unutar
njihovog radijusa konvergencije. U dokazu ¢emo se koristiti teoremom srednje vrijednosti za derivacije.

TEOREM SREDNJE VRIJEDNOSTI ZA DERIVACIJE

Ako je funkcija f definirana na intervalu koji sadrZi X i y i ako ima neprekinutu derivaciju f ', onda za neki
&izmedu X1 Yy vrijedi

fy -0 _ o,
el KR

Prije dokaza teorema srednje vrijednosti primjetimo da je (f (y) —f (X)) /(y—X) prosjeéna brzina (promjene
od f) na intervalu [X, y]. Teorem dakle tvrdi da se prosje¢na brzina na intervalu poklapa s trenutnom
brzinom u nekoj tocki intervala. Naime, kada bi sve trenutne brzine, na intervalu, bile ispod ili iznad
prosjecne brzine na tom intervalu, onda to ne bi mogla biti prosjecna brzina. Strogi dokaz (u ¢ijoj je pozadini
ista ideja) izvodi se iz osnovnog teorema racuna

y
f(y)- oo =[f'@,
primjenom teorema srednje vrijednosti za integrale:
y y
Fy) -0 =[fdt=F(@fdt=FE(y-x, EEXY).
Dakle,
fY—f) _

- f ,(‘S) H SE(X, y)
y—X

Nas ¢e posebno zanimati sluc¢aj u kojem je f(x) =x". Tada je
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n n

(1) I X e eemy).
y—X

Neka je, dakle, funkcija f(x) = Z:aﬂxn definirana unutar radijusa konvergencije R. Zelimo dokazati da je
n=0

suma reda z na, X" koji se dobija deriviranjem pocetnog reda &lan po &lan, derivacija funkcije f (x), te da
n=0

. an n+1

je suma reda Z— X" koji se dobije integriranjem pocetnog reda ¢lana po ¢lan, integral funkcije f (X)
n=0
(sve unutar istog radijusa konvegencije R).

Citatelju prepustamo da (usporedujuéi redove) sam dokaze da &lan po &lan derivirani, te ¢lan po &lan
integrirani red, imaju isti radijusa konvegencije R kao i pocetni red.

Sada moZemo dokazati da je

ELICT SR

f'(X) = hmM Z:nanxnl tj. lim
y—X n=0

y—>X y — n=0 y—>X

Izracunajmo najprije kvocijent diferencija

w za f(x):%anx“:

x"(H =

oS ana

za vrijednosti &, koje su izmedu X iy (usp. gore formulu (1)). Buduéi da je |x| <R znaéi da postoji C takav
daje |X| <c<R, pa se priracunanju derivacije mozemo ograniciti na y-e takve da je |y| <c (vidi sl.2.).

fy-fo_ 1 (Zany “Yax ] Z

y—X n=0

Slika 2.
Dakle,
lim |- =0 _ Znanx =lim Znan«: - nax"| =
yoxp y=X n=0 n=0

0 n-1 n-1

S nay (@ - x| = 1im| 3 na, S X —x)
n=0 =X o ‘/:n -X

lim
X

b

§to je prema (1),uz y=§&, i En izmedu xi &,(vidi sl. 2), dalje jednako

] )
lim $h |§n - X|

S na,(n-DEL (£, - %) <
n=0
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$to je, zbog [£,|<C i |&, —X <|y—X (vidi s1.2.), jo§ manje od

L~ _ =21y, _ | — N _ -2 19 —X =
lygnin;n(n Dla,|c™|y - X (;)n(n Dla,lc j&nﬂy X=0,

jer dva puta ¢lan po ¢lan derivirani red, s radijusom konvergencije R, ima i dalje isti radijus konvergencije,

pa Z n(n— 1)|an|C”‘2 ima kona¢nu sumu, za c<R.
n=0

Dakle, red potencije derivira se ¢lan po ¢lan.

Sto se ti¢e integriranja, Z:anxn je derivacija reda z
n=0 n=0

n

I koji definira funkciju za |x| <R To

znadi da je Zil x™" antiderivacija, tj. neodredeni integral, funkcije f(X)= Z:aﬂxn , 7za |X| <R

n=0 n=0

Dakle red potencija integrira se ¢lan po ¢lan.

7.5 KOMPLEKSNE FUNKCIJE | EULEROVA FORMULA

Najjednostavnije funkcije y=f(X) jesu one ¢ije su vrijednosti ¥ ra¢unaju isklju¢ivom upotrebom osnovnih
aritmetickih operacija+, —, - i:. To su, naravno, racionalne funkcije, medu kojima se svojom
jednostavnoscu posebno isti¢u polinomi. Budu¢i da osnovne aritmeti¢ke operacije znamo izvoditi i s
kompleksnim brojevima (a ne samo s realnim brojevima), onda je i pojam kompleksne funkcije potpuno
jasan ako se ograni¢imo na kompleksne racionalne funkcije ili, jo§ jednostavnije, na kompleksne polinome.
Naprimjer, jasno je §to su vrijednosti kompleksnog polinoma f(2) =27 -z za z=2, i, 1—i, ....

f(2) =2-2°—-2=6, fi) =2il—i=—2-1i,

f(l—i) =2(1—iY—(1—-i) =2(1-2i—1) = 1+i=—1-3i, ...

Naravno, stvari su sloZenije u slu¢aju funkcija koje nisu definirane uz pomoc¢ osnovnih aritmetickih
operacija. Na primjer, $to je cos z sin zili ¢” za kompleksne vrijednosti 22 Geometrijska definicija kosinusa i
sinusa, ili odgovarajuc¢a definicija eksponencijalne funkcije, s kojom smo se upoznali u poglavljima V i VI,
ne nude nam odgovor na ta pitanja. U tim se definicijama pretpostavlja da je argument funkcije realan broj.
Medutim, svaka od tih funkcija moZe se razviti u red potencija, $to znaci da se njihove vrijednosti mogu
izraCunati upotrebom osnovnih aritmetickih operacija (s tim da se operacije izvode beskonacno mnogo puta).
No ako smo rac¢unanje funkcija cos, sin i exp sveli na osnovne aritmeticke operacije, onda nema nikakvih
prepreka da ih racunamo i za kompleksne vrijednosti argumenta, buduci da su te operacije definirane i za
kompleksne argumente z:

22 Z4 26 28 Z10

cosz=l-—+—-——+——-——-+
204 6 8 10!
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vl S AR S

ef=l+Z+—+—+—+—+—+
20 30 4 51 6l

Dapace, ovako definirane kompleksne funkcije cos, sin i exp otkrivaju nam duboku vezu trigonometrijskih i
eksponencijalnih funkcija. Ona je Citatelju sigurno upala u o¢i kao sli¢nost razvoja ovih funkcija u red
potencija. No tek kad cos, sin i exp promatramo kao kompleksne funkcije ta veza postaje sasvim
eksplicitnom. Naime,

e =1+ (ix)+

)2 iv)3 iv)4 iv)3 2 3 4 5
(x)°  (x)° 09" 09° X X XX
2! 3! 4! 5! 2! 34 5!

( x* X! J ( X X J o
=|l-——4+—— .. |+l X=—+——...|=cosX+IsIn X,
21 4 38

tj. veza je odredena slavnom Eulerovom formulom:

EULEROVA FORMULA

e*=cosx+1i sinx

PRIMJER 1.
Koriste¢i se Eulerovom formulom izrazimo funkciju cos i sin preko funkcije exp.
RjesSenje:
Uvrstavanjem — X za X u Eulerovu formulu
= cos X+ isin x
dobijamo
e X=cosx —isinXx.
Zbrajanjem gornjih jednakosti i dijeljenjem s 2 nalazimo
COSX = l(eiX +e ™)
2
dok njihovim oduzimanjem i dijeljenjem s 2i nalazimo

. 1 ix —ix
SiInX=-—_(e¢" —¢
2i( )

PRIMJER 2.

. =i .
v . 2 . . ..
IzraGunajmo €”, e?, e, cosi i sini.

Rjesenje:
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i - i T .. T .
e" =cosm+isint=—1, e? :cos—+|sm5:|,
i .. g 3z .. 37
e™ =cos2m +isin2z =1, e?2 =cos7+|sm7=—1
N N R N (P PR TP R N
cosi=—(e"+e")=—(e" +e), sini=—(e" —e™)=—(e" +e).
2( ) 2( ) 2I( ) 2|( )

Naravno, da bi ovakva razmatranja bila sasvim korektna potrebno je precizno definirati zbrajanje beskonac¢no
mnogo kompleksnih pribrojnika, po uzoru na beskona¢no zbrajanje realnih pribrojnika, s kojima smo se
bavili u prethodnim odjeljcima. Definicije i (gotovo) svi zakljuccei biti ¢e isti kao i u slucaju realnih brojeva.
No, prije nego to pokazemo, prisjetimo se (konacne) aritmetike kompleksnih brojeva.

Sto su kompleksni brojevi? Radi se o sustavu brojeva koji je takvo prosirenje sustava realnih brojeva u
kojem — 1 ima kvadratni korijen, pa stoga u njemu i svaki negativni realni broj ima kvadratni korijen. Kada
su se kvadratni korijeni negativnih brojeva poceli razmatrati u matematici smatrani su pukim simbolima koji
ne oznacavaju nesto $to usitinu postoji, pa su stoga prozvani imaginarnim brojevima. Pravi na¢in da se
definiraju ovi brojevi konacno je ustanovljen zahvaljujuéi radovima Cardana i Bombellia u 16. stoljecu, ali je
znacaj tih brojeva potpuno shvacéen tek kroz Eulerove radove u 18. stolje¢u. Nacin da se oni objasne preko
realnih brojeva, kojim ¢emo se i mi koristiti, otkrili su Argand, Gauss i mnogi drugi matematicari po¢etkom
19. stoljeca.

Da bismo definirali sustav brojeva koji sadrzi J-1= I, uo¢imo da takav sustav mora sadrzavati sve brojeve
oblika a+b+/~1 =a+bi, gdje su ai b obiéni realni brojevi. Zelimo li zadrZati elementaran pravila
racunanja i u prosirenom sustavu, ti se brojevi moraju zbrajati, oduzimati i mnoziti na sljede¢i nacin:
(a+hbi) £(c+di) =(axc) +(b=d)i,
(a+ bi)(c+di) =ac+ adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + bo)i.
Dakle, zbroj, razlika i umnozak dvaju brojeva oblika a+ bi opet je broj istog oblika. No, svi podaci o

“broju” a+ bi sadrzani suu paru (@, b) realnih brojeva, koji mozemo predstaviti tockom koordinatne
ravnine X, Y. Stoga proSireni sustav kompleksnih brojeva definiramo na sljedeci nacin:

KOMPLEKSNI BROJEVI

Kompleksni broj je svaki par realnih brojeva (a, b). Zato svaki kompleksni broj mozemo predstaviti
toCkom koordinatne ravnine X,y. Kompleksni brojevi zbrajaju se, oduzimaju i mnoze na sljede¢i nacin:

(& b) £(c, d) =(axc, bxd),
(&, b)(c, d) =(ac—bd, ad+ bc).

Broj (0, 1) oznagavamo s i. Dakle, i*=( — 1, 0). Kompleksni broj oblika (a, 0) identificiramo s realnim
brojem @, pa slijedi da je

(@, b) =(a0) +(0,b) =(a 0) +(b,0)0,1) =a+hi

Os X zovemo realnom, a os Y imaginarnom osi koordinatne ravnine u kojoj prikazujemo kompleksne
brojeve. Tu ravninu zovemo kompleksnom ravninom.
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Lako je provjeriti da sustav kompleksnih brojeva zadovoljava uobicajene algebarske zakone. Na primjer,
oznaéimo li kompleksne brojeve a+ bi, c+di, e+fi redom sa z w, u lako provjeravamo da je

Z(W+U) =z2w+zu, 2v=wz, z(wu) = (2WMU itd.

PRIMJER 3.
Prikazimo brojeve z=3—=2i, 2 =2+1i i z=—1+2i ukompleksnoj ravnini.
Rjesenje:
A
y
z,==1+21
L z,=2+i
 1p---- 1
I |
i
[z =3-2i
Slika 1
PRIMJER 4.

Izratunajmo (a) (2 —4i) + (3 +2i), (b) (2-3)3+2i), (c) 2-3i)% (d) i
RjesSenje:

(a) (2—4i) +(3+2i) =5-2i

(b) 2-30)3+2i) =6+4i—9i—6i*=12—5i

() (2-3i)’=4—-6i+9*=—-5-6i

(d) Trazimo kompleksni broj a+bi takav daje (a+bi)* =i tj. takav daje a —b”*+2abi=i. To
znaéi da trebamo naéi ai b takve daje a*—b*=0 i 2ab=1. Iz prve jednadzbe slijedi
a==h, pauvrStavanjem u drugu nalazimo b= =1/ 2 Dakle,

ﬁzi[

L+L|j —+L(1+ |)

V2 2 ) a2 T

Podijeliti broj a+ bi s brojem c+di znaci naci takav broj X+ Vi koji pomnozen sa c+di daje a+ bi.
To zapravo znaci da je odredbena jednadzba kvocjenta

a+hi
c+di

=X+ Yi ekvivalentna jednadzbi (x+yi)(c+di) =a+bi.
Mnozenjem kompleksnih brojeva na lijevoj strani nalazimo
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xc—yd=a, xd+yc=Dh.
Rjesavanjem ovog para linearnih jednadzbi po X i y nalazimo

_ac+hbd y_bc—ad
c?+d?’ c+d?’
Dakle,
a+bi ac+bd bc—ad.
= + .
c+di c*+d* c?+d?

Kvocijent dvaju kompleksnih brojeva opet je kompleksan broj. Do istog smo rezultata mogli do¢i
mnozenjem brojnika i nazivnika kvocijenta (a+ bi) /(c+di) s kompleksnim brojem ¢ —di:

a+bi c—di  (ac+bd)+ (bc—ad)i

c+di c—di ¢’ +d’
PRIMJER 5.
L 1—i
[zraCunajmo —.
2+3
RjesSenje:

1-i 2-3i _(2-3)+(3-2)i _ 1 5.

243i2-3i 13 13 13

Uz svaki kompleksni broj z=a+ bi vezane su neke karakteristicne vrijednosti (Usp.sl.2.):
(1) njegov realni dio a,
(i1) njegov imaginarni dio b (uocite da je imaginarni dio kompleksnoga broja realan broj),
(iii)  njemu konjugirani broj z=a-hi,
(iv)  njegova apsolutna vrijednost |z| =r=+a’ +b’

v) njegov argument ¢ definiran sa a= |z|cos¢ i b= |z|sing (odakle slijedi b/a=tgep).

| 399



KOMPLEKSNE FUNKCIJE | EULEROVA FORMULA

A
y .
z=a+bi
e 1 A
3 N
o o‘é' !
S ) :
= fb‘\‘«\\ 1
£ 09\\5‘0 |
g’ ) ¢ =argument od z :
realnidioodz | x”
|
I
I
|
|
________________ R
Z=a—bi

konjugirani broj od z
Slika 2.
Uocimo da je
z-z=(a+bi)a-bi)=a’ +b* = |7’
PRIMJER 6.
Nadimo realni dio, imaginarni dio, apsolutnu vrijednost i argument od (8 +2i) /(1 —i).
RjesSenje:

8+2i 8+2i1+i 8+10i-2

- - - = =3+5i
1-1 1—-1 1+1 2

Dakle, realni dio je 3, a imaginarni 5. Apsolutna vrijednost je +/3* +5° = V34 1z tg =5/3 slijedi
da je argument ¢ =arctg5/3

Apsolutna vrijednost r (uvijek veca od 0) i argument ¢, kompleksnog broja z=X+1y, su polarne koordinate
one toCke kojom je taj broj predstavljen u kompleksnoj ravnini. Drugim rije¢ima

X=Trcos¢ i y=rsing, pa se svaki kompleksni broj z=Xx+ 1y moze predstaviti i u tzv. trigonometrijskom
obliku (vidi sl.3.) z=r(cos ¢ +isinyp).

A
z=X+Yi
y =T (cos ¢p+isin ¢)
)
4 Ly
X >
Slika 3.
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Koristec¢i se trigonometrijskim oblikom kompleksnih brojeva ri(cos¢; +ising;) i ry(cos ¢, +ising,), lako
¢emo nacdi trigonometrijski oblik njihovoga umnoska:

ri(cos g +isin@)ry(cos ¢, +isingp,) =
=T112[(cos ¢ cos @, + sin@;sing,) +i(cos @ sing, + sinp;cos p,)] =
=rry(cos(p; + o) +isin(p; + ¢,)).

Vidimo da je apsolutna vrijednost umnoska dvaju kompleksnih brojeva jednaka umnosku njihovih
apsolutnih vrijednosti, dok je argument umnoska jednak zbroju argumenta njegovih faktora. Odavde odmah
slijedi da je apsolutna vrijednost kvocjenta jednaka kvocjentu apsolutnih vrijednosti, dok je njegov argument
jedank razlici argumenata djeljenika i djelitelja.

r(cosg, + I. 51.n ?) _h (cos(p1 —2) +isin(p; — )
n(cosg, +ising,) I,

PRIMJER 7.
. 1—i C . . o . .
Izracunajmo (1 —1)(i—1) te Tl koristeci se trigonometrijskim oblikom kompleksnoga broja.
I F—
RjesSenje:
Lako nalazimo (v.sl.4.) da je:
1—i=\/5(cos7—ﬂ+isin7—”), —1+i=x/5(cos3—”+isin3—”)
4 4 4 4
Dakle,
1-D(-1+i)= 2(cosloT” +1i sinlOTﬁ) = 2(005%[ +1i sin%Tﬁ) =2i

(Ako je ¢ argument od Zonda je i ¢ + 2k argument od z za svaki cjelobrojni k.)

A
—14+i.-"7[
/ % \\l »
\ k ,/»\/5
ol 1-id
Slika 4.
1—i dr . . 4w
- =cos— +isin—=-1
—1+i 4 4
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Vratimo se sada nasem osnovnom problemu. Definirajuci osnovne racunske operacije s kompleksnim
brojevima definirali smo i racionalne funkcije kompleksne varijable.

Na primjer,

2

f(2)= 3z : 2z+1

227 +z-1
dobro je definirana kompleksna funkcija koja svakom kompleksnom broju z pridruzuje vrijednost f (2), koja
se ra¢una zbrajanjem, mnozenjem, oduzimanjem i dijeljenjem odgovarajuc¢ih kompleksnih brojeva.
Opéenitije funkcije kao exp, cos, sin itd. mogu se u realnom podrucju razviti u red potencija, $to znaci da se
njihovo raCunanje moze svesti na osnovne racunske operacije. Te operacije mozemo izvoditi i u
kompleksnom podrucju. pa slijedi da funkcije koje mozemo razviti u red potencija mozemo definirati i za
kompleksne argumente.

402 |



KOMPLEKSNE FUNKCIJE | EULEROVA FORMULA

Na primjer
2 3 4
2 z
e’ =l+z+—+—+—+
20 30 4
2 Z4 Z6 28
cosz=l-—+——-——+—-
20 4 6o 8
3 25 Z7 29
sinz=zZ-—+—-——+——... itd
3osto7 9

Naravno, definicija je smislena samo ako odgovarajuci red potencija konvergira. Budu¢i da je apsolutna
vrijednost kompleksnog broja pozitivan realan broj, apsolutna konvergencija takvoga reda jest apsolutna
konvergencija kojom smo se bavili u prethodnom odjeljku. Stoga mozemo zakljuciti da redovi potencija od
e”, cos Zi sin Z apsolutno konvergiraju, za svaki kompleksni broj z Odavde slijedi (Sto se lako dokazuje) da i
obi¢no konvergiraju za svaki kompleksni broj z Dakle i za z=iX, $to dokazuje Eulerovu formulu s pocetka
ovog odjeljka:

e*=cosXx+i sinx
PRIMJER 8.
i(X+Y) iX_iy

Dokazimo da je e =e'e’.

RjesSenje:
e”e" = (cos X+ isin X)(cos y + isiny) =cos(Xx+Yy) +isin(x+y) = **Y

Jednakost e”e” =¢'**Y) sadrzi istu informaciju koju sadri i odgovarajuca trigonometrijska adicijska

formula. Upotreba imaginarnih eksponenata izuzetno je korisna i stoga jer je rad s eksponentima puno
jednostavniji od rada s trigonometrijskim identitetima.

PRIMJER 9.
(a) IzraCunajmo e i ‘ei"".

(b) Prijelazom na imaginarne eksponente izra¢unajmo:

1 +cos @ +cos2¢p +... + cos nNp.
Rjesenje:
(a) ei_"’:m:cosw—isin(o:cos( —p)+isin( —p) =e
‘ei“" =|cos¢7+ [ sin(p| =cos’p+sin’p=1.
(b) Realni dio od €" je cos kp, pa je trazena vrijednost realni dio od 1+ e+ e+ + ™

Sjetimo li se da je
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n+1

1+q+q2+...+q”=i

1-q
(dokaz u 4.1. vrijedi i za kompleksne brojeve), lako ¢emo izracunati

: o . 4 -~ . 1—(e')™!
1+e’+ e+ . +e=1+e"+( ") +..+( )= v -
—€

1_ei(n+1)(p l_e—i(p - 1_e—i(p _ei(n+l)¢7 +ein(p - 1_e—i(p _ei(n+1)(p +ein(p

1—-¢? 1-e¢™ 2-(e" +e7?) 2(1—cos )

Realni dio dobivenog kompleksnog broja je

l_’_l cosng —cos(n+1)p
2 2 l1-cosgp

pa je to trazena vrijednost.

Upotrebom imaginarnih eksponenata, kompleksni broj z s apsolutnom vrijedno$¢u r i argumentom ¢,
mozemo prikazati u sljede¢em obliku

z=r(cos¢ +isinp)=re?,

koji zovemo njegovim polarnim oblikom.

POLARNI OBLIK KOMPLEKSNOGA BROJA

Ako kompleksni broj zima apsolutnu vrijednost r i argument ¢ onda je

z=re"

Taj je oblik izuzetno pogodan za algebarske manipulacije.
Na primjer,

I'lei(p' rzei% =1, rzei((p‘wz) R (I‘ei"’)n =M,

Iz zadnje formule slijedi da je §/ pe'? takav kompleksni broj re' za kojije r'"=p i np=0+2kr, za

k=0, =1, +2, ....Slijedidaje r=4/p i p=Q+M,paje 8 pe? =nf pel@mBTIN j g w1 2,
n n

.. . Za k=0, 1, .., n—1 dobivamo razliéite vrijednosti dok se za ostale vrijednosti od k ponavljaju veé

dobivene vrijednosti. Dakle, {/pe'’ ima n razli¢itih vrijednosti koje opisuje De Moivreova formula.

DEMOIVREOVA FORMULA

0 2kr

e =ifpe'n 0 k=0, 1,.., n—1.

Na primjer §/1 ima 8 razlicitih vrijednosti ¢®'%, k=0, 1, ..., 7, koje dijele jedini¢nu kruznicu kompleksne
ravnine na 8 jednakih Iukova. (vidi sl.5.)
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Slika 5.

PRIMJER 10.

Izratunajmo &/1+i

. x "
esenje:
L

1+i= \/EeIZ , pa prema DeMoivreovoj formuli slijedi 3/1+i = §[2ei 164K/ =0 1,23 (vidi

sl.6.).
A
z, =1 +i
o T =4
/ 5z =1+i
\ RE
zy =1+ g
17, =4
Slika 6.

U 5.5. trigonometrijskim smo se funkcijama koristili za opisivanje jednolikog kruznog gibanja tocke (X, y),
po kruznici radijusa Ruz kutnu brzinu w. Ono je bilo odredeno parametarskim jednadzbama gibanja (vidi

sL.7.):

A

y

(x,))

X = Rcos wt

/
N

y = Rsin wt

'
JRX

Slika 7.
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Isto gibanje moZemo shvatiti i kao gibanje kompleksne tocke z=Xx+1y, koje je tada odredeno sa z=Xx+1iy
= Recos wt + iRsin wt = Re"" (vidi sl. 8.). Dakle, parametarska funkcija

A

z=Re"

z=Re"'

A
NI

Slika 8.

opisuje gibanje toc¢ke z po kruznici radijusa R, s kutnom brzinom w (periodom T=2m/w, frekvencijom
v= w/2m) is poetnim poloZajem z=R, za t=0. Jednoliko kruZno gibanje kutne brzine w, po kruznici
radijusa A, s poCetnim polozajem z=Re"“ zadano je funkcijom (vidi sl.9.)

Y
=t
/ wixnt=0
a
)
X
7= Aei(wHa) \JR

Slika 9.

Ako se tocka z, = Ae¢'“"® giba po kruznici radijusa A s faznim pomakom «, a tocka z, = Be'“*® po
kruZnici radijusa B s faznim pomakom f3, i s istom kutnom brzinom w, onda ¢e se njihov zbroj

=27+ 2= A" + B'“"P = Ce'®™ gibati po kruznici radijusa C s faznim pomakom y gdje su C iy
odredeni dijagramom na slici 10:

z=z,+z,
Z = Ae' @) - /
_ 2
2 = Be'@"P /
' /

z=27+2=Ce@" /

VANl

£z,

A B C

Slika 10.
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wt——-
2

. 43
. 1
Posebno je zanimljiv onaj slu¢aj u kojem je z =Ae“' i z, =Be ( )(V.Sl.ll.).

B
=—0, tgf=—
4 77 A

A Z
~

C=vA’+B? B T~ \QV

C -

~
A 4 ~
. i((utfzj . ZZ Z=Z1 +Z2

Aela)t + Be 2 — Cel({ut—g) )

Slika 11.

Izjednacimo li realni dio lijeve i desne strane posljednje jednakosti nalazimo sljedece pravilo za
superponiranje oscilacija jednake frekvencije.

SUPERPONIRANJE OSCILACIJA ISTE FREKVENCIJE

Superpozicija (zbroj) dvaju oscilacija iste frekvencije opet je oscilacija te iste frekvencije, s novim faznim
pomakom i novom amplitudom (vidi sl.12.)

Acos wt + Bsin wt = Ccos(wt — 6)

O=arctg B/A

A

Slika 12.

PRIMJER 11.
Izracunajmo 2 cos 5t + sin 5t.
Rjesenje:
J2 cos St+sin St= 2 +1 cos(St—arctg 1/ J2 )= \/gcos(St —/4).

Deriviranje i integriranje kompleksnih funkcija moze se definirati analogono deriviranju i integriranju
realnih funkcija i to je predmet rac¢una kompleksnih funkcija kojim se ovdje ne¢emo baviti. Razmotrit ¢emo
samo posebni ali izuzetno vazni slu¢aj kompleksne funkcije ¢, gdje je A proizvoljna kompleksna konstanta.
Rije¢ je o kompleksnoj funkciji koja svakom realnom broju X pridruzuje kompleksnu vrijednost ¢,
Standardni postupak deriviranja moze se primjeniti na tu kompleksnu funkciju kao i na svaku realnu
funkciju:

A(X+AX) eix

dx AX—0 AX
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Izradunamo li traZeni limes koristeéi se odgovarajuéim redom potencija (koji definira e*) naéi ¢emo da je

d

_eZ,X — iel)( .
dx

Odavde neposredno izra¢unavamo i antiderivaciju od e™.

DERIVACIJA I ANTIDERIVACIJA OD ¢

Za svaki kompleksni broj A

ieﬂx _ ﬂe“ jeﬂxdx _ leﬂ.x
dx A

7.6 HIPERBOLICKE FUNKCIJE

Vidjeli smo u prethodnom odjeljku da se realna eksponencijalna funkcija

2 3 4
X

=1+ X+ —+—+—+...
20 31 4

sastoji iz “parnoga” i “neparnoga” dijela, koji podsjec¢aju na funkcije kosinus i sinus. “Parni” dio zovemo
hiperboli¢kim kosinusom i ozna¢avamo ga s ch:

2 X4 X6

chXx=1+—+—+—+...,
20 4 6

dok “neparni” dio zovemo hiperbolickim sinusom i ozna¢avamo ga sa sh:
35 T
X X
shx=l+—+—+—+
3roost7

Hiperbolicke funkcije ch X i sh X definirane su za svaki realni X, buduci da redovi potencija, koji ih definiraju,
konvergiraju za svaki X (usp. 3). Iz definicije hiperbolickih funkcija neposredno slijedi

(1) e*=chx+shx,

dok je s druge strane

2 3 2 3
2) e~ =1—x+%—%+...= (1+%+...]—(x+%+...j,tj. e “=chx—shx.

Zbrajanjem i1 oduzimanjem jednakosti (1) i (2), nalazimo

X —X X —X
€ +¢ c —¢
chx= , shx= ,
2 2

Sto nam pokazuje da se hiperbolicki kosinus i sinus mogu definirati pomoé¢u eksponencijalne funkcije e*.
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HIPERBOLICKI KOSINUS I SINUS

Hiperbolicki kosinus je funkcija
_ 1 X -X
chx=—(e"+e7).
2
Hiperbolicki sinus je funkcija

1
shx=—(e*-e™).
2( )

Iz definicija hiperboli¢kih funkcija lako nalazimo njihove grafove. (vidi sl.1. 1 2.)

Slika 1., Slika 2.
Uocimo da je ch X parna funkcija, ch( — X) =chX, dok je sh xneparna, sh( — X) = — sh(X).

Sli¢nost hiperbolickih i trigonometrijskih funkcija ocituje se u njihovim slicnim svojstvima. Paralelno
navodimo neka od tih svojstava:

(3) ch®x—sh>x=1 (usp. cos’x+sin’x=1)
(4) ch(x+y) =chxchy+shxchy (usp. cos(X+Y) =cos XcosY — sin Xsin Y)

(5) sh(x+y) =shxchy+chxshy (usp. sin(X+Y) = sinXcosY + cos Xsin Y)

(6) ch2X=%(ch2X+1) (usp. c052X:%(cos2X+l))

@) sh2X=%(ch2X—1) (usp. sin2X=%(1—cos2X)).
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PRIMJER 1.

Dokazimo formule (3), (4) i (6).

. x "
esenje:
L

ch? Xzi(ex +e )2 =%(ezx +2+e%),

1 1
sh? x=—(e*—e ™) =—(e”* -2+¢ ),
4( ) 4( )

pa oduzimanjem dolazimo do formule (3).

ch(x+Y) =%(eX+y +e7Y) =%(exey +e¥e™),

uvrStavanjem e*=chXx+shX i e *=chx—shXx nalazimo

ch(x+y) = %[(ch x+chx)(ch y+sh y)+(chx—shx)(chy—shy)].

Sredivanjem desne strane dolazimo do formule (4).

Iz formule (4) slijedi ch2x=chx+ sh’X, pa zbrajanjem s formulom (3) nalazimo

ch2x+ 1 =2ch?x, ¢ime je dokazana formula (6).

Analogno trigonometrijskom tangensu i kotangensu definiramo i hiperbolicki tangens i kotangens:

thx:Sh—X
ch x

cthX:ﬂ
sh x

Iz definicija hiperboli¢kog tangensa i kotangensa lako nalazimo njihove grafove (vidi sl.3.i 4.).

Slika 3.,

410 |

A

Slika 4.



HIPERBOLICKE FUNKCIJE

Derivacije i antiderivacije hiperbolickih funkcija sli¢ne su derivacijama i antiderivacijama trigonometrijskih
funkcija:

ishX—il(eX - :l(ex +e *)=chx ichX:il(eX +e :l(eX —e ¥)=shx
dx dx 2 dx dx 2 2
4o dshx ch’x—sh’x 1 icthx_dChX_Shzx_ChZX__ 1
dx dxchx  ch®x ch? x dx dx shx sh? x sh? x
DERIVACIJE I ANTIDERIVACIJE HIPERBOLICKIH FUNKCIJA
ishx:chx jchxdx:shx+C
dx
4 chx=shx [shxdx=chx+C
dx
1
ithx=—2 .[ d;( =thx+C
dx ch” x ch” X
icthx— _21 J d2X =—cthx+C
dx sh” x sh” X
PRIMJER 2.
2 2
Izradunajmo (2) -ch(x2 —2x), (b) e, (o) [2thaxax. (@ | de
dx dx
Rjesenje:
d 2 2
(@) —-ch(x =220 =[sh(x —2x)|2x-2)
X
d 2 2dx
b) —ehX—gh2x__ 2 = —th4x——th4x
®) dx ch?2x © I ch?4x

2 2 2y 2y o2
(d) ICh X2 2SI X g = [EbEXZSh Xsh de:j( 1 —ljdx=—cthx—x+C.

2 x sh? x sh? x

Trigonometrijski kosinus i sinus vezani su uz kruznicu, buduci da su cos t i sint koordinate tocke koja
omeduje luk duljine t na jedini¢noj kruznici (v.sL.5.).
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A
y
(cos t,sin 7)
X+y =1 ;
ili »
x'
X=cost
y=sint
Slika 5.

Drugim rije¢ima X=cost, y=sint parametarske su jednadzbe jediniéne kruznice X*+y* = 1.

Na sli¢an na&in su i hiperboli¢ki kosinus i sinus vezani uz jediniénu hiperbolu X —y*=1 (otuda i njihovo
ime). Naime, iz identiteta ch’t—sh’t=1 slijedi dasu Xx=cht, y=sht parametarske jednadzbe jedini¢ne
hiperbole X —y*=1. (v.s1.6.)

A
y
X -y =1 )
. N Ve
ili N | _
X=cht il AN .vc
AN
y=sht
Slika 6.

Geometrijsko znacenje parametra t, u slucaju parametrizacije kruznice, poznato nam je. To je mjera luka
kruznice. Znacenje parametra t u slucaju parametrizacije hiperbole za sada ne znamo, no dokazat ¢emo da je
t mjera osjencene povrsine na sl.7.
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A
J)
xy)
. )
Pl
1
P=t >
X
A
r=ch %)
y=sht
P2
1
Slika 7. Slika 8.
lp_p-p —lxy—fydx—lshzt—jshztdt =
5 1Ty 1 1 0
t
:lsth —lJ.(Cth —Ddt =lsh2t —lsth +lt :lt ,
4 23 4 4 2 2

tj. P=t, §to smo i Zeljeli dokazati.

Dakle, hiperbolicki kosinus i sinus pridruzuju povrsini omedenoj hiperbolom koordinate tocke koja definira
tu povrsinu (kao Sto trigonometrijski kosinus i sinus pridruzuju luku kruznice koordinate toc¢ke koja definira
luk).

Ipak, veza hiperbolnih i trigonometrijskih funkcija najbolje se vidi u podru¢ju kompleksnih brojeva. Iz
razvoja u redove potencija lako se nalazi

2 4 6 s N2 RN N
cosx=1——+x——x—+...=1+(lx) +(1X) +(1X) +...=ch(ix),
21 4 6l 2! 4l 6!

.3 .5 7 ‘N3 LN} v/
isinx:ix—i+i—i+...=ix+(IX) +(1X) +(1X) +...=sh(ix),
357 3! s! 7
itgx= SX _SNOX) g i etgx=— =L Zicth(ix)
cosX  ch(ix) tgXx  th(ix)

VEZA TRIGONOMETRIJSKIH I HIPERBOLNIH FUNKCIJA
sin(ix) =ish(X), sh(ix) =isin(X), cos(ixX) =ch x, ch(ix) = cos X

t(ix) = i th(X), th(ix) =itg X, ctg(iX) = —icth(X),  cth(iX) =—ictg X
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PRIMJER 3.
Razvijmo u red potencija funkcije th X i cth x.
RjesSenje:

zcthz_ze’v2+ex/2_§ex+l_§+ X
272 2e - 2e%-1 2 e*-1l

Prema 7.4 primjer 5. slijedi:

X = B
2 2n_y2n

X_
27 2 Z(@2n)

2

gdje su B,, Bernoullijevi brojevi. UvrStavanjem 2X umjesto X i dijeljenjem s X kona¢no nalazimo
0 2n

2 2n-1
chtx= ZmBZnX .

n=0

Uz pomoc¢ identiteta th X = 2cth (2X)= — cth X nalazimo

1z tih razvoja i ve¢ dokazanih veza tg X = — th (iX), ctg X = — cth (iX), lako nalazimo razvoje funkcija tg X i
ctg X.

RAZVOJI TANGENSA I KOTANGENSA

2n s~2n
th Z( 1)n+1 2 (2 )anXZn—l thX:Z

(2n)! ~  (2n)!

2n i © 22n o

ctgX = E 1 X" cthx=§ B, x*"
B4 (2 e = Cl

(e}

. S , (n+1 n+1 n+1 n+1
gdje su By, Bernoullijevi brojevi odredeni s By = 11 0 B, + B, + B, +...+ B, =

(Za sve neparne n, osim By, B, = 0.)

Funkcije inverzne hiperbolickim funkcijama zovemo area funkcijama (area — lat. povr§ina), jer one
koordinatama tocke na jedini¢noj hiperboli pridruzuju odgovarajuce povrsine. (Sjetimo se da smo funkcije
inverzne trigonometrijskim funkcijama zvali arkus funkcijama , arcus — lat. luk.)

Upotrebom testa invertibilnosti (usp. 5.4.) lako ¢emo ustanoviti da je funkcija sh X invertibilna na ¢itavom
podrucju realnih brojeva ( — o, ), funkcija ch X invertibilna je na intervalu [0, ), th X na intervalu

(— L1) i cthX naunijiintervala ( — o0, — 1) i (1, «.)
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Zrcaljenjem grafova hiperbolickih funkcija oko pravca y=X lako nalazimo grafove area funkcija (v.sl. 9,
10, 111 12.).

A A
y y
y=arch x
y=arsh x
X > X
Slika 9. Slika 10.
A
.V
I A | | |
[ y l I
| l | |
[ [ I I
| | | |
| y=arth X | | |
| | | |
: : y=arcth x : :
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | - } } >
—11 ] X =1 11 .
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
[ I I I
| | | |
| | | |
| | | |
| | I |
| | | |
I | | |
[ | | |
I | | |
I | | |
Slika 11. Slika 12.

Hiperbolicke funkcije mozemo eksplicitno izraziti pomocu eksponencijalnih, pa s pravom o¢ekujemo da se
njihovi inverzi, area funkcije, mogu eksplicitno izraziti pomocu logaritamskih funkcija. Ne primjer,

y=arshX znati X=shy= (e’ —e¥)/2, odakle mnoZzenjem s 2¢’ slijedi 2e¢’x=¢’e’ —e V¢, tj.
') —2x(e¥)-1=0.

Rjesavanjem te kvadratne jednadzbe za €’ (¢ > 0 pa moramo odabrati pozitivno rjeenje) dobit ¢emo
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ey =X+ X +1

odakle slijedi

y:ln(x+\/x2+1), arshx:ln(x+\/x2+1j.
Sli¢no bismo nasli da je

arcthln(XJr\/X2 —1), za X>1.

PRIMJER 4.
Izra¢unajmo arsh 5.
Rjesenje:

arsh5 = ln[S +4/5% + 1) ~In(10.1)~ 2.31.

Derivacije area funkcija nalazimo lako. [zy=arshX i x=shy slijedi

darshx dy 1 1 1 1

dx  dx dxdy chy flish’y 1+xd

Sliéno bismo nasli

darchx 1
N

Odavde neposredno slijede odgovarajuca pravila integriranja:

=arshX+C=1n[X+\/1+X2)+C

x> 1).

J' dx
NIED'S

dx
J. =archXx+C=1In X+\/X2—1)+C
VX -1 (

PRIMJER 5.

Izracunajmo diarch\/ x> +1, x=0.
X

. =
esenje:
L]
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1
zaX>0
d 2 1 2X 1 X VxZ +1
—archvVXx“ +1= = = 1
dx VX +1-1 20 +1  /x2 x2 +1 — zax<0.
2
X" +1

Preostale area funkcije istrazuju se na sli¢an nacin; rezultate navodimo u sljede¢em okviru.

AREA FUNKCIJE
arshx:ln(x+1/X2+IJ darshx 1
dx N
archlen(x+ /Xz—lj darchx= 1 sl
dx 2 —1
arthx:lln 1+x darthx: 1 _ |X|<1,
2 1-Xx dx 1—x
arcthx:lln X+1 darcthx= 1 , x|>1,
2 Ax-l dx 1-x?

I dx =ln(x+\/x2+lj+c .[ dx =ln(x+\/x2—1j+C,x|>l,

x* +1 VXt -1
ln[H—Xj+C,
1-x

1

2

1. (x+1
Eln(ﬁj—i—c, |XI >1.

X|<1,
I+ x

1-Xx

J' dx =lln

+C =
1-x3> 2

7.7 BESKONACNO MNOZENJE

Svaki polinom n-tog stupnja y = a + bx+...+¢cx"™' "dx" ima n kompleksnih korijena X, X,, ..., X, (koji
mogu biti viSestruki) i moze se prikazati kao produkt linearnih faktora sljedeceg oblika:

y=dX=X) (X=%)"...* (X—Xn).

Polinom nije jednozna¢no odreden svojim korijenima X;, X, ..., X,. Za to je potreban jo§ jedan podatak. U
gornjoj faktorizaciji to je njegov vodeci koeficijent d. To moze biti i njegova vrijednost u nuli, tj. njegov

slobodni koeficijent a:
y=a[1—lJ£1—ij-...-(1—lJ.
X Xy Xn

Lako je provjeriti da polinom s desne strane ima koeficijente X;, X, ..., X,, te da mu je vrijednost u nuli &, §to
znaci da je i ova faktorizacija valjana.
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Beskonacni polinomi y = ay+ a;Xx+ a, X+ a;x+... imaju beskona¢no mnogo kompleksnih korijena
X1, %2, X3, ..., pa mozemo ocekivati da njihova faktorizacija (ako postoji) ima beskona¢no mnogo faktora:

el

(Uocimo da faktorizacija oblika ¥y = d(X—X;) (X—X,)* ... nije moguca, jer beskona¢ni polinomi nemaju
vodec¢i koeficijent d.)

PRIMJER 1.
Kako bi, ako postoji, izgledala faktorizacija funkcija (beskonacnih polinoma) sinX i cosX?
Rjesenje:

.. sinX
Funkcija s

ima korijene *m, +27, +3m7, .... Dakle,
SO _ X e 2= e - e
X T T 27 2 RV 3
2 2 2
sinx=x| 1-— | 1-—— | 1-—=—1....
Vs (2r) ()

Funkcija cos X ima korijene *5/2, +37/2, +57/2, .... Dakle,
COSX= (1 - %j(l + %J[l - EJEI + gj(l - %j(l + ﬁj ..
T T 3z 3z 51 5
(i@t @, @’
72_2 (372_)2 (57[)2 oo

Nakon §to precizno definiramo beskonacno mnozenje iz prethodnog primjera, dokazat ¢emo da su dobivene
faktorizacije to¢ne.

FAKTORIZACIJA SINUSA I KOSINUSA

. x* X x* ® X
sin X= X{l —7J(1 - (27[)2 J(l — (37[)2 J— Xln_!(l — (n”)zj

4x? 4x? 4x2 * 4x>
COSX = (1 - = j{l — (3”)2 J(l — (5”)2 J = H(l — (n;r)2 }

Pozabavimo se dakle postupkom mnozenja beskonacnog broja faktora, koje ¢emo krace zvati beskona¢nim
mnozenjem. Da bi takvo beskona¢no mnozenje imalo beskona¢ni produkt nuzno je (Sto ¢emo uskoro
dokazati) da njegovi faktori teze prema 1, pa ¢emo ih zato prikazivati u obliku (1+an).
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PRODUKT BESKONACNOG MNOZENJA

Beskonacno mnozenje je postupak u kojem treba pomnoziti beskonacno mnogo faktora:

(1+al)(1+a2)(1+a3)-...=ﬁ(l+ai).
i=1

Broj P, = H (I+a)=(1+4a)-...-(1+a,) zovemo n-tim djelomi¢nim produktom beskonacnog
i=1

mnozenja H(l +3).
i=1

Ako niz djelomi¢nih produkata P;, P,, Ps, ... konvergira prema P, za n—o, onda kazemo da beskonacno

mnozenje H (1+4&) konvergira, i da mu je produkt P. To zapisujemo ovako:
i-1

[Ta+a)=P.
i=1

Ako H (1+4a) ne konvergira, tj. ako divergira, onda kazemo da beskona¢no mnozenje nema produkta.
i=1

Ako H(l +a,) konvergira (tj. ima produkt) onda postoji lim P, inaravno lim P, =lim P,_,, odakle
n—o0

i=1 n— n—o
slijedi
lim P,
lim(1+a,)=lim—"=-"22 " _1 . lima,=0.
n—o n—oo Pn—l lim Pn—l n—oo
n—o

NUZNI UVJET KONVERGENCIJE

Uvjet lima, =0 nuZzan je uvjet konvergencije beskonacnog mnozenja H(l +a,) . Dakle, ako produkt

n—oo
n=1

postoji onda je lima,=0.Akoje lima, #0 onda produkt ne postoji.
n—oo nN—oo

Uvjet lima, =0 nije dovoljan uvjet konvergencije. Uz taj uvjet H(l +a,)) moze, ali i ne mora imati
n—oo n=1
produkt. Da bi se to odlucilo potrebna je daljnja analiza.

PRIMJER 2.

1
1-x

Dokazimo da je H 1+ X )=

n=0

,zasvaki|x|<1.

RjesSenje:
Izra¢unajmo djelomi¢ne produkte Pp.
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=AY XD AT ) =1 xR+ o+ X (erje
1+2+4+...+2"" =2"—1). Dakle,

, za svaki |X| <1.
n—oo

limPn:1+X+X2+X3+...:ZX“=1 !

(Uocimo da je tada zadovoljen nuzan uvjet konvergencije.)

Zainteresiranom c¢itatelju sada nudimo i dokaz da su gornje faktorizacije funkcija sin X i cos X to¢ne.
Dokazimo najprije da vrijedi

N-1
) aN —pN =@’ —bH)[ (@ - 2abcos % + b?).
(1) ( )H( cos N +b%)

n=1

Prema De Moivreovoj formuli (usp. okvir u 7.5) kompleksni korijeni polinoma y = x* ' su

2szil;coszzn—Nﬂ-iisinznﬂ,zan=1,..., N-1.

Zato X*—1 mozemo faktorizirati na sljedeé¢i nadin:

N-I1[
N —1=(X2 —I)H cosn—”+isinn—”} X—[cosn—ﬂ—isinn—ﬂj
oL N N N N

:(x2_1)1,j (x—cos%) +[sin%J ] (x* —l)lﬁ{[x —2XCosW+IH

Uvritavanjem X = a/bimnozenjems b*™ dobijamo (1).

Primijetimo zatim da vrijedi

o 2N (™ 2N
shﬂX:e”"—e_”x ~ lim 2N 2N

X 27X N—w 271X

(2)
Naime (usp. 6.2), iz e=lim(l+ h)'" slijedi e = lim(1+y/m)™, dakle ¢’ = lim(1+ y/m)™, iz Gega za m
—> m—ow m—o

=2N iy = *ax slijedi (2).

Limes izraza na desnoj strani od (2) izracunat ¢emo primjenom formule (1) uz
a= (1tzx/2N) i b = (1-wx/2N).

2N 2N
1+ﬁ — l_ﬁ
2N 2N) 1 27z><”1 X S 21_7r2X2 nz X
27X 2zx N 4N? N N 4N?

n=l1
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Dakle,

tg —J lim H4s1n —

Bududi da je ling sh(zx) /(7X) =1, uvrStavanjem X = 0 u gornju jednadzbu nalazimo da je desni limes 1, pa
X—>!

je

shzx . N4 X L, nzm
= lim 1+ S-cotgt — .
X N—0 nol 4N 2N

Uzimajuéi u obzir (usp. 7.4 primjer 5), daje tga = a + a’/3+..., tj. dase tga za a0 ponasa kao c,
zakljuéujemo da se ctg’a ponasa kao 1/a’, odakle slijedi

N-1 2,2 2 N-1 2 © 2
S i T 1+ 225 2N = i [ 1425 =T 1+ 5.
X No= | 4N? \nz Nt 4 2 n’
Odavde (uvrs§tavanjem X/7t za X, te potom iX za X) slijedi
shx X2 sin X
—= l+—— l-——

jer je sin X/X = sh (iX)/(iX) (usp. Okvir o vezi trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija u 7.6). Sli¢no se
dokazuje i valjanost faktorizacije kosinusa.

PRIMJER 3.

Funkecija ctg X nema realnih nultocaka ali ima beskonacno mnogo prekidau X = 0, *x, +27,
*3m, ...(v.sl. 19.1 6.2). Funkcije 1/x, 1/(X—m), 1/(X+ &), 1/(X—27), 1/(X+ 271), ... imaju
beskonacne prekide u X = 0, +m;, =2, +3u, ..., pa njihov beskonacni zbroj ima iste prekide kao i
ctg X. Dokazimo da je ctg X zapravo jednak tom zbroju:

ctgX = 1+1+l+1+ —i
BAZ- x+27r X+7 X X—7 x27r

Rjesenje:

Logaritmiranjem jednakosti
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sinX = X
=[1-—==
X ol n'z

© X2
InsinX—Inx= zm(l —ﬁj .

nalazimo

=1 n“z

Integriranjem nalazimo

I < 1 = 1
cth—— Z R 2,0tgx=;+2[x n7r j:z

) o X+nz) i x-nz’
RAZVOJ KOTANGENSA
ctgX= i !
&~ x-nrx

PRIMJER 4.
Usporedujuci razvoje kotangensa iz ovog odjeljka (vidi gornji okvir i odgovarajuci okvir u 7.6)

o0
izraunajmo sumu Zl/ NP, za sve parne p.
n=1

RjesSenje:

Iz razmatranja koja su prethodila ovom primjeru neposredno slijedi

3) mXctgax= =1+2x*
(3) mxetg ngwx_ ;Xz_n

S druge strane, iz razvoja kotangensa koji smo nasli u 7.6 (usp. okvir u 7.6) slijedi

(4) xctgax= 1+Z( 1)

Razvoj (3) mozemo transformirati koristeci se razvojem u geometrijski red:

2x* (x/n)? = (%"
-n? 1 (x/n)? __2,;‘(FJ'

Dakle,

) o 2k ) 0
1
(5) mctgmx=1+3 (—22 X—ZkJ=1+§ (—2 zjz".
k=1 n n=1 n

n=1 k=1
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Usporedujuci (4) i (5) kona¢no nalazimo

22k71

S k+
ZTZ(_I) l(2k)!sz”

2k

ZL_I‘FL'}—L‘FL i_|_ —7[_2
n’ 2232 4 57 6’
ZL—H LIS B S
n* 24 3% 4t 50 90’
Zi—l i L+i i_’_ —”_6
n® 20 36 46 56 945’

i tako dalje (usp. 8.3 primjer 19).

Problem izracunavanja suma harmonijskih p-redova postavio je J. Bernoulli u jednom testu pisanom u
Baselu, pa je on otada poznat kao baselski problem. Za parne brojeve p rijesio ga je L. Euler (na gornji
nacin), a za neparne brojeve p on do danas nije rijeSen.

EULEROVO RJESENJE BASELSKOG PROBLEMA

Za sve parne brojeve p:

o0 p_l
Zip:1+Lp+ip+lp+...=(—1)p/2“2—8p7rp,
“~n P L (p)!

gdje su B, Bernoullijevi brojevi iz 7.4 primjer 5 (usp. i 7.6 okvir o razvoju tangensa i kotangensa).

Bernoullijevi brojevi javljaju se i kao slobodni koeficijenti Bernoullijevih polinoma, ¢iji su integrali jednaki
kona¢nim sumama potencija prirodnih brojeva:

n-1 n
i:1+2+...+(n—1):j(x—ljdx=n——ﬂ,

i1 0 2 2 2

n-1 n 3 2
i=1"+27+...+(n-1)? =J'(x2 —x+ljdx—n——n—+ﬂ,

i=1 0 6 3 2 6

n-1 n 4 3 2
dYit=r+2'+ .+ (n-1)’ :I X =3y 4Ly ax=_n.n
2" T 4 2 4

i= 0

i tako dalje. To pokazujemo u zadnjem primjeru ovog odjeljka.
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PRIMJER 5.

n-1 n
Suma potencija prirodnih brojeva Zxk aproksimirana je integralom kadx (v. sliku 1).
=0 0

-1

S

n
XX zjxkdx
0

x
I
(=1

Odredimo polinome k-toga stupnja By(X) = X+ ...+ bx+ a, takve da bude to¢no (a ne samo
aproksimativno, kao za Xk):

n-1 n n
©6) ¥ x =j(xk +ootbX+ a)dx:jBk(x)dx.
x=0 0 0
A
y - y=x
(n-1)
2 o
lk
0 1 2 3 n—1 n X>
Slika 1.
RjesSenje:
1z zahtjeva (6) neposredno slijedi
n+l1 n+1 n n n—-1
IBk(x)dx: jBk(x)dx— j B, (x)dx=>"x* = > x* =n*
n 0 0 x=0 X=0

Sto (uz zahtjev da vode¢i koeficijent od By(X) mora biti 1) jednoznacno odreduje koeficijente polinoma
Bi(X). Na primjer, za k = 3 imamo:

n+1

" " bx* cox x*
n® = jB3(x)dx= 'f(a+ bx+cx? + X )dX = | ax+ —— + — + —
n n 2 3 4

n

=(a+9+3+l +(b+c+Dn+ c+ 2 4.
2 3 4 2

Usporedivanjem koeficijenata na lijevoj i desnoj strani dobivamo sljedeci sustav za nepoznate
koeficijente a, bi c:
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b c 1
a+—+—+—=0
2 3 4
b+c+1=0

c+§=0
2
1=1

Ovakvi trokutasti sustavi uvijek imaju jednoznaéno rjesenje. U naSem slucaju (za k = 3) ¢ = -3/2,
b=1/2ia= 0. Dakle, B;(X) = X3 — 3X/2 + X/2, pa je

>

n
NG :J(x3 —3x%/2+x/2)dx=n*/4-n*/2+n*/4
0

i
(=]

X:

n-1
(usp. gore). Tako mozemo izra¢unati svaki By(X) i svaku sumu z x.
x=0

S druge strane, deriviranjem definicione relacije za By(X) nalazimo:

n+1 n+1

ket 4 J.Bk(x)dx—— jBk(x)dx —.[Bk(x)dx B.(n+1)— B, (n).
Odavde slijedi
7 k-0 =B (1)~ B (0)

k1" = B(2) - B.(D)
k-2 = B,(3)- B,(2)

k-(n=D*" =B ()~ B, (n-1)
$to nakon zbrajanja svih jednadzbi daje
KO +1" 2% 4+ (n=-D*") =B (n) - B(0) .

1z (6) sada neposredno slijedi
n
8) B (n)=k| B, (xdx+B,(0).
0

Ako znamo vrijednosti By = By(0), onda iz (8) moZzemo rekonstruirati sve polinome By(X):
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B(X)=x+B

X 5 2
B, (x) =2[ (x+ B))dx+B, = X +(J81x+ B,
0

h 2 2 3 3 2 3
B,(x)=3[| X" + | [Bx+ B, By =x+| B +| ] [Byx+ By
0

k k k
B, (X) = X +[ jaxk—‘ +( JBzxk‘z +...+( JBk_lx+ B,
1 2 k-1

Uvrstimo li X = 1 u zdanju jednakost i uzmemo li u obzir da je B(0) = By(1 (usp. (7)), naci ¢emo da je

B, =1 X X B : B B
K = J{JBIJ{ZJ 2+m+(k—lj -1+ By
\ B X X B : B, =0
(Oj OJ{JBI +(2J 2+...+(k_J 1 =0.

Buduc¢i da je to definiciono svojstvo Bernoullijevih brojeva (usp. 7.4 primjer 5) slijedi da su vrijednosti By(0)
zapravo Bernoullijevi brojevi.

to jest (uz uvodenje By = 1)
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