TAYLOROVA FORMULA I DODIRI VISEG REDA

Zvonimir SIKIC, Zagreb
I. Dodiri viSeg reda

Problem 1.: Ispitajmo odnos funkcije f (x) = 0ifunkcijag, (x) = x, 8, (x) = a7,
ge (x) = %2 itd,, u tolki x = 0.
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0. Grafovi funkcija f i g, sijeku se u ishodidtu, tj. f(0) — g4 (0) = 0
ili
lim (f (¥) — go(x)) = 0.
x=wl]
Kazemo da funkcije f i gy imaju u tocki 0 dodir nultoga reda.
1. lim (f (x) — g, (x)) = 0, tj. f i g, imaju u tocki 0 dodir nultoga reda. Ali i
nakon d;;::iienin s x (koji teZi prema nuli) ostaje
jim @ —&a® _

=il x

Kazemo da funkcije f 1 g, imaju u rocki 0 dodir prvoga reda.



2, lim(f(x) — 2. {x)) =0, 1j. f1ig, imaju u tolki 0 dodir nultoga reda.
=

lim f-('ﬂ — 8 =0, tj. fi g, imaju u tofki 0 dodir prvoga reda. Ali ak i nakon
K=l X
dijeljenja s x? (koji te#i nuli brZe od x) ostaje

lirn _[{-":]_—_gg_ (x) =k

-ab A
Kazemo da funkcije f i g2 imaju u toéki 0 dodir drugog reda i tako dalje.

Definicija. Za funkcije f i g kaZemo da imaju u tolki ¢ dodir #-toga reda
(rn = 0,1,2,...) ako je
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Iz definicije neposredno proizlaz

Teorem 1. Ako funkcije f i g imaju u tocki @ dodir n-toga reda, onda one
imaju v tolki @ 1 dodir k-tog reda za k < n.

Teorem 2. Funkcije fig iz C" [a — =, a - ] imaju u totki ¢ dodir a-toga
reda ako je, i samo ako je, f(a) = g (a), f (@) =g’ (@), ..., " (a) = g" (@)

Dokaz. Razliku funkcija f i g oznadimo sa p; p(x) = f(x) — g (x).
1. Pretpostavimo da j i g imaju u to&ki @ dodir n-toga reda:
imf@th—g@th . plth_,
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Dakle, p(a) = 0. Odavde, po L'Hospitalovu pravilu 1) proizlazi

Dakle, ' (a) = 0. Odavde, po L Hospitalovu pravilu proizlazi
0 = lLim i e o) ST _E:r,':“__i"rﬂ_
B0 phtl w0 n(n — 1)h"2
Dakle, p” (a) = 0.
Ponavljajuéi ovaj postupak lako dokazujemo da je i
P (@) = p (@) = ... = p™ (a) = 0.
DakKle, f (@) = g (a), £ (a) = g (a), 17 (8) = ¢” (@), .., f* (a) = 5" ().
2. Pretpostavimo da je :
f(a) =g (a), (@) =g (a) £ (@) =" (@) ..., [ (&) = &" (a).
Tada je
P@ =1 (@) =p" (@ =... =4 (@) =0,



sa primfenom L'Hospitalova pravila dobivamo!
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h+0 h" B0 h>0 gl
o S i ':ﬂl]‘
TR e im. SRSTNRRBRI e o/ S
0 2 (n — 1) A" f0 n!

tj. ¥ 1 g imaju u a dodir n-toga reda.
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II. Taylorova formula

Problem 2.: Mode li se funku;.a f iz C*"|a — =, a -+ £] aproksimirati polino-
mom n-toga stupnja 0, koji bi s njom u tocki a imao dodir najvifega reda?

Teorem 3. Postoji jedan jedini polinom n-toga stupnja 0, koji u tocki a s
funkeijom f iz C" [a — &, a + €] ima dodir n-toga reda. Polinom 0, je oblika

0.9 =f@+7 @G —a+f @EZL gy @

Svaki drugi polinom n-toga stupnja Q, =0, ima s funkcijom f u tocki a dodir
reda manjeg od n (ako uopée ima dodir sa f).
Prije dokaza teorema 3. dokazat ¢emo jednu lemu.

Lema. Polinom n-toga stupnja P, jednoznaéno je odreden vrijednostima
P, (a), P, (a), P, (a),..., P™(a) i za bilo koji odabir ovih vrijednosti moguce
je naéi polinom P,, takav da on i njegove derivacije primaju u tocki a ba$ te vri-
jednost.

Dokaz, Neka je P, (x) = ¢cg 4 ¢, % + cax* 4- ... + ¢, x". Polinom P, defi-
niramo na sljededi nadin:
(1) B, (K =P, (a+ k), 1.
(2) P W=cotal@thteal@atrhis-...+cla+h)=

=g + 6h + h® + . ..+ A"
1z (1) (deriviranjem pu ht) proizlazi
(3)  P.(0) = P.(a), P, (0) =P, (a), P, (0) P, (@), ..., =P (0) = P (a).
Iz (2) (deriviranjem po k) proizlazi
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(4) o =P, (0), &, = P, (0), z
Iz (1), (2,), (3) i (4) proizlazi
(5) P,(a-h) =P, (a) + P,(a) h + P, (a) ;‘f + ...+ P (a) f'j

* WVedi broj razli¢itih teorema naziva se L’ Hospitalovim pravilom. Mi mislimo na ovu verziju:
ioa . *(x)
akosufigizC'[a — gy a + ¢] i f{a) = g (a) = Donda je llmf{ ) = lim {fn{u ako postoji je-
nm&’{-ﬂ' x—wa K (x)
dan limes onda postogi i dT“El i _!Edﬂﬂkl sul. UJ ﬂhlt'ﬂ-:l'l.l-f |::|,':|- = x® dokaz je sasvim jednostavan.



ili uz supstituciju a - h = x

(x — o)

(6) P, (x) = P,(a) + P,(a)(x — a) + P/ (a)

- P (@) E= )
n!

Formula (6) pokazuje kako je mogude, uz bilo koji odabir vrijednosti polinoma
i njegovih n derivacija u jednoj jedinoj to&ki 4, uistinu i konstruirati takav polinom
n-tog stupnja da on i njegove derivacije primaju u tocki a ba$ te vrijednosti.
Neka je, nadalje, S, polinom n-toga stupnja za koji vrijedi
Sn(a) = P, (a), S, (a) = P, (a), S, (@) = P (a), ..., S (a) = P (a)
Tuda za razliku R, polinoma P, i 5, (R, (x) = P, (x) — S, (x)) vrijedi
R, (a) = R, (a) = R, (&) = ... = R® (a) = 0.

Odavde, prema (6), proizlazi da je B, (x) = 0, §. P, (%) = §, (x).
Q.E.D.
Dokaz teorema 3. Prema lemi, uvieti

(1) Ou(@)=f(a), Oy(@) =f"(a), O (a) =f" (@), ..., 0 (a) = f (a)

odreduju, i to jednoznaéno, polinom n-toga stupnja O,. Prema teoremu 2. polinom
0, ima u tocki a dodir n-toga reda s funkcijom f. Za bilo koji polinom n-toga
stupnja Q, (x) # O, (x) postoji (prema lemi) k& < n takav da je

(8) O (a) # PL¥ (a).
Iz (7) i (8), prema teoremu 2, proizlazi da O, i f imaju, u toki a, dodir reda
nizeg od n.

Iz formule (6) (koja vrijedi za svaki polinom P,) i uvijeta (7) (koje zadovoljava
nas polinom 0,) proizlazi da je

9) 0. () =@+ (@) (x —a) + @ E=L 4 g o ) {x-,,_'.'ﬂjn
Q.E.D.

Polinom O, iz teorema 3. zvat éemo n-tom oskulacijskom aproksimacijom
funkcije f u tocki a, jer on (prema teoremu 3) od svih polinom n-toga stupnja ima
s funkcijom f, u toéki a, najbliskiji dodir.

Problem 3: S kojom tofno$éu n-ta oskulacijska aproksimacija funkcije f u
tocki a (oznatili smo je s 0,) aproksimira funkciju f.

Teorem 4 (Taylorova formula). Greska n-te oskulacijske aproksimacije
(u tocki a) funkcije f iz C™*! je
{x T ﬂ'}nl 1 1 /=
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gdie je vrijednost % smijeitena izmedu a i «.

(10) Ry (x) =
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Dokaz. n-ta oskulacijska aproksimacija funkcije f, u tocki a, zadovoljava
uvjete (7) (prema dokazu teorema 3). Stoga za R, (x) = f(x) — O, {x) vrijedi

(11) Ro@=R.(@)=R,/(a)=...=R"(g) =0,
Nadimo sada funkciju F(z) koja uz ove iste uvjete
(12) Fl@y=F(a)=F'(a)=...=F"{g) =0
Ispunjava 1 uvjet
(13) F(x) = 0.
O¢ito je (prema (11)) da funkcija
(14) F(z)=R,(2) — (g — a1 H
uz ovaj odabir konstante A
(15) g Rax)
(x — a)**!

ispunjava sve traZene uvjete (12) i (13).

Iz F(a) = F(x) = 0 proizlazi (prema Rolleovu teoremu) F'(£,) =0 za I,
izmedu a 1 x.

Iz F'(a) = F'(%;) = 0 proizlazi (na isti natin) F" (£,) = 0 za £, izmedu
a i £;; dakle izmedu o i x.

Iz F" (a) = F" (5,;) = 0 proizlazi F""' (£;) = 0 za izmedu a i £,; dakle izmedu
aik,; dakle izmedu a i x itd. do
(16) Fmih(Ey =0 za € izmedu a i &,
dakle izmedu a i £, ;... ; dakle izmedu a 1 x.

No uzmemo li u obzir da je R, = f — 0, i da je O, polinom n-toga stupnija.
jasno je da uzastopnim deriviranjem funkeije F iz (14) dobivamo

(17) FOHHE) = J Q) — (n 4 T) T .
(16) i (17) daju
o fiu—'li'@

(18 (n+ 1)1

(18) i (15) daju (10).
Q.E.D.



