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1. U jednom babilonskom tekstu (iz doba Seleukida) suma
kvadrata predstavljena je u neuobifajenom obliku:

(1) - 12422432+ o 4m2=13(14+2M(1+2+4+ - - - +n).

U nafe vrijeme ta se suma obifno predstavlja u obliku:
(2) 124224324 . .o 2= 16 (1 +20) (1 + ).

Da su obje formule jednako valjane slijedi iz poznate jednakosti:
(3) | +24+3+ -+« +n=1{2(1+n)n

Kako to da se u babilonskom tekstu pojavljuje oblik (1)? Koje razmat-
ranje dovedi bas do tog oblika? Zanimljivu rekonstrukciju, koja vodi na taj
oblik, zahvaljujemo J. E. Hofmannu. Prije nego opifemo tu rekonstrukciju,
navest ¢emo dva razloga koji je &ine zanimljivom.

a) Ta je rekonstrukecija izvedena u duhu pitagorejske aritmetike, za koju
se¢ smatra da je imala malo zajednitkog (7) sa babilonskom (numerifkom) arit-
metikom.

b) Formula (2) esto se koristi u nastavi kao primjer na kojem se vjeZba
metoda dokazivanja matematiCkom indukcijom. Kako? Dade se ta formula, pa
se potom trazi da ufenik (ili student) dokaZe da je valjana. Onaj kome se
formula dade esto osjeca nedostatak metode kojom bi doSae do te formule.
Rekonstrukcija, koju ¢emo opisati, pruZa elementaran nadin da se dode do
te formule.

2. Svaki je broj mnodtvo sastavljeno od jedinica. Nih (jedinice) éemo, na
papiru, predstavljati malenim kruZi¢ima (pitagorejci su se sluZili kamen&i¢ima —
itet). Poredamo li mnoftvo kruZi¢a, koje predstavlja jedan broj, u redove i
stupce, koji tvore kvadrat, dobit éemo ,kvadrat kruZiéa*, koji predstavlja
kvadratni broj (vidi sl. 1).

Svaki ,,kvadrat kruZi¢a‘ nastaje iz prethodnog dodavanjem jednog mnos-
tva kruZiéa, koji su na slici nezatamnjeni, svijetli. Taj dodatak zove se gnomon!

.'“"L-?;:'l-mn je (izvorno) kazalfka sunfanog sata.



(yvéuat — prepoznati). Gnomoni koji se pojavljuju pri prelazu od prethodnog
na slijedeéi ,kvadrat kruZiéa* (vidi sl. 1) predstavljaju neparne brojeve. Svaki
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Slika 1

kvadrat kruZida® dade se, dakle, razloZiti na gnomone, Koji predstavljaju
neparne brojeve. Zapisano brojkama:

(4) =1, 22=1+43, 3=1+3+5....
Opéenito:
(3) me=1+34+5+--+2n-1)
Cemu je jednaka suma prvih n kvadratnih brojeva?
(6) 124224324 -+ - +02=7

Do odgovora dolazimo tako da izbrojimo koliko kruZica sadrZi figura
nastala nizanjem prvih a ,kradrata kruZiéa. Ako se radi o prva 4 ,kvadrata

kruZica*, figura izgleda ovako:

tatalies

Treba naéi uniformnu metodu izbrajanja kruziéa u figurama ovog tipa,
nezavisnu od broja, u njoj nanizanih, ,kvadrata kruZica*. Ideja je da se po-
¢etna figura nadopuni do pravokutnika, jer se broj kruZi¢a u ,,pravokutniku
kruFiéa® lako nalazi. Prikazat ¢emo kako se to radi na primjeru figure sa
slike 2.

Zrcalimo figuru sa slike 2 na slijedeéi nadin (vidi sl. 3).

Oéito je da ova figura ima dvostruko vise kruZica od pofetne figure
(slika 2). Svaki od ,kvadrata krufiéa®, iz kojih su izgradene ove figure, raz-
loZen je na svoje gnomone, 5to je na slikama naznadeno tako da su KruZici
pojedinog gnomona medu sobom spojeni.
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Slika 3

Ispunimo sada prazninu izmedu poletne figure i njene zrcalne slike svi-
jetlim kruZi¢ima na slijede¢i nadin:
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Broj svijetlih kruZiéa jednak je broju kruZi¢a podletne figure (slika 2)!
Kako to vidimo?

1) Izmedu posljednja dva tamna ,kvadrata kruZi¢a*, stranice 4, nalaze
se 4 svijetla kruZiéa (4 stupca svijetlh kruZiéa duljine 1). Oni odgovaraju
tamnim kruZid¢ima, koji se¢ nalaze u lijevom donjem kutu svakog od 4 , kvad-
rata kruZica* podetne figure.

2) Izmedu dva prethodna tamna ,kvadrata kruZiéa®, stranice 3=4-1,
nalaze se 3=4 -1 stupca svijetlih kruZi¢a duljine 3=142 (duljina stupca
preila je od 1 na 142, jer je sada na obje strane =zrcala stranica , kvadrata
kruZiéa** manja za 1, tj. praznina izmedu ,kvadrata kruZiéa** povecala se
za 2). Ti stupci svijetlih kruzida odgovaraju broju od 3=4—1 gnomona veli-
¢ine 3, koje nalazimo u svim ,kvadratima kruZi¢a*, osim u prvom (odatle
njihov broj, 4 - 1).

3) lzmedu dva slijedeéa (na lijevo) tamna ,kvadrata kruZi¢a', stranice
2=4-2, nalaze se 2=4-2 stupca svijetlih kruZi¢a duljine 5=1+2.2=
(1+2)+2 (duljina stupca prefla je sada od 142 na (142)+2, jer se opet
na obje strane zrcala stramica ,kvadrata kruZiéa** smanjila za I, tj. praznina
izmedu , kvadrata kruZica** povedala se za 2). Ti stupci svijetlih kruZica odgo-
varaju broju od 2=4—-2 gnomona velifine 5, koje nalazimo u svim ,kvad-
ratima kruZi¢a*‘, osim u prva 2 (odatle njihov broj, 4 —2).

4) Izmedu prva dva (slijeva) tamna ,kvadrata kruZiéa®, stranice 1 =4 -3,
nalazi se |1 =4 —3 stupac svijetlih kruZiéa duljine 7=1+3-2=((1+2)+2)+2
(duljina stupca prefla je sada od (1-+2)+2 na ((1+2)+2)+2, jer se opet na
obje strane zrcala stranica , kvadrata kruZiéa* smanjila za 1, tj. praznina iz-
medu , kvadrata kruZi¢a* povecala se opet za 2). Taj stupac odgovara prvom
gnomonu velidine 7, koji nalazimo samo u poslednjem ,kvadratu kruZicéa*:,

Svakom svijetlom kruziéu odgovara tocéno jedan tamni kruZi¢ poceine
figure, a time su ujedno i iscrpljeni svi kruZi¢i poletne figure. Slijedi, dakle,
da figura sa slike 4 ima trostruko viSe kruZiéa od pofetne figure (slika 2).

Jasno je da je ovo razmatranje nezavisno od broja | kvadrata kruZi¢a®
koji grade poletnu figuru (u nafem primjeru 4). Ako je poéetna figura izgra-
dena od prvih n (tamnih) ,kvadrata kruZi¢a‘s, tada se nakon zrcaljenja figure,
koje podvostrufuje broj kruZiéa, opet javlja praznina. Ona se popunjava svijet-
lim kruZi¢ima, &ji je broj jednak broju kruZi¢a pocetne figure. Kako to vidimo?

1) Izmedu posljednja dva tamna ,kvadrata kruZiéa*, stranice n, nalazi
se n svijetlih kruZiéa (n stupaca svijetlih kruZiéa duljine 1). Oni odgovaraju
tamnim kruZi¢ima, koji se nalaze u lijevom donjem kutu svakog od n ,kvad-
rata kKruZi¢a** pocéetne figure.

2) lzmedu dva prethodna tamna ,kvadrata kruZi¢a®, stranice n—1, na-
lazi se n— 1 stupaca svijetlih kruZi¢a duljine 3=1+2 (duljina stupaca preila
je od 1 na 142, jer je sada na obje strane zrcala stranica ,kvadrata kruZiéa*
manja za 1, tj. praznina izmedu ,kvadrata kruZiéa* povecala se za 2). Ti
stupci svijetlih kruZi¢a odgovaraju broju od n— 1 gnomona veliéine 3, koje na-
lazimo u svim ,kvadratima kruZiéa®, osim u prvom (odatle njihov broj, n— 1),

3) Izmedu dva slijedeéa (na lijevo) tamna ,kvadrata kruZica*, stranice
n—2, nalaze se n—2 stupca svijetlih kruZica duljine 5=1+42.2=(1+2)+2
(duljina stupca prefla je sada od 1+2 na (14 2)+2, jer se opet na obje strane
zrcala stranica ,kvadrata kruZzi¢a® smanjila za 1, tj. praznina izmedu , kvad-
rata kruZi¢a* povecéala za 2). Ti stupci svijetlih kruZi¢a odgovaraju broju od
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n—?2 gnomona velidine 5, koje nalazimo u svim ,kvadratima kruZi¢a*, osim
u prva 2 (odatle njihov broj, n—2).

n) Izmedu prva dva (slijeva) tamna , kvadrata kruZica*, stranicen—(n—1)=1,
nalazi se n—(n—1)=1 stupac svijetlih kruZi¢a duljine 2n—1=1+(n— 1):2
(duljina stupca preila je sada od 1+(n—2)-2 na 1+ (n— 1)-2, jer se opet na
obje strane zrcala stranica ,kvadrata kruZica® smanjila za 1, tj. praznina iz-
medu ,.kvadrata kruZi¢a** povecala se opet za 2). Taj stupac odgovara prvom
gnomonu velig¢ine 2n— 1, koji nalazimo samo u posljednjem (n-tom) . Kkvadratu
kruzi¢a®, tj. u svim ,kvadratima kruZi¢a*, osim u prvih n—1 (odatle njihov
broj, n—(n— 1)).

Ustanovili smo, dakle, da figura nastala nizanjem prvih a , kvadrata kru-
Jiéa* sadrZi trostruko manje kruZiéa od ,.pravokutnika kruZica®, koji nastaje
zrealjenjem podetne figure | popunjavanjem nastale praznine svijetlim kruZi¢ima.
Broj kruZi¢a u ,,pravokutniku kruzi¢a** lako se nalazi. On je jednak produktu
broja kruZi¢a na bazi pravokutnika sa brojem KruZica na njegovoj visini. Broj
kruZiéa na bazi pravokutnika jednak je sumi brojeva kruZica na stranicama
prvih n ,kvadrata kruZica*, dakle:

142434+ +n.

Broj kruziéa na visini pravokutnika jednak je broju kruZi¢a na stranici
ntog ,kvadrata kruZiéa* i njenoj zrcalnoj slici, uz jos 1 (svijetli) kruZié,
kojim je ispunjena praznina na zrcalnoj osi, dakle:

14+2n.
Broj kruZiéa u ,,pravokutniku kruZica* je, dakle:
(1+2m) (1 4243+ -+ +n).
Oblik (1) je neposredna posljedica ovog zakljugka.
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