
 

0. VJEŽBE – PONAVLJANJE 

0.1 Na visini h = 1 m, prema slici, nalazi se otvor cijevi iz koje izlazi mlaz fluida 

stalnom brzinom v = 8 m/s, pod kutom α = 49°. Uz pretpostavku idealnog fluida i 

uz zanemarenje trenja između zraka i fluida  odredite maksimalnu visinu H i 

duljinu L koju će mlaz dosegnuti. 

 

Rješenje:  
Mlaz fluida je sa svih strana okružen zrakom pod konstantnim atmosferskim tlakom, 

tako da je rezultirajuća sila tlaka na svaku česticu fluida u mlazu jednaka nuli, te od 

vanjskih sila ostaje samo sila težine. Prema tome, svaka čestica fluida u mlazu gibat će 

se poput materijalne točke u polju gravitacije (kosi hitac). Budući da svaka čestica u 

izlaznom mlazu ima brzinu v, dovoljno je promatrati gibanje jedne čestice fluida, a 

gibanje svih ostalih čestica će biti potpuno identično. Stoga će oblik mlaza biti jednak 

obliku putanje što bi ga opisala jedna materijalna točka izbačena brzinom v pod kutom 

α s visine h u odnosu na koordinatni sustav prikazan na slici. 

 

a gpa
v
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Gibanje se rastavlja u smjeru osi x i osi z. U svakom trenutku na česticu djeluje samo 

sila težine d dF m g= ⋅
d

d

, te prema drugom Newtonovom zakonu d dm a F⋅ =
d

d

, vrijedi 

a g=
  , ili 

 
2

x 2

d = 0
d

xa x
t

= =  (a) 

 
2

z 2

d = -
d

za z g
t

= =  (b) 

Jednadžbe (a) i (b) se integriraju u vremenu nakon čega slijedi: 

 x 1
d = =
d
xx v C
t

=  (c) 

 z 2
d = = - +
d
zz v g t C
t

=  (d) 

Konstante C1 i C2 se određuju iz početnih uvjeta. Vremenski trenutak t = 0 odgovara 

trenutku nailaska čestice fluida u točku A u kojoj su komponente brzine  

 x = cosv v α⋅  (e) 

 z = sinv v α⋅ ;  za   t=0 (f) 

Uvrštavanjem jednadžbi (e) i (f) u jednadžbe (c) i (d) slijedi da je  

 1 = cosC v α⋅    i (g) 

 2 = sinC v α⋅  (h) 
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odnosno vrijedi 

 x
d = = cos
d
x v v
t

α⋅  (i) 

 z
d = = sin
d
z v v gt
t

α⋅ −  (j) 

Integriranjem jednadžbi (i) i (j) dobije se promjena puta čestice fluida u vremenu: 

 3= cosx v t Cα⋅ ⋅ +  (k) 

 2
4

1= sin
2

z v t gt Cα⋅ ⋅ − +  (l) 

Konstante integracije C3 i C4 se ponovo dobiju iz početnih uvjeta, tj. U trenutku t = 0 

čestica fluida se nalazi u točki A s koordinatama x = xA = 0 i z = zA = h, što uvršteno u 

(k) i (l) daje: 3 = 0C  i  4 =C h , odnosno: 

 = cosx v tα⋅ ⋅  (m) 

 21= sin
2

z h v t gtα+ ⋅ ⋅ −  (n) 

Položaje točaka B i C moguće je odrediti iz jednadžbi (j), (m) i (n). 

Do točke B mlaz fluida ide prema gore, odnosno brzina vz je pozitivna, a nakon točke B 

brzina vz je negativna, što znači da je u točki B brzina vz jednaka nuli, te se iz jednadžbe 

(j) može izračunati vrijeme tB potrebno da čestica fluida dođe od točke A do točke B.  

 zB B B
sin= 0 = sin vv v g t t
g

αα ⋅
⋅ − ⇒ =  (o) 

Iz jednadžbi (m) i (n) za t = tB slijede koordinate točke B 

 
2

B
sin sin cos= cos 3,23 mv vx v
g g

α α αα ⋅ ⋅
⋅ ⋅ = =  (p) 

 ( )2

B

sin
= = + 2,86 m

2
v

z H h
g

α⋅
=  (q) 

U točki C je t = tC i zC = 0 te iz jednadžbe (n) slijedi 

 2
C C

10 = + sin
2

h v t g tα⋅ ⋅ − ⋅  (r) 

Rješenje kvadratne jednadžbe (r) je: 
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2 2

C
sin sin 2

=
v v gh

t
g

α α± +  (s) 

gdje je očito samo jedno rješenje fizikalno (tC mora biti pozitivno) 

 
2 2

C
sin sin 2

= 1,379 s
v v gh

t
g

α α+ +
=  (t) 

Uvrštenjem tC u jednadžbu (m) za x-koordinatu točke C slijedi: 

 C C= = cos 7,24 mx L v tα⋅ ⋅ =  (u) 

0.2 Čestica fluida giba se po zakrivljenoj putanji, prema slici. Odredite ubrzanje čestice 

fluida za slučaj da je brzina zadana u funkciji puta s, koji se mjeri duž putanje. 

 

Rješenje: 

Definirat ćemo lokalne jedinične vektore se  u smjeru putanje i ne u smjeru normale na 

putanju. Vektor brzine je tada 

 s s
d( ) ( )
d
sv v s e s e
t

= ⋅ =
d d d

 (a) 

Ako je putanja zakrivljena, tada je vektor se  promjenljiv. 

Ubrzanje čestice fluida je po definiciji 

 
d
d
va
t

=
d

d  (b) 

Budući da je ( )v v s=
  , po pravilima složenog deriviranja vrijedi: 
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[ ] 2 s
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dd d d d
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U svrhu određivanja derivacije sd
d
e
s

d

 putanja se lokalno zamijeni kružnicom polumjera 

R. 

Tada se može pisati  

 d ds R ϕ=  (d) 

 
( ) ( )s ss

0

d lim
d s

e s s e se
s s∆ →

+ ∆ −
=

∆

d d

d

 (e) 

  
Iz slike je: 

 ( ) ( )s s ne s s e s eα+ ∆ − = −
    (f) 

iz sličnosti trokuta ABC i A′BC′ slijedi: 

 
1

s
R

α∆
=  (g) 

pa vrijedi: 

 s n nd
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s R R

α
α
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d d d
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što uvršteno u izraz za ubrzanje daje: 
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



2

s n t s n n

normalnatangencijalna omponentaomponenta ubrzanjaubrzanja

d
d

v va v e e a e a e
s R

= − = +
d d d d d  (i) 

 

Zaključak:  Tangencijalna komponenta ubrzanja može gledati u smjeru se  ili 

obrnuto, a normalna komponenta ubrzanja uvijek gleda prema središtu zakrivljenosti 

putanje. 

 
Specijalni slučaj: Gibanje čestice fluida po kružnoj putanji polumjera R, uz konstantnu 

kutnu brzinu 
d konst.
d t
ϕω = =  

 

konst.v Rω= =  

t = 0a  

2
2

n
va R
R

ω= − = −  

0.3 Fluid konstantne gustoće ρ struji stalnom brzinom v  kroz svinutu cijev 

konstantnog poprečnog presjeka koja se nalazi u horizontalnoj ravnini. Primjenom 

zakona količine gibanja odredite smjer sile fluida na stijenku cijevi. 

 

Rješenje: 

Količina gibanja mv  jediničnog volumena fluida mv v
V

ρ=


 , je konstantna po veličini, a 

promjenjiva po smjeru. Za promjenu smjera količine gibanja od ulaza do izlaza iz cijevi 

je prema zakonu količine gibanja potrebna sila. Da bi fluid promijenio smjer strujanja 

potrebna je sila koja gleda prema središtu zakrivljenosti putanje čestice fluida. Sila 

kojom fluid djeluje na stijenku cijevi je suprotnog predznaka tj. djeluje kao na slici 

v

R

w = konst

z = konst.
v

v
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Ako bi cijev bila fleksibilna imala bi tendenciju izravnavanja.  

 

Primjer: Što se događa sa fleksibilnim crijevom namotanim u kolut? 

   

 

 

Ffluida na stijenku
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	9.2 Osnosimetrična posuda prema slici otvorena je prema atmosferi, a u početnom je trenutku ispunjena nestlačivim fluidom do visine H. Treba odrediti vrijeme pražnjenja posude ako otvor na dnu ima koeficijent protoka Cd = 0,96.   Zadano je: D = 42 cm,...
	9.3 Odredite horizontalnu silu vode na redukcijsku spojnicu prema slici, uz pretpostavku neviskoznog strujanja fluida.   Zadano je: D = 200 mm, d = 100 mm, ( = 1000 kg/m3, pM1 = 1,6 bar, pM2 = 0,9 bar.
	9.4 Odredite rezultantu silu vode na račvu prema slici uz pretpostavku neviskoznog strujanja. Volumen vode u račvi je V = 0,11 m3. Zadano je: H = 3,8 m, h = 2,1 m,  h1 = 1 m, D1 = 300 mm, D2 = 200 mm, D3 = 100 mm, ( = 1000 kg/m3.
	9.5 Fluid nastrujava u horizontalnom ravninskom neviskoznom strujanju na ploču jedinične širine nagnutu pod kutom ( = 36 . Treba odrediti pretlak u presjeku A-A ako je ploča uravnotežena silom F = 680 N, prema slici. Zadano je: h = 25 mm,  H = 40 mm, ...

	10. Vježbe – Primjena jednadžbe kontinuiteta, Bernoullijeve jednadžbe i jednadžbe količine gibanja
	10.1 Treba odrediti rezultantnu silu fluida (veličinu i smjer) na difuzor s koljenom, prema slici, uz protok Q = 389 l/s. Pretpostaviti strujanje idealnoga fluida. Volumen difuzora je Vd = 3,27 m3, a volumen koljena do priključka je Vk = 0,16 m3. Napo...
	10.2 Mlaz fluida nastrujava u neviskoznom strujanju u horizontalnoj ravnini protokom  Q = 0,03 m3/s, brzinom v = 3 m/s, na okomito postavljenu ploču prema slici. Treba odrediti silu fluida na ploču ako je Q1 = 0,01 m3/s. Zadano je: ( = 1000 kg/m3.
	10.3 Potrebno je odrediti silu F kojom treba pridržavati lopaticu mase m = 4,8 kg okretljivu oko točke O, prema slici, da bi bila u horizontalnom položaju. Pretpostaviti neviskozno strujanje fluida. Za proračun obujma vode u lopatici pretpostaviti pop...
	10.4 Voda se prepumpava iz nižeg u viši spremnik, protokom Q = 14 l/s. Odredite visinu dobave hp pumpe i potrebnu snagu PM motora za pokretanje pumpe ako su iskoristivost pumpe (P = 0,75, visina gubitaka do ulaza u pumpu hF1-2 = 1,5 m, visina gubitaka...
	10.5 Pumpa dobavlja vodu mlaznici protokom Q = 0,056 m3/s. Motor predaje pumpi snagu PM = 40,2 kW, a ukupna iskoristivost pumpe je 85%. Na ulazu u pumpu je izmjeren manometarski tlak pM2 = -0,351 bar. Odredite visinu gubitaka energije  hF1-2 od razine...

	11. Vježbe – Hidraulički strojevi
	11.1 Centrifugalna pumpa radi na N = 1750 o/min, a apsolutna brzina na ulazu u lopatični prostor je radijalna ((1 = 90o). Kut lopatica na ulaznom bridu u odnosu na negativni smjer obodne brzine je (1 = 30o, a na izlaznom (2 = 45o. Uz pretpostavku nevi...
	11.2 Treba odrediti kutnu brzinu vrtnje (0 i protok Q0 kroz slobodno rotirajuću svinutu cijev prema slici. Kolika je dobivena snaga PT i protok QT za slučaj da cijev rotira kutnom brzinom (T = (0/2. Koliku snagu PP (i pri kojem protoku QP) treba uloži...
	11.3 Primitivna turbina preko remenice predaje korisnu snagu PM = 730 W, pri konstantnoj brzini vrtnje N = 30 o/min i pri ukupnom protoku kroz turbinu  Q = 28,5 l/s. Treba odrediti snagu PS koju predaje spremnik, snagu PT turbine i snagu PI fluida na ...
	11.4 Primjenom primitivne teorije propelera, odredite izraz za maksimalnu snagu vjetroturbine. Primjenom izvedenog izraza odredite potrebni promjer  rotora vjetroturbine koja će kod brzine vjetra od  m/s davati električnu snagu na izlazu iz generatora...

	12. Vježbe – Hidraulički strojevi i Dimenzijska analiza
	12.1 Nestlačivi fluid pri atmosferskom tlaku nastrujava na lopatice radnog kola turbine, prema slici, protokom , brzinom  pod kutom  u odnosu na smjer obodne brzine. Odredite kut  i stalnu kutnu brzinu ω vrtnje radnog kola da bi uz tangencijalno naila...
	12.2 Za pokretanje zubarske bušilice koristi se turbina pogonjena zrakom. Turbina se vrti brzinom 30000 okretaja u minuti, a poznato je da je unutarnji radius radnog kola (do korijena lopatica) , a vanjski radijus (do vrha lopatica) . Poznato je da je...
	12.3 Ispitajte dimenzijsku nezavisnost sljedećih skupova fizikalnih veličina:
	a) p, τ i v
	b) Q, L i µ
	c) g, L i Q
	d) F, M i t
	e) ρ, p i V
	gdje su: p - tlak, ( - smično naprezanje, v - brzina, Q - protok, L - karakteristična duljina, ( - dinamička viskoznost, g - ubrzanje sile teže, F - sila, M - moment sile,  t - vrijeme, ρ - gustoća i V - volumen.
	12.4 Formirajte bezdimenzijske ( parametre od veličina: vrijeme t, ubrzanje Zemljine sile teže g, sila F, moment M, tlak p i dinamička viskoznost ( s pomoću dimenzijski nezavisnog skupa: gustoća (, brzina v i duljina L.

	13. Vježbe – Dimenzijska analiza
	13.1 Moment M fluida na rotor aksijalne turbine zavisi od gustoće fluida (, promjera D rotora, kutne brzine ( rotacije rotora i volumenskog protoka Q fluida kroz turbinu. Primjenom dimenzijske analize treba odrediti opći oblik zavisnosti momenta M od ...
	13.2 Otvorena cilindrična posuda promjera D, koja na dnu ima otvor promjera d, koeficijenta protoka Cd ispunjena je fluidom do visine H. Posuda se potpuno isprazni u vremenu t1 = 36,5 s. Primjenom Pi-teorema treba odrediti za koje bi se vrijeme t2 isp...
	13.3 Pumpa koja transportira vodu gustoće 998 kg/m3 protokom 5 l/s u optimalnom režimu rada postiže razliku tlaka 4 bar. Kupac je zainteresiran za kupnju pumpe koja transportira ulje gustoće 800 kg/m3 protokom 4,5 l/s te u optimalnom režimu rada posti...
	13.4 Sila  uzgona na krilo površine  zavisi od brzine  leta, gustoće  zraka i napadnog kuta  (kuta između pravca vektora brzine i spojnice vrha i repa profila krila). Ako su u zračnom tunelu na krilu površine 0,4 m2, pri brzini strujanja od  30 m/s i ...
	nacrtajte ovisnost bezdimenzijske sile uzgona o napadnom kutu. Izračunajte silu uzgona na geometrijski sličnom krilu površine 30 m2, koje će letjeti u zraku gustoće 0,9 kg/m3 brzinom 400 km/h, pod napadnim kutom 5 .

	14. Vježbe – Proračun cjevovoda
	14.1 Odredite promjer D2 cjevovoda da bi razina fluida u spremniku 2 prema slici ostala konstantna. Zadano je: ρ = 997 kg/m3, ν = 0,86 10-6 m2/s, H = 18,2 m, h = 11,4 m,  L1 = 898 m, D1 = 200 mm, k1 = k2 = 0,02 mm i L2 = 2610 m.  Napomena: Zanemarite ...
	14.2 Treba odrediti snagu koju pumpa predaje fluidu u sustavu za hlađenje kada je izveden kao otvoreni, prema slici (a), te kao zatvoreni prema slici (b). U oba je slučaja protok u sustavu Q = 0,005 m3/s, a promjena gustoće i viskoznosti s temperaturo...
	14.3 Treba odrediti promjer D tlačnog cjevovoda Pelton turbine da bi se na izlazu iz mlaznice dobilo 92% raspoložive potencijalne energije u obliku kinetičke energije izlaznog mlaza uz protok od Q = 0,552 m3/s. Koliki je promjer D3 mlaznice. Zadano je...
	14.4 Treba odrediti visinu h, protok Q i snagu PF koja se troši na svladavanje trenja, u situaciji prema slici. Koliku bi visinu hid dosegao mlaz i koliki bi bio protok Qid da je fluid idealan. Zadano je: ( = 999 kg/m3, ( = 1,13.10-6 m2/s, D = 65 mm, ...

	15. Vježbe – Proračun cjevovoda
	15.1 Odredite gubitke tlaka pri strujanju zraka (ρ = 1,225 kg/m3 = konst., = 1,4607 10-5 m2/s) protokom Q = 5 m3/s kroz cjevovod duljine L = 60 m pravokutnog presjeka axb = 600x300 mm. Cijev je od galvaniziranog željeza.
	15.2 Za cjevovod prema slici, kojim se pretače fluid iz lijevog u desni spremnik, odredite:
	a) protok i visinu dobave pumpe, ako je u sustavu jedna pumpa čija visina dobave  ovisi o protoku  prema zadanoj funkciji
	b) protok kroz cjevovod i visinu dobave svake pumpe za slučaj da su u sustavu dvije paralelno ugrađene pumpe iste karakteristike kao pod a)
	c) protok kroz cjevovod i zajedničku visinu dobave obje pumpe za slučaj da su u sustavu dvije serijski ugrađene pumpe iste karakteristike kao pod a)
	Sve lokalne gubitke zanemarite. Radi lakšeg proračuna pretpostavite konstantni koeficijent trenja . Zadano je:  m,  m,  m,   kg/m3,  Pa s,  m ,  s2/m5.
	15.3  U cjevovodnom sustavu prema slici fluid struji od spremnika 1 prema spremniku 2 protokom Q = 170 m3/h. Treba odrediti protok Q1 koji bi se ustalio u sustavu kada bi na polovini duljine (od točke B) postojao paralelni cjevovod do spremnika 2, ist...
	15.4 Odredite maksimalnu snagu P koju je moguće ostvariti na Peltonovoj turbini prema slici. Zadano je: D = 5 cm, L = 250 m (ukupna duljina cjevovoda), k = 0,16 mm (hrapavost cijevi) ρ = 999 kg/m3, ( = 1,139(10-6 m2/s, Kkolj = 0,75, Kul = 0,5, Ks ( 0,...


