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PREDGOVOR

Autor ovog udZzbenika ve¢ se dugi niz godina bavi teorijom konstrukcija, djelujuci pri
tom na tri podrucja: nastava na fakultetu, strucni rad u inzenjerskoj praksi i znanstveno-
istrazivacki rad. Po njegovom misljenju, nuzan uvjet za obrazovanje kvalitetnog stru¢njaka iz
teorije konstrukcije jest dobra medusobna povezanost gore navedenih podrucja s efikasnim
protokom informacija u oba smjera. Nazalost, iskustvo autora pokazuje da taj uvjet ¢esto nije
ispunjen, posebno, kada je u pitanju povezanost nastavnog gradiva na fakultetu i inZenjerskog
znanja potrebnog u praksi. Jedan od kljucnih razloga za to jest nedostatak odgovarajucih
struénih udzbenika i knjiga na hrvatskom jeziku koje ¢e sadrzavati potrebnu teoretsku
podlogu, ali i primjenu teorije na primjerima iz inZenjerske prakse. Stoga je namjera autora
bila, da pripremi tekst koji ¢e u sklopu linearne teorije konstrukcija sadrzavati slijedece:

- staticku analizu svih osnovnih tipova elemenata konstrukcije koji ¢ine sastavni dio
slozenih brodskih i1 drugih nosivih konstrukcija,

- poseban naglasak na analizu problema rastezanja i savijanja ploca, te problema
¢vrstoce rotacijskih ljusaka pomocu analiti¢kih i numeri¢kih metoda,

- teorijsku podlogu u saZzetom obliku za svaki tip elementa konstrukcije

- rjeSene primjere iz inzenjerske prakse s posebnim naglaskom na suvremenim
numerickim metodama uz primjenu elektronickog racunala

Ovaj udzbenik je vezan uz predmet Teorija konstrukcija, §to ga autor predaje na III
godini studija brodogradnje u Zagrebu, a koji je zamisljen kao nastavak osnovnog Nauka o
vrstoéi (I godina studija) odnosno kao priprema za predmet Cvrsto¢a broda (IV godina
studija). Naime, dok se u Nauci o ¢vrsto¢i za osnovne elemente konstrukcije definira problem
¢vrstoce postavljanjem odgovarajucih diferencijalnih jednadzbi i njihovih analitickih rjeSenja,
dotle se u Cvrstoéi broda razmatra staticki problem slozenih strukturnih sklopova sastavljenih
iz osnovnih konstruktivnih elemenata. Budu¢i su ti sklopovi u pravilu nepravilne
konfiguracije, isti se ne mogu opisati i rjeSavati na egzaktan analiticki nacin, veé se
primjenjuju priblizne numericke metode (konacne razlike, konacni elementi, itd.). Prema
tome, ocigledno je, da izmedu spomenutih problema postoji praznina koju je valjalo
upotpuniti predmetom Teorija konstrukcija i odgovaraju¢im udzbenikom. Isti se sastoji iz 6
poglavlja, a svako poglavlje obraduje jedan tip elemenata konstrukcije.

- Poglavlje 1 razmatra problem osne deformacije Stapa s rjeSenim primjerima

primjenom metode konac¢nih razlika i metode konac¢nih elemenata.

- Poglavlje 2 se bavi problemom uvijanja Stapa okruglog presjeka pri ¢emu je
istaknuta potpuna matemati¢ka analogija problema uvijanja i osne deformacije Stapa.

- Poglavlje 3 sadrzi analizu savijanja grede s rje$enim primjerima primjenom metode
konacnih razlika i metode konacnih elemenata.

- Poglavlje 4 obuhvaca analizu rastezanja pravokutne plo¢e (membranski problem)
pri cemu su odgovarajuéi primjeri rijeSeni primjenom metode kona¢nih elemenata.

- Poglavlje 5 razmatra problem savijanja pravokutne plo¢e. Prikazana su analiti¢ka
rjeSenja razvojem funkcije progiba ploce u jednostruki i dvostruki Fourierov red,
rjeSenje primjenom Ritzove metode po nacelu minimuma energije i numericka
rjeSenja primjenom metode konacnih razlika i metode konacnih elemenata.

- Zadnje poglavlje 6 se bavi problemom rotacijskih (osno-simetri¢nih) ljusaka.
Prikazani su rjeSeni primjeri na osnovu rjeSenja kompleksne diferencijalne
jednadzbe rastezanja i savijanja ljuske, te primjeri koji su rijeSeni primjenom metode
konac¢nih elemenata.



Svako poglavlje zapocCinje postavljanjem odgovarajuce diferencijalne jednadzbe za
razmatrani problem i prikaza odnosa izmedu sila, deformacija i opterecenja koji iz ove
jednadzbe proizlaze. Zatim slijedi opis numerickih metoda prilagodenih tipu analiziranog
elementa konstrukcije i na kraju su dani rijeSeni primjeri. Ti primjeri su tako odabrani, da se
njihovim rjeSavanjem jasno istiCu svi bitni koraci, a to su: postavljanje fizikalnog problema,
ponavljanje osnovnih definicija i odnosa s kojima je fizikalni problem egzaktno matematicki
opisan i korektna primjena numerickih postupaka za dobivanje pribliznog, ali pouzdanog
rjeSenja problema.

Na kraju dan je popis literature kojom se autor sluzio kod izrade ovog udzbenika. Jedan
dio navedenih naslova odnosi se na egzaktne analiticke metode rjeSavanja problema ¢vrstoce,
dok je drugi dio vezan uz numericke metode u statickoj analizi konstrukcija. Obzirom da je
autor ovog udzbenika Zelio teziSte ipak baciti na rjeSene primjere, te je primijenjenu teoriju i
metode prikazao u skracenom obliku, navedena literatura se svakako preporuca korisnicima
ovog udzbenika za detaljnije razumijevanje i uvid u razmatranu problematiku.

Autoru je ugodna duznost, da se na kraju zahvali svim onim kolegama koji su doprinjeli
realizaciji ovog udzbenika. To su prije svega student FSB i demonstrator Davor Vrankovi¢
koji je savjesno i precizno rijesio velik dio primjera; zatim tu su i ostali studenti FSB koji su
kvalitetnom izradom svojih programa dali svoj prilog u rjeSavanju niza primjera. Posebno
valja spomenuti studenta FSB i demonstratora Maria Simunca koji je uloZio velik trud na
elektronickom racunalu da bi udzbenik doveo u tiskarski oblik. I na kraju zahvala
recenzentima na korisnim prijedlozima i sugestijama.

Rajko Grubisic¢
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1. OSNA DEFORMACIJA STAPA

1.1. Diferencijalna jednadZba osne deformacije Stapa

Na slici 1.1. prikazan je diferencijalni element osno optereéenog Stapa /2/ sa svojim
osnovnim znacajkama : N - uzduzna sila, u - uzduzni pomak, ny - raspodijeljeno osno
opterecenje, AE - osna krutost Stapa.

- dx >
AE
N . ---=  N+dN X
<——.r—> n, ——————ﬂ—»———»
LU, u+du

Slika 1.1. Diferencijalni element osno optere¢enog Stapa

Iz uvjeta ravnoteze elementa na slici 1.1. slijedi

dN =—n,dx odnosno aN _ -n,
dx

Iz teorije elasticnosti proizlazi

N
O'>< :K
o, =Es,

Analizom deformacija elementa na slici 1.1. slijedi
. Au _du
& =lim—=—
x>0 AX - dX

Sredivanjem gornjih izraza dobiva se diferencijalna jednadzba osno optere¢enog Stapa
proizvoljnog, ali konstantnog presjeka koja glasi

d’u
AE =-n 1.1
o x (1.1)
i izraz za uzduznu silu kao funkcija pomaka
N=AEd (12)
dx

1.2. Numericko rjeSenje primjenom metode konaénih razlika

Kod mnogih primjera iz prakse nije moguce odrediti analiticko rjeSenje odgovarajuce
diferencijalne jednadzbe. U tom slucaju moze se pomoc¢u numerickih metoda dobiti rjeSenje
koje je doduse priblizno ali dovoljno pouzdano s inzenjerskog stajali§ta. Jedna od takvih
nezaobilaznih metoda jest metoda konacnih razlika.



Teorija konstrukcija

Upotrebom ove metode u razmatranoj diferencijalnoj jednadzbi se derivacije za izabrane
tocke zamjenjuju s kona¢nim razlikama. Te tocke pripadaju mrezi konacnih razlika s kojom se
modelira analizirani konstrukcijski dio. Slika deformacija se dobiva odredivanjem pribliznih
vrijednosti za deformacije u tim tockama.

Obzirom da je osna deformacija $tapa jednodimenzionalan problem, da bi se dobili izrazi
s konacnim razlikama u zamjenu za derivacije, aproksimira se funkcija y=1f(X) u danom

intervalu s interpolacijskim polinomom P(X). Pritom bolja aproksimacija izvorne funkcije daje
i bolje izraze s konacnim razlikama, te se povecava to¢nost rezultata. Drugim rije¢ima,
interpolacija izvorne funkcije koja opisuje deformacije i konacne razlike su usko povezani.

U standardnoj upotrebi ove metode koristi se za odredivanje izraza s konacnim
razlikama parabolicki interpolacijski polinom II reda /6/

P(X)=a, +a,X+a,X’

YA
= < QP(X)
e —”1 Ssaov f(X)
’ -
3 = 3
Xz Xi-l i Xi+1 X
AX AX

Slika 1.2 Interpolacija funkcije i kona¢ne razlike

U tom slucaju proizlazi prema notaciji na slici 1.2 slijedece

/ ! 1
f(x)=P (Xi)zm(yiﬂ - Yi)

1
f(x)=P"(X)=——= (Y., —2VY. + V.
( 1) ( 1) (AX)Z (y1+] yl yl-])
| (1.3)
fm(xi):Pm(Xi):W(ynz _2Yi+1 +2yi-l - yi.z)
1
fw(xi):P[v(Xi):(AT(ynz _4yi+1 +6yi _4yi-1 + yi-z)

10



1. Osna deformacija Stapa

Kod primjene metode konacnih razlika Stap se modelira mrezom konac¢nih razlika, slika
1.3.a, te se problem svodi na odredivanje pomaka i sila u tockama mreze.

S s i e i N o e B

)
n-1 n | d | d |

a) b)

Slika 1.3 MrezZa konaénih razlika

Za svaku i-tu tocku mreze, slika 1.3.b, moze se postaviti slijedeca algebarska jednadzba
1
EAd_2 Uy —2u; + U, ) =-n, (1.4)

Ova jednadzba zamjenjuje diferencijalnu jednadzbu (1.1) u i-toj tocki mreze konacnih
razlika. Obzirom da se jednadzba (1.4) moze postaviti za sve tocke mreze (osim za rubne),
problem se svodi na rjeSavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi, gdje su rjeSenje
uzduZzni pomaci u tockama mreze konaénih razlika.

Ukoliko je vanjsko optereéenje zadano u obliku koncentrirane osne sile F, ista se treba
zamijeniti s odgovarajucim raspodijeljenim osnim optere¢enjem u i-toj tocki mreze, slika 1.4,
da bi se o¢uvao kontinuitet jednadzbi.

%%—>Fj} SR S S — =X

[ i M1 i i+1

Slika 1.4 Koncentrirana osna sila i zamjensko raspodijeljeno osno opterecenje

U skladu s gore re¢enim moze se i diferencijalni izraz za uzduznu silu (1.2) zamijeniti s
odgovarajuc¢im algebarskim izrazom, kako slijedi

1
N; = EAE(UM —-u,) (1.5)

11



Teorija konstrukcija

PRIMIJER 1.1.
Stap osne krutosti AE i duljine L uévriéen je i optereéen jednolikim osnim optere¢enjem
ny prema slici 1.5.a. Odrediti raspodjelu uzduznih pomaka duz Stapa i reakcije na mjestima

ucvricenja, ako je zadana mreza konaénih razlika prema slici 1.5.b.

AE
L
Dot 2 3 4 s
I I I
d d d d 7
Slika 1.5 Primjer 1.1
Postavlja se jednadzba (1.4) za tocke 2, 3 i 4 mreZe,
2
i=2 u3—2u2+u,:—E—An2
2
1=3 u4—2u3+u2=—E—An3
2
i=4 u5—2u4+u3:—an4

n,=n,=n,=n,, d=0.25L

gdje je
U gornjem sustavu jednadzbi javljaju se dvije prekobrojne nepoznanice, U; i Us, koje se
odreduju iz rubnih uvjeta, tj. u; = us = 0. Na taj nacin sustav postaje jednoznacno odreden i
ima slijedece rjesenje :
3 nL’? 4 nL’ 3 n,L?
u2 =, u3:——’ u4:__
32 EA 32 EA 32 EA

Reakcije na mjestu ucvrséenja odreduju se primjenom izraza (1.5),
1
N, =EA—(u, —u
1 2d ( 2 O)
1

E(u() _u4)

N, = EA

12



1. Osna deformacija Stapa

U oba izraza se javljaju nove nepoznanice Uy i Ug. Iste se odreduju ponovnim
postavljanjem jednadzbe (1.4) za toCke mreze i=2 i 4 ali s dvostrukim rasponom (2d)
susjednih tocaka

. (2d)?
1=2 u, —2u, +u, =-— n,
. (2d)*
i=4 u6—2u4+u2=—EnX
1z ovih jednadZzbi proizlazi
2 n L2
u, =2u, —u, —ﬂnX L
EA 32 EA
4d’ 5 n, L’
U, =2U, —U, ———nN, =——

EA * 32 EA
te reakcije iznose
N, =0,5n,L
N5 =0,5n,L
Ovaj zadatak se mogao rijesiti i razmatranjem samo jedne polovice Stapa tako da se
jednadzba (1.4) postavlja samo za tocke 2 i 3 mreze,

d2

1i=2 u3—2U2+U1=—E—An
2

1=3 u4—2u3+u2:—E—An

X

Za prekobrojne nepoznanice U; i Uy postavlja se rubni uvjet u tocki i=1 i uvjet simetrije
u tocki i=3

i=1 u =0

i=3 N;=0=u, —u,
Sto daje u, =u,

Uvrstavanjem ovih vrijednosti u osnovne jednadzbe slijedi isto rjeSenje kao i u sluc¢aju analize
Citavog Stapa.

13



Teorija konstrukcija

Dijagrami raspodjele uzduznih pomaka i sila duz Stapa prikazani su na slikama 1.6.a i 1.6.b.

_

a)

u

2

o

U

I

PRIMIJER 1.2

Slika 1.6. Primjer 1.1

Za $tap istih znacajki kao i u primjeru 1.1, ali koji je optere¢en koncentriranom silom F
prema slici 1.7.a, odrediti raspodjelu uzduznih pomaka i reakcije na mjestu ucvriéenja.
Koristiti mrezu konacnih razlika prikazanu na slici 1.7.b.

D L, AE
% ffffffffff ———
B L2
1 2 3 4
b)
d d d d
n3
c) [
n} N3 ng
d)

14

Slika 1.7. Primjer 1.2
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1. Osna deformacija Stapa

Koncentrirana sila se zamjenjuje s trokutastim raspodijeljenim opterecenjem prema slici
1.7.c, gdje je n, =n, =0, n, =F/d, te se postavlja jednadzba (1.4) u tockama 2, 3 i 4 mreZe,

i=2 u; —2u, +u, =0

2
1=3 u4—2u3+u2:—E—An3
i=4 u; —2u, +u,; =0

UvrStavanjem rubnih uvjeta U, = U, =0 dobiva se rjeSenje gornjeg sustava u obliku
1 FL 1 FL 1 FL
u, =—— u,=——r u,=u,=——
8 EA 4 EA 8 EA
Izrazi za reakcije na mjestima ucvrséenja Stapa glase
N _EAL
2d

1
Ns = EAE(U() —-uy)

(Uz - uo)

Nepoznanice U, i Ug odreduju se ponovnim postavljanjem jednadzbe (1.4) za tocke
mreze i=2 i 4, ali s dvostrukim rasponom (2d) susjednih to¢aka mreze i s preraspodjelom
trokutastog optere¢enja na dvostruki raspon prema slici 1.7.d. Slijedi

R _F
2T 4d > 2d
2
i=2 u, 2u2+u0:—(2|;)\ n,
2 2
i=4 U —2u, +U, = (3 n;

Proizlazi da je

1 FL 1 FL
u

u e
" BEA "8 EA
Uvodenjem ovih veli¢ina u izraze za sile N; i Ns dobiva se
N, =0,5F
N, =-0,5F

Ovaj primjer se moze rijesiti i tako, da se razmatra samo jedna polovica Stapa. U tom
slucaju se koncentrirana sila F uvodi u prora¢un preko uvjeta simetrije. Jednadzba (1.4) se
postavlja za tocke i=2 i 3 mrezZe,

i=2 u, —2u, +u, =0
i=3 u, —2u; +u, =0

15



Teorija konstrukcija

Za prekobrojne nepoznanice U; i Uy postavlja se rubni uvjet u tocki i=1 i uvjet simetrije

u tocki i=3
1=1 u=0
F 1
i=3 N,=—=EA—(u, —u
373 2d(4 2)
Sto daje
Fd
TS

Uvrstavanjem ovih vrijednosti u osnovne jednadzbe dobiva se isto rjesenje kao i slucaju
razmatranja Citavog Stapa.

Dijagrami raspodjele uzduznih pomaka i sila duz §tapa prikazani su na slikama 1.8.aib.

%
[ S — F«%
7

Slika 1.8. Primjer 1.2

PRIMIER 1.3

Stap osne krutosti AE i duljine L uévriéen je na oba kraja i optereéen s dvije sile Fy i F,
prema slici 1.9.a. Odrediti raspodjelu uzduznih pomaka duz Stapa i reaktivne uzduzne sile na

mjestima ucvrséenja za mrezu konacnih razlika prema slici 1.9.b.

2) v F=2F F=F L, AE %
7
L4 | L4 -
1 2 3 4 5
b)
d d d d
C) \n\z\
n3
n ’
d) 2
— ennil ERE
n " "
2 Slika 1.9. Primjer 1.3 n,

16



1. Osna deformacija Stapa

Koncentrirana sila se zamjenjuje trokutastim opterecenjem prema slici 1.9.c , gdje je

F, 2F F, F

2 T T T n=-—/=-—+

d d d d

Postavlja se jednadba (1.4) za tocke i=2, 3 i 4 mreze,

d’? 2Fd
i=2 u, 2u2+u,_——n2=—E

: Fd

i=3 u4—2u3+u2:——n3—a

Za prekobrojne nepoznanice postavljaju se rubni uvjeti u; =us; =0. UvrStenjem istih u
osnovni sustav jednadzbi slijedi rjeSenje
FL
U2 = ﬁ U3 =Uu 4 = 0

Reakcije na mjestima u¢vrséenja odreduju se primjenom izraza (1.5)

N, =EA——(u, —~u,) N, =EA

2d 2d(us_u4)

Prekobrojne nepoznanice Uy i Ug odreduju se ponovnim postavljanjem jednadzbe (1.4) za
tocke mreze i=2 1 4 ali s dvostrukim rasponom susjednih tocaka i s odgovarajucom
trokutastom raspodjelom vanjskog optere¢enja prema slici 1.9.d . Slijedi

’ ” 2F F " F
M=+ =5y "4 N =g
2
1=2 u4—2u2+u0=—an2
2
1i=4 u6—2u4+u2:—an4

Kada se u ove jednadzbe uvrste optereenja n, i Ny, te poznati pomaci U, i Uy, dobiva se

Fd
UO = _ﬁ U( = O
Uvodenjem ovih vrijednosti u izraze za sile slijedi:

N, =F N, =0.

17



Teorija konstrukcija
Dijagrami raspodjele uzduznih pomaka i sila duz Stapa prikazani su na slikama 1.10.aib .

W F F,
— A} —-————- «%
Z

i

Slika 1.10. Primjer 1.3

1.3. Numericko rjesenje metodom konac¢nih elemenata

Kod primjene metode konacnih elemenata Stap se modelira sustavom Stapnih konacnih
elemenata /4/, vidjeti sliku 1.11., te se problem svodi na odredivanje pomaka i sila u spojnim

tockama elemenata, tj. u ¢vorovima.

o] . ®

Slika 1.11. Mreza konac¢nih elemenata

Prema tome, osnovna gradevna jedinica je Stapni konacni element, Cije znacajke su prikazane

na slici 1.12.

ARERENENERERERARARAnY X

— N
Uy N u

Slika 1.12. Stapni kona¢ni element

Element ima dva ¢vora, 0 i 1, u svakom ¢voru postoji uzduzni pomak i uzduzna sila.
Pomaci i sile u ¢vorovima elementa povezani su sustavom jednadzbi, koji u matriénom obliku

izgleda,

(k8 ={nj—{n,} (16)
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1. Osna deformacija Stapa

1 -1
[k]= I—EA[ } matrica krutosti elementa

1 1
Uo
{8} = vektor ¢vornih pomaka
U
N
{n} = vektor ¢vornih sila
N;
1 1
{n X } = _EI Ny | vektor ¢vornih sila od vanjskog opterecenja

Sustav (1.6) sadrzi viSe nepoznanica (4) od broja jednadzbi (2). Ovaj nesrazmjer
isCezava kada se primjene uvjeti spajanja elemenata. Kod spajanja elemenata treba voditi
racuna o konvenciji pozitivnog predznaka sila prema slici 1.13.

N(l) F N(1)+1 N i+1

e O RN ey ;o L

Slika 1.13 Spoj osno opterecenih $tapnih elemenata

PRIMJER 1.4.

Stap osne krutosti AE i duljine L uévriéen je na oba kraja i optereéen jednolikim
optere¢enjem N, prema slici 1.14.a. Odrediti uzduzni pomak Stapa u sredini i reakcije na
mjestima ucvrséenja, ako je Stap prikazan modelom konacnih elemenata prema slici 1.14b.

9y _L.\_LJ_LMJ_L\_M_M_M_M

b) 1 ®

©

L2

Slika 1.14. Primjer 1.4

19
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Teorija konstrukcija

Za sustav od dva elementa postavlja se matri¢na jednadzba,

[K]-{a)={N}- (N

koja u razvijenom obliku izgleda

Radi se o sustavu od 3 jednadzbe s 3 nepoznanice Uy, Nj i Nj.

Obzirom da su pomaci U, = uU; =0, pomak U, se moze odrediti iz reduciranog sustava
1nL’
222u2 anX 2 u, =——2—
L 4 8 EA
1z ostalih jednadzbi gornjeg sustava odreduju se reakcije na mjestima ucvrscenja,

EA L nL .

ZT(—I)U2 =N, +an N, =- 5 <«—— (smjer)
n L

2E—I:A(—1)u2 =N, +%nX N, =- ; <«—— (smjer)

Ovaj primjer se moze rijesiti i na nacin, da se razmatra samo jedna polovica Stapa, te se
matri¢na jednadzba postavlja samo za element 1 uz uvjet simetrije N, =0,

2L o)

te se dobiva

EA L 1 n,L2
2—U2 =—0nN, U =——"-—
L 4 8
EA 1 1
ZT(—l)U2 = N1 +an N1 Z—Enxl_



1. Osna deformacija Stapa

PRIMIJER 1.5

Za S$tap istih znacajki kao u primjeru 1.4, ali koji je opterecen koncentriranom silom F

prema slici 1.15.a , odrediti pomak u sredini i reakcije na mjestu uc¢vricenja, ako je Stap
prikazan modelom od dva konacna elementa prema slici 1.15.b.

a) %
— — |
Z

L2

b) ® ©)

o 2 3 N

Slika 1.15 Primjer 1.5

Matri¢na jednadzba sustava u razvijenom obliku glasi

2% -1 1+1 —1Qu, b+={N,=F
0 ~1 1|lu=0] |N,
Odatle slijedi
2o, - R
L 4 EA
2%(—1)u2 =N, N, :—%F <«—— (smjer)
ZIE—I:A(—I)U2 =N, N5 =—%F <«—— (smjer)

U slucaju razmatranja samo jedne polovice §tapa s jednim kona¢nim elementom, matri¢na

jednadzba glasi
2E_A I —1|fu =0 _ N,
L |- 1||u, N, =F/2

1
Odatle slijedi
EA F 1 FL
2—u, =— u,=——
L 2 4 EA
EA 1
2T(_1)u2 =N, N, Z_EF
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Teorija konstrukcija

PRIMIER 1.6

Stap osne krutosti AE i duljine L uévriéen je na oba kraja i optereéen s dvije sile Fy i F,
prema slici 1.16a. Odrediti raspodjelu uzduznih pomaka i sila duz Stapa za model od 3
konaéna elementa, prikazanog na slici 1.16.b.

| F=2F F-F
a) % 1 2
%«><— fffffffff %
_
TN LAE [
b)
ONEIN©) ®
— —
Nio 2 3 4 N

Slika 1.16. Primjer 1.6

Matri¢na jednadzba sustava glasi

Nl
N, =F
i N3 - _FZ
N,
Redukcijom sustava se dobiva :
EA EA
2T4U2 +2T(—2)U3 = Fl
EA EA
ZT(—Z)UZ + 2T3U3 = F2
Rjesenje ovih jednadzbi glasi
1 FL
2 4 EA 3
Povratkom u osnovnu jednadzbu sustava odredeno je
ZIE—I:A\(—2)U2 =N, N, =—F <«—— (smjer)
2E—I:A~0-UZ:N4 N, =0

Raspodjela pomaka i sila duz Stapa ista je kao na slici 1.10.
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2. UVIJANJE STAPA
2.1. Diferencijalna jednadzba uvijanja Stapa
Na slici 2.1 prikazan je diferencijalni element Stapa optere¢enog na uvijanje /2/ sa svojim

osnovnim znacajkama : M; - moment uvijanja, y - kut uvijanja, m; - raspodijeljeno
opterecenje na uvijanje, Gl - krutost $tapa na uvijanje.

C o [Ehemma G

M < g M+dM,

Slika 2.1. Diferencijalni element Stapa opterecenog na uvijanje

Osnovna diferencijalna jednadzba Stapa proizvoljnog i konstantnog popre¢nog presjeka
opterec¢enog na uvijanje glasi

=-m, 2.1

Moment uvijanja, izraZzen kao funkcija kuta uvijanja, glasi

dy
M,=Gl,— 2.2
=6l (2.2)
Kut uvijanja $tapa na odredenom odsje¢ku svoje duljine Iy, uz uvjet da je na tom odsjecku
konstantna raspodjela momenta uvijanja My, odreden je izrazom

_Mtlx

-5 2.3)

/4
2.2. Analogijarastezanjai uvijanja Stapa

Usporedbom diferencijalnih jednadzbi (1.1) i (2.1) uo€ljiva je potpuna analogija
izmedu osno optere¢enog i na uvijanje optereéenog Stapa. Stoga se sve formule i svi numericki
postupci, prikazani u Glavi 1 za osno opterecen Stap, mogu u potpunosti primijeniti i za Stap
optere¢en na uvijanje. Pritom je potrebno definirati analogiju fizikalnih veli¢ina koje su
svojstvene za oba nacina opterecenja Stapa. To je prikazano u Tablici 2.1.

Osno optereéenje u N Ny EA

Uvijanje y | Mo | m | Gl

Tablica 2.1 Analogija fizikalnih veli¢ina rastezanja i uvijanja Stapa
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Teorija konstrukcija

Kod primjene metode konacnih elemenata upotrebljava se Stapni element optereCen na
uvijanje prema slici 2.2

m
-Cef-ebeeeee )£

Slika 2.2 Stapni kona&ni element optereéen na uvijanje

Kod spajanja elemenata valja se drzati konvencije o pozitivnom predznaku momenata uvijanja
prema slici 2.3.
M tloﬂ M i+l

= ¢ =1

Slika 2.3 Spoj Stapnih elemenata opterec¢enih na uvijanje

Mgl
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3. SAVIJANJE GREDE

3.1. Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije
Na slici 3.1 prikazan je diferencijalni element grede optereéene na savijanje /2/ sa svojim

znaCajkama : Qy - poprecna sila, M, - moment savijanja, W - progib, @ - kut nagiba,
gy - raspodijeljeno poprecno opterecenje, El - krutost na savijanje.

qy
B2 RS R R R EEE

X
- - o -
y El dx
w WHdw]
o] M_+dM
TN~ - ,dM,
LT T - Eorde
Q Y Q+dQ,
Slika 3.1 Diferencijalni element grede opterecene na savijanje
Postavljanjem uvjeta ravnoteze elementa na slici 3.1. proizlazi
Q.
y
dx (a)
dM, _Q
dx Y
Spajanjem jednadzbi (a) dobiva se
d’m,
=—q (b)

Primjenom Hookeovog zakona za jednoosno stanje naprezanja i uvjeta ravnoteze u presjeku
grede slijedi izraz za zakrivljenost elasti¢ne linije grede
1 M,

— =K

o El

(c)

U izrazu (c) veliina | je osni moment tromosti popreénog presjeka grede obzirom na
os z, ali je zbog jednostavnosti indeks z izostavljen.
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Teorija konstrukcija

Ako se na elasti¢nu liniju W(X) primijeni matematicki izraz za zakrivljenost krivulje koji glasi
d*w
1 dx’

2
o dwy) . . S
te se zanemare male veli¢ine (d— i primijeni izraz (c), proizlazi
X

2 2
L__dw_M, odnosno M, =-El Z—\;v
X

p dx* El

Dvostrukim deriviranjem gornjeg izraza za M, 1 usporedbom s izrazom (b) dobiva se osnovna
diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije
d*w
El —=¢q 3.1
Integriranjem jednadzbe (3.1) i primjenom izraza (a) mogu se dobiti relacije izmedu progiba w
1 ostalih znacajki savijanja grede, kako slijedi

d*w
2
M, = —El ‘;x—‘;" (3.3)
dw
o=t (3.4)

3.2. Numericko rjeSenje primjenom metode konacnih razlika

Greda se modelira mrezom konacnih razlika prema slici 3.2.a , te se problem svodi na
odredivanje progiba, sila i momenata u tockama mreze.

e e

1 2 .... i .... nl n d d\d\d\)

a) b)

Slika 3.2. Mreza konac¢nih razlika

Za svaku i-tu tocku mreze, slika 3.2.b , postavlja se slijedeca algebarska jednadzba

1

El d_4(vvi+2 - 4\Ni+1

+OW, —4w, +W,) =0, (3.5)
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3. Savijanje grede

Ova diferencijska jednadZba zamjenjuje diferencijalnu jednadzbu (3.1) u i-toj tocki
mreze konacnih razlika. Ona se postavlja za sve tocke mreze (osim za toc¢ke na rubu), pa se
problem svodi na rjeSavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi. RjeSenje ovog sustava su
progibi u tockama mreze.

Vanjsko opterecenje moze biti, osim raspodijeljenog opterecenja g, koncentrirana sila F
ili moment M. Ovakva optereéenja trebaju se zamijeniti s odgovaraju¢im trokutasto
raspodijeljenim opterecenjem, slike 3.3.a 1 3.3.b, da bi se o¢uvao kontinuitet jednadzbi.

Za poprecnu silu Q, moment savijanja M i kut nagiba @ mogu se u i-toj tocki mreze
takoder postaviti odgovaraju¢i diferencijski izrazi u skladu s jednadzbama (3.2), (3.3) i (3.4),
kako slijedi

1
Qi =El 2d_3(Wi+2 _2\Ni+1 + 2Wi-1 _Wi_z) (3.6)
M, =Bl (w2, +w,) (3.7)
1
(2 %(Wm - W) (3.8)
F
M
v "
l i 4 1
_F AF
q; d
v d d .
—Sea R = ——
i-1 i i+1 i
d . d ]
ﬁqm:z(jz
a) i-2 d i1 d v
e e E R
! A i d i+l d i+2

b)

Slika 3.3 Koncentrirana sila F i moment M i zamjensko raspodijeljeno opterecenje
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Teorija konstrukcija

PRIMIJER 3.1

Greda krutosti na savijanje El i duljine L zglobno je oslonjena na krajevima i optereéena
jednolikim opterec¢enjem ¢y prema slici 3.4.a. Odrediti elasti¢nu liniju i reakcije u osloncima
grede za mrezu konacnih razlika prema slici 3.4.b.

%
2 INRERRRRNNNEREREED

b) 1 2 3 4 5
I I

Slika 3.4 Primjer 3.1

Diferencijske jednadzbe oblika (3.5) u tockama mreze i=2, 3 i 4 glase:

. q,d*
1=2 W, — 4w, + 6w, —4w, +w, = o
. q,d*
1=3 Wy — 4w, + 6w, —4w, +w, = =
‘ g,d*
1=4 W, — 4w, + 6w, — 4w, +w, = £

gdjeje 9, =0, =d, =g,
Za prekobrojne nepoznanice Wy, Wy, Ws 1 Wg postavljaju se slijedeci rubni uvijeti:
i=1 w, =0
M, =0=-El di(w2 —2wW, +W,)

2

Sto daje w, =-Ww,

Sto daje Wy =-Ww,

Uvodenjem rubnih uvjeta rjeSava se osnovni sustav jednadzbi, te rjeSenje glasi

_ 5 gl w -7 Gt w o5 Wt
512 B 512 Bl * 512 E
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3. Savijanje grede

Reakcije u osloncima odreduju se na osnovu izraza (3.6) kako slijedi

R =-El 2dL3(w3 —2W, + 2w, - W)

R, =—El %(m —2W, + 2w, —W;)
Prekobrojne nepoznanice W.; 1 W, odreduju se iz rubnih uvjeta M, =M, =0, ali s dvostrukim

rasponom susjednih tocaka mreze, tj.

M,=0=-El %(W3 —2wW, + W) Sto daje W, =-w,

1

(2T)2(W7 —2W, +W,) Sto daje W, =-w,

—El

M, =0
Uvrstenjem u izraze za Ry 1 Rs proizlazi, da je
3 3 .
R :qu, R, :—qu T (smjer)

Elasti¢na linija i dijagram raspodjele poprecnih sila prikazani su na slikama 3.5.a1b.

a)

Slika 3.5 Primjer 3.1

Ovaj problem se moze rijeSiti razmatranjem samo ' grede i uvodenjem uvjeta
simetrije na sredini grede. U tom slucaju se diferencijska jednadzba oblika (3.5) postavlja

samo u to¢kama i=2 1 3 mreze

. d
i=2 W4—4W3+6W2—4W1+W0=q(|)5|
. d*
i=3 w5—4w4+6w3—4w2+w1=q(|’EI

29



Teorija konstrukcija

Rubni uvjeti: i=1 w, =0
M, =
Sto daje W, =-W,
L . . 1
Uvijet simetrije: 1=3 @, =0= %(m -W,)
Sto daje W, =W,
Q, =0=-El 2dT(W5 —2W, + 2w, —w,)
Sto daje w; =0

Uvodenjem ovih vrijednosti u osnovni sustav jednadzbi proizlazi rjeSenje

_quU W _LQOU
512 EI 7512 E

2

PRIMIJER 3.2

Greda krutosti na savijanje El i duljine L uklijeStena je na oba kraja i optereena
momentom Mj prema slici 3.6.a. Odrediti elasti¢nu liniju i reakcije u ukljestenju koristeci
mrezu konacnih razlika prema slici 3.6.b.

M
) Y LE W
7, 7,)i ,,,,,,,,, __
e L2 7
b oyl 2 3 4 5
d d d a
c) !
\ ANl

AT
9

Slika 3.6. Primjer 3.2

Moment My zamjenjuje se s odgovaraju¢im trokutasto raspodijeljenim optere¢enjem prema
slici 3.6.c, gdje je

M 0
2d’

MO
2d?

q, = g;=0 qs =-
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3. Savijanje grede

Diferencijske jednadzbe oblika (3.5) u toc¢kama i=2, 3 1 4 glase :

. q,d*
1=2 W, — 4w, + 6w, —4w, +w, = E
. d*
i=3 W5—4W4+6W3—4W2+Wl=q3E|
. d*
i=4 W6—4W5+6w4—4w3+W2=q‘|‘EI
Prekobrojne nepoznanice Wy, Wy, Ws i Wg odreduju se iz rubnih uvjeta
. 1
i=1, w, =0, ¢I=O=E(W2—WO)
Sto daje w, =W,
i=5 w; =0, ¢;=0

Sto daje w, =W,
UvrStavanjem ovih vrijednosti u osnovni sustav jednadzbi proizlazi rjeSenje

M, L2 M, L’
L 0 ,W3:0, W4= L 0

W, = ——2— -
192 El 192 El

Reaktivni momenti u ukljestenju odreduju se primjenom izraza (3.7)
M, =—EIC+2(W2 -2w, +WO)=—%M0 C,(smjer)
1 1
'\/I5 =—El _2(W6 —2W5 +W4):_|\/|0
d 6
Reaktivne sile u ukljestenju odreduju se primjenom izraza (3.6)
R =-El 2d—3(w3 —2w, + 2w, — W)

R, =-El ﬁ(m —2W, + 2w, —W;)

Prekobrojne nepoznanice W,y i Wy se odreduju postavljanjem izraza za poznate reaktivne
momente M; i M5 ali s dvostrukim rasponom susjednih to¢aka mreze

1
M, =——M, =—El ——(w, = 2w, + W_
1 6 0 (2d)2( 3 1 1)
M, L
Sto daje W_]:L 0
24 El
M —lM =—El ! (W, — 2w, +w;)
5 6 0 (2d)2 7 5 3
. M, L
Sto daje W7=—L 2
24 El
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Teorija konstrukcija

Uvodenjem ovih vrijednosti u izraze za R; i Rs slijedi

R=——%2 —__0
3L Rs 3L

Elasti¢na linija i raspodjela poprecnih sila i momenata savijanja duz grede prikazana je na
slikama 3.7.a,bic.

Y ~

_
o
w

N
N
W
N

b g

T

J /((6 M

" e

Slika 3.7. Primjer 3.2

Isti se problem mozZe rijesiti i na nacin, da se razmatra samo jedna polovica grede, te da
se uvedu uvjeti antisimetrije na sredini grede. Diferencijska jednadzba oblika (3.5) postavlja se
samo u tocki i=2 mreze, a vanjski moment My se u prora¢un uvodi preko rubnog uvjeta na
sredini grede. Slijedi

i=2 W, — 4w, + 6w, —4w, +w, =0
Prekobrojne nepoznanice Wy, Wy, W; i Wy odreduju se iz rubnih uvjeta i uvjeta antisimetrije.
Rubni uvjeti :

=2 w, =0, ¢ =0
Sto daje w, =W,

M
i=3 M3=T°=—Eldi2(w4—2w3+wz)

M,d’
2El

Sto daje w, =—-w, + 2w, —

Uvjet antisimetrije : i=3 W, =0
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3. Savijanje grede

Uvodenjem ovih vrijednosti u osnovni sustav jednadzbi dobiva se rjesenje

1 ML

W, =
192 El

Daljnji postupak za odredivanje reakcija je identi¢an kao i u slucaju razmatranja Citave grede.

PRIMIJER 3.3

Konzolni nosac¢ krutosti na savijanje El i duljine L opterecen je na sredini silom F prema
slici 3.8.a. Odrediti elasticnu liniju, reakcije u ukljeStenju i raspodjelu popre¢nih sila i
momenata savijanja za mrezu konacnih razlika prema slici 3.8.b.

a)

b)

N

A

N
—

Y

Slika 3.8 Primjer 3.3

Sila F se zamjenjuje trokutasto raspodijeljenim optere¢enjem prema slici 3.8.c. Zatim se u
tockama i=2 i 3 mreze postavljaju diferencijske jednadzbe oblika (3.5)

W, —4w; + 6w, — 4w, + W, =

_ qyd*
El

W, — 4w, +6w; —4w, +w, =0

Prekobrojne nepoznanice Wy, Wy, Wy i Ws odreduju se iz rubnih uvjeta

i=1
Sto daje w, =W,

i=3
Sto daje w, =2w, —w,

Sto daje w; =2w, — 2w,

w =0, ¢, =0

M;=0=w, —

2w, + W,

Q; =0=w, —2w, + 2w, — W,
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Teorija konstrukcija

Uvodenjem ovih vrijednosti u osnovni sustav jednadzbi proizlazi rjesenje
FL’ FL’
W2 = , W3 =
16El 8El

Reaktivni moment M, u ukljestenju odreden je izrazom (3.7)

M, =-El diz(w2 —2W, +W,)

M, = —% FL ( (smjer)

Reaktivna sila R, u ukljestenju odredena je izrazom (3.6)
1
R =—-El —(w, — 2w, +w
1 2d° (W, 1 1)

Prekobrojna nepoznanica W.; odreduje se postavljanjem izraza za poznati moment My ali s
dvostrukim rasponom toc¢aka mreze

1
M, =—El —— (W, —2w, + W_
1 (2d)2 (W, 1 1)
. . 3 FL?
Sto daje W, ==
8 El
te proizlazi
R =F

Elasti¢na linija i raspodjela poprecnih sila i momenata savijanja duz nosaca prikazani su na
slikama 3.9.a,bic.

F
%
1 2 3
) A — A
7 w,
b) L
R A1

©)
w9

Slika 3.9. Primjer 3.3
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3. Savijanje grede

3.3. Numericko rjeSenje primjenom metode konacnih elemenata

Gredni nosa¢ se modelira sustavom grednih kona¢nih elemenata /4/ prema slici 3.10.
Problem se svodi na odredivanje pomaka, sila i momenata u spojnim tockama elemenata, tj. u

¢vorovima.

o] . ©@ ®

Slika 3.10. Mreza konac¢nih elemenata

Gredni kona¢ni element sa svojim zna¢ajkama prikazan je na slici 3.11.

IIRNENNNRRERNNEEED

CEE Ty

>

A

Q() V Ql

Slika 3.11. Gredni konaé¢ni element

Element ima dva ¢vora, 0 i 1, u svakom ¢voru postoji progib w, nagib @, poprecna sila Q i
moment savijanja M. Pomaci i sile u ¢vorovima vezani su medusobno matriénom jednadzbom

[icJfs} = {f} - if, ) (39)

gdje je
6 31 -6 3]
2% =31 17
[k] = @ matrica krutosti elementa
| simet. 6 -3l
(. 2| 2 -
Wo
Po .
{6} = vektor ¢vornih pomaka
W
@
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Teorija konstrukcija

-Q
My
{f } = vektor ¢vornih sila
Q
-M,
1
1 —I
{f q }: 5 ql 6 vektor ¢vornih sila vanjskog opterecenja
1
_1

Sustav (3.9) sadrzi viSe nepoznanica (8) od broja jednadzbi (4). Ovaj nesrazmjer
is¢ezava, kada se kod spajanja elemenata uvedu rubni uvjeti, te uvjeti ravnoteze i uzajamnosti
u spojnim ¢vorovima. Pritom valja voditi ratuna o konvenciji pozitivnog predznaka sila i
momenata prema slici 3.12.

. i M i+l M i+l
§ ( ‘>M g’ 6 <> l
A F A
i i i+l i+l
QO QI v QO QI '
Slika 3.12. Spoj grednih elemenata
PRIMJER 3.4

Gredni nosaC krutosti na savijanje El i duljine L zglobno je oslonjen na krajevima i
optereéen jednolikim optere¢enjem gy prema slici 3.13.a. Odrediti elasti¢nu liniju i reakcije u
osloncima nosaca, ako je nosa¢ predstavljen modelom konacnih elemenata prema slici 3.13.b.

%
) IINNENEERERANEEEEE

® @ ©)

]
1 L/2 2 L/2 3

Slika 3.13. Primjer 3.4
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3. Savijanje grede

Matri¢na jednadzba modela glasi

ili u razvijenom obliku

””” 7’

_

//, ****** ;

1
L/12
1 1+1
gty L/12+ /12
1

-L/12

Pomaci u ¢vorovima odreduju se iz reduciranog sustava jednadzbi (zasjencena polja)

kpp +

kypp +

ko +

gdje je

Rjesenje gornjeg sustava glasi

1 ql’
o, - 10—
24 El

k,w, + k,0,
k,w, + ky0,
ksw, + kuo,
kew, + kgyo,
k23——24%
k33=192%
k,=k,, =0
ke =k
RN T
> 384 E

1
= —q.L?
480
1
+ ko, EQOL
+ kyos 0
1
+ k -—q,L’
6693 43 o
El
k24 _4T
ky, =0 kg =24%
El El
k,, :16T ko, :4T
El
Koy =Ky K5 :8T
1 q,l’
®,=0 03 = -

24 El



Teorija konstrukcija

Povratkom u nereducirani sustav mogu se neposredno odrediti reakcije u osloncima
|
ko, +k;w, =-R + Zqo L

1
kW, + ks, =R, +ZQ0L

gdje su
El El El El
klZ =24T k13 :—96F k53 :—96F k56 :—24F
te proizlazi
1 1 .
R =Eq0L R Z_qul- (smjer)

Elastic¢na linija i raspodjela poprecnih sila prikazani su na slikama 3.14.a i b.

a)

b)

Slika 3.14. Primjer 3.4

Ovaj primjer se mogao rijeSiti razmatranjem samo jedne polovice nosaca s jednim
kona¢nim elementom i primjenom uvjeta simetrije ¢, =0, Q, =0 . Matri¢na jednadzba glasi

o w, =0 -R 1
Z/ o | =0 1 i
****** /;% w, | |Q=of 4 W

g, =0] | =M, _L12
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3. Savijanje grede

Redukcijom sustava (zasjencena polja) proizlazi
1 ..
Ko, + kW, =_qo|-2 gdje je
48
1 .
Ky, + kW, :ZQOL gdje je
Rjesenje sustava glasi

1 ql’
O =77 -
24 El

>

El El
k22 _ST, k23 =—24F
El
ky =k, ks :96F
L4
o G
384 El

Povratkom u nereducirani sustav mogu se neposredno odrediti reakcija Ry i moment savijanja

M, na sredini nosaca

ko +k;wW, =—-R, +%q0L gdje je

kK,0, + kW, =—M, —%% L? gdje je
Proizlazi da je

RF%%L MzzéqoL2

PRIMIER 3.5

El El
k12 :24F, k13 :—96F
El El
k42 =4T, k43 =—24F

Gredni nosa¢ krutosti na savijanje El i1 duljine L ukljeSten je na oba kraja i opterecen
momentom M, prema slici 3.15.a. Odrediti elasti¢nu liniju i reakcije u ukljeStenju nosaca

upotrebom modela kona¢nih elemenata prema slici 3.15.b.
M
)y L, El -«
I R —— e — L
- L2 .
b) O] ®
1 2 3

Slika 3.15. Primjer 3.5

Matri¢na jednadzba sustava glasi

[K]-{a}={F)
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Teorija konstrukcija

ili u razvijenom obliku

————————————————————————————

N

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

M
V/ W, B R, =0
M

/// 7777777777777 P, 2:_Mo
. w,=0| |R

| |/ i 3 S P = -M,

Pomaci u ¢vorovima odreduje se iz reduciranog sustava jednadzbi (zasjencena polja)

ky;w, +ky0, =0
kW, +ky0, =-M,

. El
gdje je k33=192F, ki, =k, =0, k44=16E—LI
Rjesenj t lasi w, =0 I ML
eSenje sustava glasi : = =
e ¢ ’ (T

Reaktivne sile i momenti u ukljeStenju odreduju se povratkom u nereducirani sustav
jednadzbi

-R =ky,0,, M, =ky0,, R, =ky0,, -M,; =k, 0,
gdje je:
El El El El
ki :24F’ Ky, =4Ta kg, :_24F’ ke =4T

Rjesenje glasi

M M
Rlzi_()? R3 :2—0
L L
1 .
Mlz—ZMO, ( (smjer) szzMo
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3. Savijanje grede

Elasti¢na linija, te dijagrami raspodjele poprecnih sila i momenata savijanja prikazani su na
slikama 3.16.a,b1ic.

N
©
)
©

a) /ﬁ%

T T

) mﬂ@ 8w,
w [ G iz

Slika 3.16. Primjer 3.5

b) R

Ovaj primjer se moze takode rijesiti razmatranjem samo jedne polovice nosaca s jednim
kona¢nim elementom i primjenom uvjeta antisimetrije w, =0, M, =M /2. Matri¢na

jednadzba glasi
T w, =0 -R
@ =0 M,
w, =0 Q,
7,
|L () -M, = M0/2

Redukcijom sustava (zasjencena polja) proizlazi

-M .. El
k9, :TO gdje je k,, :ST
1 ML
22716 &l
Izrazi za reakcije glase
.. El
k0, =-R gdje je ky, =24F
.. El
ko, =M, gdje je Ky, =4T
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Teorija konstrukcija

te se dobiva

PRIMIJER 3.6

Konzolni nosa¢ krutosti na savijanje El i duljine L optereéen je na sredini silom F prema
slici 3.17.a. Odrediti elasticnu liniju i reakcije u ukljeStenju upotrebom modela konacnih
elemenata prema slici 3.17.b.

Zadano: L=1m, F=16kN, El =10kN/m?

b) ® @

Slika 3.17. Primjer 3.6

Matri¢na jednadzba modela glasi

[K]-{a)={F}

ili u razvijenom obliku

_Rl
Ml
Q =F
.-
Q3=
M, =0
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3. Savijanje grede

Pomaci u ¢évorovima odreduju se iz reduciranog sustava (zasjencena polja)
Ky W, + k5,0, + koW + k005 =F
K sW, + k0, +kysWy + k0, =0
KW, + K50, + KWy + k05 =0
KW, + K0, +kgsW; + ko3 =0

gdje je
El El El 3
ks =16F(6+6) ki, =0 ks =16F(—6) kg =16FEL
El El 3L El L
k43 :k34 :O k44 :16FL2 k45 :16F(—7j k46 :16FT
El El 3
ks =k ks, =kys Kss :16F6 ks :16F(_EL]
El 1
kg =k Ky =k ks =ksg K g :16_3_ L*
L2
Uvodenjem ovih izraza u gornji sustav jednadzbi slijedi
3 FL®
12w, - 6w + =L =
’ : 2% T TeEl
3 1
I_2 @, - E I_W3 + Z L2 Q3 = 0
3 3
— 6W2 — E L¢72 + 6W3 — E L§D3 =0
3 1 3 1
E I_W2 + Z LQ(DZ — E I_W3 + E I_Z(O3 =0
Za zadane numericke vrijednosti proizlazi rjesenje sustava
w, =0,0066 m @, =0,02rad w; =0,016 m @, =0,02rad

Reakcije u ukljestenju odreduju se iz nereduciranog sustava jednadzbi neposrednim
izraGunavanjem

-R =k;;w, +k,0,
M, =k, W, + k0,
gdje je
El El 3 El 3 ElIl, ,
k13 :16F(—6) k14 :16FE L k23 =16F(—E Lj k24 :16FZ L
Proizlazi, da je

R =16kN
M, =-0,79 kNm ( (smjer)
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Teorija konstrukcija

Elasti¢na linija i raspodjela poprecnih sila i momenata savijanja duz grede prikazani su
na slici 3.18.

N

Slika 3.18. Primjer 3.6

PRIMIER 3.7

Okvirni nosa¢ prema slici 3.19.a sastoji se iz dijela AC s kruto$¢u na uvijanje Gl i iz
dijela CE s kruto$c¢u na savijanje El, te je optereCen momentom Mg u tocki C. Odrediti:
a) raspodjelu deformacija
b) reakcije u osloncima A i E s odgovaraju¢im naprezanjima
Dio AC ima beskonacno veliku krutost na savijanje. Problem rijesiti metodom kona¢nih
elemenata s modelom prema slici 3.19b.

Zadano: a=2m, M, =2kNm, d =0,05 m (promjer popreénog presjeka nosaca),
E=21-10° kN/m?, G=0,8-10° kN/m?, v=03

f% ApQ
al|®
2a BB

©

a

a) b)

Slika 3.19. Primjer 3.7
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3. Savijanje grede

Dio AC opterecen je na uvijanje, pa je modeliran s dva Stapna elementa (1,2); dio CE optere-
¢en je na savijanje, te je modeliran s dva gredna elementa (3,4).

Reakcije u osloncima pretpostavljene su prema 3.20.

Q.)Mlz\

A

1O

Slika 3.20. Primjer 3.7

Matri¢na jednadzba modela glasi
[K]-{a}={F}

odnosno u razvijenom obliku

A

/@ U4:! MtBZO

WC:O QC:()

/@ pc=vc| |M=-M,

o | 1w [7] =0
e on Mp =0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, wg =0 Qe
pr =0 ~Mg

U tocki C progib w. =0, jer ta tocka pripada i dijelu AC okvira s beskona¢nom krutosti na
savijanje. Kut uvijanja y¢ dijela AC je ujedno i kut nagiba ¢c kod savijanja dijela CE.
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Teorija konstrukcija

Reducirani sustav jednadzbi glasi

kpys + kype = 0

kpyy + kuoe + kuw, + ko = Mto
koo + kW, + ks = 0
kKoo + keWy + ko, = 0
gdje je
K, :klzz +k121 K, =k, :k122
k44 =k§2 +k32 k45 :k;;z k46 :k;zt
ks, =kys ks =k3, +ki) ks, =k3, +ki
k64 :k% k65 :kse
te se dobiva
Gl, Gl,
—(1+1 — =0
a ( )'//B a Pc
Gl, Gl, 2El ., 2El 2Bl ,
_7WB+ (?+?2a @C— ?3aWD+ ?a Pp =— Mto
2El 2El 2El
—?3a(pc + == (6+6)wp + ?(—3a+3a)(pD =0
2El 2El 2El
?azgoc + —-(-3a+3a)w, + —3(2a2 +2a’ ).pD =0
a a
Rjesenje ovog sustava glasi
vy =—0,04077 rad
Ve =@ =-0,08155rad

wp =-0,01546 m
¢, =0,015rad

Raspodjela deformacija prikazana je na slici 3.21.

%

zv

Slika 3.21. Primjer 3.7
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3. Savijanje grede

1z nereduciranog sustava jednadzbi neposredno se odreduju reakcije
M, =k,
Qp =ksWp, +koep

My =kgW, +kgop

gdje je
| Gl, 4 2E 4 2EI
kjy =kjy =——— ko5 =k3, :_3(_6) ko6 =k3) :_3(_33)
a a a
Gl
kgs =kis :—_;33- kgs =k =£az
a a
Proizlazi
M, =101kNm Q. =0 Mg =-0,99 kNm ( (smjer)
Naprezanja u osloncima
M 16M
Ty =2 63A=41N/mrn2
Wt d’rz
M 2M
oy = e 3 = =82 N/mm’
w d'z

PRIMIJER 3.8.

Za okvirni nosac opterecen silom F prema slici 3.22.a odrediti
a) elasti¢nu liniju
b) reakcije u osloncima
¢) dijagrame uzduznih i popreénih sila te momenata savijanja
Svi dijelovi nosac¢a imaju beskonacno veliku osnu krutost. Zbog simetrije razmatrati
samo jednu polovicu nosaca. Problem rijesiti metodom konacnih elemenata s modelom prema
slici 3.22.b.

Zadano: | =1m, F=5kN, El =180,81kNm?, v=0,3

; e
I ® _ -Q32—£AD> (3 )M42

O .

21 21

~ O .

a) b) c)
slika 3.22 Primjer 3.8
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Teorija konstrukcija

Model na slici 3.22.b sastoji se od tri gredna elementa s tim da je lokalna os X iz definicije
grednog elementa, slika 3.11, razlicita za vertikalne elemente 1 i1 2 u odnosu na horizontalni
element 3. Radi pravilnog postavljanja matri¢ne jednadzbe modela prikladno je prikazati sve
pretpostavljene sile i momente za oba dijela nosaca, slika 3.22.c.

Matri¢na jednadzba modela [K[{A}= {F} u razvijenom obliku glasi

/ v 7] [w =0 - Ry,
iy o | | oo
T ‘ W, Q, =0
, M, =0
wi=0p={ Qj
777777777777 o, M, =0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, — w; = -Q
e | e
; ; ; ; ‘ ‘ ‘ 1| @, =0 -M,

element 1 m element 2 % element 3

U vektoru &vornih pomaka {A} imamo

w, =0 zglobni oslonac

w; =0 beskonacno velika osna krutost horizontalnog dijela
W33 =0 beskonacno velika osna krutost vertikalnog dijela
¢, =0 uvjet simetrije

U vektoru ¢vornih sila {F} imamo

M, =0 zglobni oslonac

Q,=M, =M; =0 ravnoteza sila i momenata u spojnim ¢vorovima

Zbog zamjene u redoslijedu pomaka W; i ¢, treba u matrici krutosti elementa 3 zamijeniti 1.

i 2. redak i stupac.
Reducirani sustav jednadzbi glasi

kpp + kyw, + kye, = 0
kpo + kuw, + kye, + o kyey = 0
kpp + kpw, + kye, + ke = 0
koW, + kgo, + ko + kgw, =
kg, + kgw, =
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3. Savijanje grede

Koeficijenti uz nepoznanice glase

4El 6El 2El
Ky, :klzz :T K :k123 :_? k24 :k124 :T
24El 6El
ks, =k, ks, :k;3 +k121 = B ks, :k134 +k122 =0 Ky :k124 = E
SEl 2El
ky =ky k; =k, Ky, =k114 +k§z = K6 =k§4 =T
8El 6El
kg =k kg =k K :kzzm +k;2 :T K :k§3 :_?
12El
kgs =kgg Ky :k§3 :T
Uvrstavanjem ovih izraza u gornji sustav jednadzbi slijedi
2Lp, - 3w, + Lo, =0
Lo, + 4w, + Lo, =0
?, + 4p, + =0
3w, + L¢, + 4Lp, - 3w, = 0

- Lo, + 2w, = FL/12E
Rjesenje sustava glasi
@, =—0,138-107" rad
w, =-0,104-107 m
¢, =-0,035-10" rad
@, =0,277-107 rad
w,=0,243-10" m

Elasti¢na linija okvirnog nosaca prikazana je na slici 3.23.

Slika 3.23. Primjer 3.8.
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Teorija konstrukcija

Povratkom u nereduciranu matricnu jednadzbu modela mogu se neposredno odrediti
nepoznate sile i momenti. Slijedi

koo + ksw, + ke, = -Ry
koW, + kg0, + ko = QF
Kogps + kpw, = _Q;
Koy + kgw, = —-M,
gdje je
6El 12El 6El
klzzkiz_? k13=k}3=_ E k14=k}4=?
12El 6El 6El
ks =k3, = R ks, =k3, =- B ks =k, e
6El 12El
K76 :k132 ? Kg :ki3 == E
2El 6El
k96 :kiz :T k9s :kis :_?

Sile i momenti glase
Ry, =—0,375kN  — (smjer)
Q; =-0,375kN  <— (smjer)
Q; =2,5kN
M, =L75kNm

Vertikalna reakcija u osloncu

Ry, =Q; =2,5kN

. . . . F
zadovoljava uvjete staticke ravnoteze R, =—

Dijagrami raspodjele uzduznih i poprecnih sila te momenata savijanja u nosacu prikazani
su na slici 3.24.

2,5kN
IS HHHWHHHH : _ 075 kNm
70,375 kN 25KN # B
O SSER= e
2,5 kN _-0,375 kN e
0375 kN |E
a) b) c)

Slika 3.24. Primjer 3.8.
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4. RASTEZANJE PRAVOKUTNE PLOCE

4.1. Diferencijalna jednadzba rastezanja pravokutne ploce

Na slici 4.1. prikazan je diferencijalni element pravokutne ploce opterecene na
rastezanje /6/ sa svojim osnovnim znacajkama: u, vV - pomaci u ravnini ploce, 0, 0, - vanjsko
opterecenje u ravnini ploce, Ny, Ny - normalne membranske sile po jedinici duljine, S - smi¢na
membranska sila po jedinici duljine.

S+8_de
OX
ON
y S+—d N, + dx
oy oy Y X o

Slika 4.1 Diferencijalni element pravokutne ploce optere¢ene na rastezanje

Postavljanjem uvjeta ravnoteze za element na slici 4.1. dobivamo jednadzbe ravnoteze

N, oS Ny oS
+——=—q, —+—=-q, (a)
ox oy oy  ox
Iz bilanse pomaka elementa u smjeru X (U) i Y (V) slijede jednadzbe deformacije
ou ov I{ov ou
Ex =—, Ey=—, Yy =T =+t — (b)
OX OX 2\ ox oy
Veza izmedu deformacija izrazena je preko jednadzbe kompatibilnosti deformacija
%y 0%, 0’cy ©
= + C
oxoy oyt ox’
Hookeov zakon za dvoosno stanje naprezanja daje slijedece jednadzbe
1 1 2t+v)
5X:E(NX—VNy), gyza(Ny—u\lx), Ty =TS (d)
Ako se izrazi (d) uvrste u (c) i uvede Airy-eva potencijalna funkcija naprezanja 6,
0’0 9% 0°0
=———|0q,dx, N, =—-— dy, S=- e
v [ax v= 3 [aydy oy @)
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Teorija konstrukcija

tada se dobiva diferencijalna jednadzba rastezanja pravokutne ploce
oo N oo N 0'0
ox*  ox*oy’  oy*

f 4.1)

gdje je

2 2 a
f =%qudx)+%qqydy)—v[6;: +%J

Membranske sile mogu se izraziti u ovisnosti o Airy-evoj funkciji

2
N, = ny —jqxdx
&0
y 6X2
0’6
dxoy

N [ a,dy (4.2)

4.2. Numericko rjeSenje primjenom metode konacnih elemenata

Pravokutna ploca se modelira sustavom membranskih kona¢nih elemenata /4/ (trokutasti,
pravokutni), te se problem svodi na odredivanje membranskih pomaka i sila u spojnim
tockama elemenata, tj. u ¢vorovima. Ovdje je, jednostavnosti radi, prikazano modeliranje
samo s trokutastim elementima, ali je tehnika modeliranja s pravokutnim elementima
identi¢na.

Trokutasti membranski element prikazan je sa svojim znacajkama na slici 4.2.

1

v,V

I | UI,UI
Ef‘qx 3
T /\ Uy, Uy
u, U, v, V,

Slika 4.2. Trokutasti membranski element

Element ima tri ¢vora, u svakom ¢voru su dva stupnja slobode U i v, te dvije membranske sile
U i V. Matri¢na jednadzba ima svoj standardni oblik

[k]- {8)= 1} - {f}, 43)
gdje je
[k]=[k], +[k], matrica krutosti
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4. Rastezanje pravokutne ploce

matrica krutosti na rastezanje:

y223 VX32 y23 y23 y3l Wl} y23 y12 y23 l0(21 y23
X322 VXSZ y31 X32 X13 W(32 ylZ X32 X21
[k] =D. - y321 sV Y Ya VXV
1= 2
Xl3 w(l3y]2 X]3X21
simet. i VKa Yiz
I X,
matrica krutosti na smik:
X XY XoXs XnYs XpYa o XY
y223 X13 y23 y23 y31 X21 y23 y12 y23
[k]z =D,- X123 X132/31 X3%1  Xi3Yin
y31 XZl y31 y12 y31
simet. X3 X, Y
I Yir
= Eh A-povrSinaelementa, X, =X —X., Y, =Y, -V
1 4(1—V2)A > Nj i j ij i j
D,=————
831+ v)A
U U,
Vi Vi
u, y . U, y I
{6}= vektor &vornih pomaka, {f}= vektor ¢vornih sila
Va \Z
us U,
V3 Vs
10
0 1
1 0] |dyx . o . .
{f }p 3o 1l q vektor ¢vornih sila vanjskog optere¢enja
y
10
0 1
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Teorija konstrukcija

PRIMIJER 4.1.

Trokutasta ploca zadana i opterecena silom F prema slici 4.3.a. Odrediti pomak hvatista
sile i reakcije u osloncima. Plo¢u obuhvatiti s jednim kona¢nim elementom prema slici 4.3.b.

yt  an F
A
3
b
O]
- x5 ! :
- X
a) b)

Slika 4.3 Primjer 4.1

Uzevsi u obzir sve rubne uvjete, matricna jednadzba sustava (Citaj: elementa) u razvijenom
obliku glasi

I B e e B
T ) [ Y
[ N R R B v, =0 V,
bt
[ u, =0 u,

[ T i A e B =

[T T T T T B v, =0 V,

A S A S

S U SR N R B e
R R B G Vs =-F

Obzirom da su samo pomaci Uj i V; razli€iti od nule, reducirani sustav jednadzbi glasi

Kod odredivanja koeficijenata uz nepoznanice valja uzeti u obzir obje matrice krutosti (na
rastezanje i na smik):

(kss) =Dy, = y1)=0 (kss)
(ks ), =Dyv(x, - x )(yl y,)=0 (ksq ), =
(ks )y = (ks ), = (kes)
(keo) =Di(x, =% )" =D’ (ke )
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4. Rastezanje pravokutne ploce

Prema tome, reducirani sustav jednadzbi sada glasi

Odatle proizlazi
u, =0
4A1-v? )
vV, =— F
} Eha’

Reakcije u osloncima se odreduju neposredno iz nereduciranog sustava

U, =KkysV;
V) =ky6V3
U, =k36V3
V, =kyeVs
gdje je
(k16)1 = D1V(Xz —X )(yz - yz): —D,vab (klé)z = D2(X3 - X2)(y1 - yz):0
2
a
(k26)1 = Dl(x3 —Xz)(xz - Xl):_Dl 5 (kzs)z = Dz(y1 -Y; )(Y2 - Y3):0
(k36)1 = Dl‘/(xz =X )(y3 - Y1): Dl‘ab (k36)2 = DZ(XI - X3)(y1 - Y2):0
2
a
(k46)1 = Dl(xl - x3)(x2 - Xl):_Dl > (k46)2 = Dz(Y1 -Y )(Y3 - y1):O

te proizlazi

U =vaF v -Lr
b 2
a . 1

U, =—VBF <— (smyjer) V, :EF
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Teorija konstrukcija

PRIMIJER 4.2.

Sustav se sastoji od trokutaste ploce ABC i grede CD i opterecen je silom F prema slici
4.4.a. Odrediti pomak hvatista sile i reakcije u osloncima A, B i D. Problem rijesiti uz pomo¢
modela koji se sastoji od jednog trokutastog membranskog i dva gredna elementa i prikazan je
na slici 4.4.b. Greda CD ima beskonacno veliku osnu krutost, a spojnu tocku C pretpostaviti u
obliku zgloba.

Zadano: a=1m, h=0,02m, | =0,5m, F =2kN, El =359,1kNm?, v=0,3

N |

a
©)
/ -— 2 3
B a C
@)
21 > 4
©)
D
v > 5
a) b)

Slika 4.4. Primjer 4.2

Uzevsi u obzir sve rubne uvjete, te beskonacno veliku osnu krutost grede CD (V3 = 0),
matri¢na jednadzba sustava glasi
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4. Rastezanje pravokutne ploce

odnosno, uzevsi u obzir sve rubne uvjete, u razvijenom obliku

7 ® T w=0 ) (U

7777777777777777777777777777777777777777777 v, =0 v,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, U, =0 u,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, v v,

%7// Uy=w,| |Uy=-F

% ?; M; =0
1 S
] o] e

W//% element 2

Obzirom da su pomaci Us, @3, Wy 1 @4 razli¢iti od nule, reducirani sustav jednadzbi glasi:

kU, + ke + kW, + kg, = -F
kosuy + ko + kW, + ke, = 0
kgsUs  + ko, + kW, + kgo, = 0
kosUy  + kg0 + koW, + kg, = 0
gdje je
1 2 2 El
ks =kss +kjy =D,a +2|_36 kss =k
ks, =k, :2:5—3'2| k,, =k2, :?_'IE—3'2|2
El El
Ky :k123 :2|_3(_ 6) kg :kis :2|_3(_3I)
kg =kp, =2IE—3'3| k., =k3, =2'|5—3'|2
ks =k kos =Ko
k87 :k78 k97 =Ko
El El
kg =k3, +k;, :2|—36+2|—36 Kog = Kgo
kg =k2, +k3, :2|E—3'(—3|)+2:5—3'(3|) Ky =k2, +k3, =2 Bl 2 By

I° I°

57



Teorija konstrukcija

Nakon sto se uvedu numericke vrijednosti u gornje izraze, dobiva se

(2307692,308 + 34473,6)u, + 8618,4¢, — 34473.6W, + 86184p,= —F
8618,4u, + 28728p, — 8618,4w, + 14364p,= 0
—34473,6u, — 861840, + 68947,2w, = 0

8618,4u, + 1436,4¢, + 547569, =
Rjesenje ovog sustava glasi:

u, =-0,00087 mm w, =-0,000271mm
@, =0,0000013 rad @, =0,000000975 rad

Konstrukcija u deformiranom obliku prikazana je na slici 4.5

2

R
A
N

\

1
1
H \
1

2 ;‘X
22

Slika 4.5. Primjer 4.2

Povratkom u nereducirani sustav jednadzbi odreduju se nepoznate reakcije u osloncima

k15u3 :Ul k35u3 :Uz k10,8W4 +k10,9¢74 :Qs
kosuy =V, k,su; =V, k11‘8W4 +k11,9§04 =-Mjy
gdje je
El
le :kis =0 k10,8 :kgl :2_(_6)

|3
| 2 3 El
kzs :kzs = Dlva k10,9 :k32 :2|_3(_3I)
| 2 3 El
k35 :k35 :_Dla k11,8 :k41 :2|_33|
El 2

B

k45 =k25 =_D1"9-2 k11,9 zkiz =2
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4. Rastezanje pravokutne ploce

Kada se uvrste broj¢ani podaci proizlazi

U =0

V, =-0,6 kN l (smjer)
U, =2kN

V, =0,6kN

Q; =0,00093kN
M, =-0,00093kNm ( (smjer)
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5. SAVIJANJE PRAVOKUTNE PLOCE

5.1. Diferencijalna jednadzba savijanja pravokutne ploc¢e

Na slici 5.1 prikazan je diferencijalni element pravokutne ploCe opterecene na
savijanje /6/ sa svojim osnovnim znacajkama: W-progib, M-moment savijanja, Q-poprecna
sila, T-moment uvijanja, Q,-vanjsko opterecenje. Veli¢ine M, Q i T izraZzene su po jedinici
duljine, a na slici 5.1. prikazane su s pozitivnim predznakom.

Slika 5.1. Diferencijalni element pravokutne ploce opterecene na savijanje

Postavljanjem uvjeta ravnoteze sila i momenata za element ploce na slici 5.1. slijedi jednadzba
ravnoteze

2 2 2

M o0°M
0 X+26T+ y
ox? oxoy  ox?

=-qQ, (@)

Veza izmedu progiba ploc¢e W i deformacija u smjeru X i Yy glasi

. _o'w __o'w _ 00w
Ey =—Z—— Ey——Zy, }/Xy—— Za)(ay

(b)
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Teorija konstrukcija

Unutarnji momenti My, My i T mogu se izraziti preko naprezanja u presjeku ploce

—_— | T

h h

2 2
M, = [oy2dz, My=[o
h
2

y2dz, T= |72z (©)

0|

Ako se primijene izrazi Hookeovog zakona za dvoosno stanje naprezanja

E
sz—l—vz <gx+‘/‘9y)’ Gy:m(“:erVSX)’ Txy:mhy (d)

i medusobno povezu gornje jednadzbe, dobiva se diferencijalna jednadzba savijanja
pravokutne ploce

4 4 4
at’:’+2 62W2+a\iv=& 5.1
X oxoy- oy" D
gdje je
D= En krutost plo¢e na savijanje
1211-v?)
vv(x, y) funkcija progiba ploce
Unutarnje sile i momenti mogu se izraziti u ovisnosti o progibnoj funkciji
2 2
M,=-D| LW, oW
aXZ ayZ
5 5 (5.2)
M, =-D S 24y
oy OX
2
T-—(1-v)p2W (5.3)
oxoy
oM, T
Q=Zr+ -
OX oy
54
oM, ot
Q =—r+5-
oy OX
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5. Savijanje pravokutne ploce

5.2 Rubni uvjeti

Rubni uvjeti su od bitnog znacenja kod odredivanja rjeSenja diferencijalne jednadzbe
(5.1). Ovdje su razmatrani rubni uvjeti za dva tipi¢na nacina oslanjanja ploce, tj. za zglobno
oslonjenu i za upetu plocu.

Slika 5.2. Rubni uvjeti ploce

Na zglobno oslonjenim rubovima progib i odgovaraju¢i moment savijanja jednaki su nuli. To
znaci slijedece:

Rubovi X=0, Xx=a

w=0, M, =0,
2 2
Sto prema izrazu (5.2) daje 8_\;v + va—\zN =0
oX oy
Obzirom da je na tim rubovima zakrivljenost ploce 5 =0 toje1promjena te

2
zakrivljenosti

= 0 automatski zadovoljena. Prema tome, uvjet momenta

2

. . . . w
M, =0 svodi se na razmatranim rubovima na uvjet —-=0
OX

Rubovi y=0, y=b

2 2
Sto prema izrazu (5.2) daje Z—Zv + V@_W =0
X

ay2
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Teorija konstrukcija

Ovdje je, zbog analognih razloga kao i za ostala dva ruba, promjena zakrivljenosti

2

. . . . .0
automatski zadovoljena, te se uvjet momenta M, =0 svodi na uvjet — = 0

Ovi uvjeti prikazani su na slici 5.2.a.

Na upetim rubovima progib i nagib plo¢e jednaki su nuli. To znac¢i slijedece:

Rubovi X=0, x=a

Rubovi y=0. y=b

Ovi uvjeti prikazani su na slici 5.2.b.

5.3. Analiticko rjeSenje primjenom dvostrukog trigonometrijskog reda
(Navier-ova metoda)

2

o0°WwW
=0
ox>

Rjesenje na osnovi Navier-ove metode /5/ razvijeno je za pravokutnu zglobno

oslonjenu plo¢u prema slici 5.3., opterecenu vanjskim opterecenjem q, =f (X, y).

Slika 5.3 Zglobno oslonjena ploca za rjeSenje Navier

Funkcija progiba V\/(X, y) pretpostavlja se u obliku dvostrukog reda funkcija

w(x, y)=

gdje svaki ¢lan za sebe zadovoljava rubne uvjete na slici 5.2.a.

S . Mmax . n
D" Wy, sin——sin hry
n a b

3]s
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5. Savijanje pravokutne ploce

Vanjsko opterecenje d, (X, y) se takode razvija u dvostruki red sinus funkcija

0,(6¥)= 2 X G sin T sin 2 (5.6)

Koeficijenti razvoja reda Qy, odreduju se na poznati nacin /5/

ab
”f X,y sm s1n ﬂydxdy 5.7
aby g a

Izrazi (5.5) 1 (5.6) uvode se u diferencijalnu jednadzbu (5.1) te se dobiva algebarska jednadzba
u obliku

4_4
T

& m
5 S
m n a

2.2 4 4 __4 )
mn-rz n'z .. mMzx . n .. Mzx . n
s——+——— |sin s1n—7zyzzzq—m”sm y
ab b a b 5% D a b
Izjednacavanjem odgovarajuéih ¢lanova reda (isti mi n) na lijevoj i desnoj strani ove
jednadzbe slijedi

W, - Owm (5.8)

2 2
or( T |

/A 4
Rjesenje na osnovi Navier-ove metode s ishodistem u uglu ploce, slika 5.3, pogodno je
za sve oblike optereCenja, samo valja voditi racuna da funkcije progiba i opterecenja budu

kompatibilne, u protivnom se moze desiti da integral (5.7) poprimi vrijednost nula.

U slucaju jednolikog ili simetricnog opterecenja g, moZze se rjeSenje Navier upotrijebiti i
kada je ishodiste koordinatnog sustava postavljeno u sredini ploce. U tom slucaju treba u

izrazima (5.5), (5.6) i (5.7) funkcije sinus zamijeniti s funkcijama cosinus, a u integralu (5.7)
treba postaviti granice integriranja od -a/2 do &/2 i od -b/2 do b/2.

PRIMIJER 5.1

Pravokutna plo¢a dimenzija axb i debljine h, zglobno oslonjena na krajevima,
opterecena je jednolikim optereéenjem ¢ prema slici 5.4. Odrediti funkciju progiba W(X,y) i
progib u sredini.

Slika 5.4 Primjer 5.1
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Teorija konstrukcija

Zbog jednolikog opterecenja funkcija progiba W(X,Y) se pretpostavlja redom simetri¢nih
sinus funkcija u smjeru X i Y. S tri ¢lana reda funkcija glasi

. 7X . 3nX . .3 .3
W(X,Y)=W11Sln—Slnﬂ+W3lsm—51nﬂ+w33sm—51n—ﬂy
a b a b a b

a b
2 2 Wll +W3l +W33

Nepoznati koeficijenti progiba Wiy, Wi 1 W33 odreduju se primjenom izraza (5.8)

a progib u sredini

_ ai O Os3

Wy, = 2 Wy, = 2 Wis =—2
1 1 9 1 9 9
a’ b a’ b a’> b
Nepoznati koeficijenti optere¢enja Qy1, 031 1 Q33 odreduju se primjenom izraza (5.7)

sm — dXdy = % d,
Vs

3y 16

ab
ol lws
00
ab
31=4.([.([ sm sm%dxdy=%qo
ab
= .([.([ s1n—sdeXdy:Fq0

Uvodenjem ovih vrijednosti u izraze za koeficijente progiba proizlazi

16q, a‘b* _1l6g, a'b’ .. = 16% a‘b*

W, =

Dz (a? +b? | "D 3 s op ) ¥ Dz’ 9oa? +9b? |

te je progib u sredini ploce

w{Egj_léqoa“b“ 1 . 1 . 1
22)" Dx° ((@+b) 3f@+o0?) 90a’+9b°)
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5. Savijanje pravokutne ploce

PRIMIJER 5.2
y

Pravokutna ploca iz Primjera 5.1 opterecena je optereCenjem q(X, y)= do sm—smF
a

prema slici 5.5. Odrediti funkciju progiba W(X,Y) i progib u sredini.

Slika 5.5 Primjer 5.2

Zbog simetricnosti opterecenja i u ovom slucaju se funkcija progiba W(X,y) pretpostavlja
redom simetri¢nih sinus funkcija u smjeru X iy

W(X y) W“slnﬂx ﬂy+W3lsm3ﬂXs ﬂ+w33sin3—7zxsin3—ﬂy
a b a b a b

ab
37 =Wy + Wy + Wi

Problem se opet svodi na odredivanje nepoznatih koeficijenata opterecenja Gy, Q31 1 Os3

a progib u sredini ploce

430 X . L,my
_4 X sin> ™ dxdy =
I .”qo Sin asm b y =0,
s, :—”qo sm;sm?sm2 b! dxdy =0

33 :E.Mqo sin sm?sm ZysmTﬂydxdy:O

Proizlazi, da doprinos progibu daju samo oni ¢lanovi reda koji su potpuno kompatibilni
funkciji optere¢enja (m=1, n=1), ;.

qo a4 b4
o (o + 7

{53
=5 | =W
2°2

W, = Wy, =W =0

te progib u sredini ploce iznosi
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Teorija konstrukcija

PRIMJER 5.3.

Pravokutna ploa dimenzija axb i debljine h optere¢ena je optereCenjem
a(x, y)=q,(1—2x/a) prema slici 5.6. Odrediti funkciju progiba, te mjesto i iznos najveéeg
progiba.

Zadano: a=4m, b=2m, h=0,01m, q, =1kN/m?, E=2,1-10° kN/m?, v=0,3

Slika 5.6 Primjer 5.3

Zbog antisimetri¢nosti optereéenja funkcija progiba W(X,y) je pretpostavljena redom
antisimetri¢nih sinus funkcija u smjeru X. S dva ¢lana reda funkcija W(X,y) glasi

24
b

L 27X .oy . 4
V\/(X, y) =W, sin— smF + W, sin —sin
a a

Nepoznati koeficijenti progiba W,y 1 Wy prema (5.8) glase

s o

- 4 1Y = 16 1Y
4 4

4 3b 2X) . 27X . ny 84,

— 1—— [sin —sin—dxdy = —~

I e

4 20 2X) . 4nx . ny 4q,

= ] —— |sin ——sin —dxdy =
O abuqo[ aj 5 S dxdy=—
te se dobiva
41,4 41,4
Wy, _4qu—bZ=L7mm w,, = 49,a’b > =0,138 mm

Dz°(a® +4b>f Dz°(a® +16b?)
Funkcija progiba glasi

Wi, y) = 0,0017sin 2 sin .+ 0,000138sin 22 sin .

a b a b
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5. Savijanje pravokutne ploce

Raspodjela progiba duz simetrale y="b/2 prikazana je na slici 5.6.a, gdje je naznacen i

priblizan polozaj mjesta najveceg progiba W, =17 mm
0 x=022a X
wﬁ\}vﬂmax
W(X)

Slika 5.6.a Primjer 5.3

PRIMIJER 5.4.

Pravokutna plo¢a dimenzija ax b i debljine h optereéena je optereéenjem

q(x, y)= d, (1 - X/a) prema slici 5.7. Odrediti funkciju progiba W(X,y), te

mjesto i iznos najveceg progiba.

Zadano: a=4m, b=2m, h=0,01m, g, =1kN/m?, E=2,1-10° kN/m?, v=0,3

Slika 5.7 Primjer 5.4

Zbog nesimetri¢nosti opterecenja funkcija progiba W(X,Y) je pretpostavljena redom
simetri¢nih i antisimetri¢nih sinus funkcija u smjeru osi X. Uzeta su tri ¢lana reda, te funkcija
W(X,Y) glasi:

V\/(X y) Wnsmﬂx ﬂy+W21 sin 272Xs1nﬂ+w3l sin3—ﬂxsinﬂ
a b a b a b
Nepoznati koeficijenti progiba Wiy, Wy 1 W3, prema (5.8) iznose
q q q
Wllz—nz W21:+ W31:+
D 1 1 D 4 1 Dt 9 1
T ; + bT T ? + biz T ? + biz
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Teorija konstrukcija

Nepoznati koeficijenti optereéenja Qyy, Oy 1 Q31 odredeni su prema (5.7)

4 ab XY . #x . 8q
a, =—“.q0(1—ngm;sm%dxdy:”—zo

ab g
A oo
Proizlazi
W, = 8q, a'b’ 21:4q0 a‘b* ", sq,  a'b’

Dz (a2 +b’ )2 W(a2 +4b’ )2 " Drf 3(a2 +9b’ )2

Najvedi progib se nalazi na simetrali ploe y =b/2, te su priblizno mjesto i njegov iznos

odredeni uvodenjem zadanih brojc¢anih vrijednosti. Dobiva se

ay, = 0.81kN/m? 0, = 0,045 kN/m? 0, = 0,27 kN/m?
W, =0,0044 m W,, =0,000865 m w;, =0,000218 m

Raspodjela progiba duz simetrale y=b/2 prikazana je na slici 5.8 i na njoj je naznaen

polozaj najveceg progiba koji iznosi W, =4,62 mm

max

x=0,357a

Q
Y x

o

W)

Slika 5.8. Primjer 5.4
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5. Savijanje pravokutne ploce

PRIMIJER 5.5.

Kvadratna plo¢a duljine stranice | i debljine h slobodno je oslonjena na svojim krajevima
i optereCena s q(x, y)= d, (1—cos;zx/ I) prema slici 5.9. Odrediti funkciju progiba W(X,y) i
iznos progiba u sredini ploce.

Slika 5.9 Primjer 5.5

Funkcija progiba je pretpostavljena s jednim ¢lanom reda
X ny
X, ¥)=W,, cos—cos—
WX, y)=w, cos——cos
Progib u sredini iznosi: W(0,0) =W,

Nepoznati koeficijent progiba Wy odreden je izrazom (5.8)

Nepoznati koeficijent opterecenja qy; slijedi iz izraza (5.7)

4 23 7X X ny 16 —4rx
a, ZEJ.IJ.lqo(l—cosl—jcosl—cosl—dxdy: = d,
22
L (4-7)*q,
te proizlazi W, =05

To je ujedno i progib u sredini ploce.
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Teorija konstrukcija

5.4. Analiti¢ko rjeSenje primjenom jednostrukog Fourierovog reda (Levy-eva metoda)

Rjesenje na osnovi Levy-eve metode /6/ razvijeno je za pravokutnu plocu koja je
zglobno oslonjena na krajevima y=0b/2 i y=-b/2, proizvoljno u¢vri¢ena na druga dva

kraja i opterecena opterecenjem Q, =f (X) prema slici 5.10., dakle opterecenje se ne mijenja u
smjeru osi Y.

Slika 5.10. Pravokutna ploca za rjeSenje Levy

Funkcija progiba je pretpostavljena u obliku jednostrukog Fourierovog reda

V\/(X, y)= iwn (X)cos% (5.9

n

Nepoznati koeficijent reda w,(X) rjesenje je diferencijalne jednadzbe savijanja
ploce (5.1) za smjer X

d*w ydiw, o f(x)

dx4n -2p4, dxzn + BW, =05 (5.10.)

.. aV/4
gdje je B, 5

Ovo rjesenje se sastoji od homogenog i partikularnog dijela
W, =Wy, (X) + Wnp (X)
Homogeno rjeSenje W, (X) glasi

W, (x)= B, shB,x+ B,,chf, x + B, f,xchf.x + B, B, xshf3, x

Partikularno rjeSenje Wny(X) odreduje se od slucaja do slucaja, ovisno o funkciji
optereéenja f(X) na desnoj strani jednadzbe (5.10). Ukoliko je f(X) jednostavna funkcija
(pravac, parabola, polinom, trigonometrijska funkcija), tada se i Wnp(X) moZe pretpostaviti u
obliku funkcije f(X).
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5. Savijanje pravokutne ploce

Dakle, problem se svodi na odredivanje konstanti integracije B,; do B,4. Problem se
moze pojednostavniti u slucaju simetrije (antisimetrije) vanjskog optereéenja. U tom slucaju
eliminiraju se iz homogenog rjeSenja funkcije koje nisu simetrine (antisimetri¢ne)
izjednacavanjem pripadnih konstanti integracije s nulom, kako slijedi

Simetrija.............. izostaviti shfB, X 1 B,Xchf, X, dakle B, =B,; =0

Antisimetrija........ izostaviti chf, X i S,xshf, X, dakle B, =B,, =0

n

Preostale konstante integracije odreduju se iz rubnih uvjeta.

PRIMIJER 5.6.

Pravokutna plo¢a dimenzija axb i debljine h oslonjena je i opteretena jednolikim
optere¢enjem ¢y prema slici 5.11. Odrediti funkciju progiba i iznos progiba u sredini ploce.

Zadano: a=4m, b=2m, h=0,01m, g, =1kN/m?, E=2,1-10° kN/m?, v=0,3

Slika 5.11 Primjer 5.6

Funkcija progiba se pretpostavlja samo s jednim ¢lanom reda, tj. n=1.
Homogeno rjeSenje w;_ (X) , zbog simetri¢nog vanjskog opterecenja,

(B, =B,; =0), glasi:

Wlh(x): B,,chf, x+ By, B, xshf, x

gdieje f, =

o|N

Partikularno rjeSenje w; (X) se pretpostavlja na osnovu funkcije smetnje f (X) =(q, kao

Wlp(x): A1

Kada se ovo rjeSenje s derivacijama uvrsti u jednadzbu (5.10) proizlazi

o
= dakle w, (x)=
D! P Dgy

Prema tome, koeficijent reda w;(X) glasi

W (X): B,,chB, X+ By, B, xshf3, x + do

4
1
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Teorija konstrukcija

Nepoznate konstante By, 1 By4 odreduju se iz rubnih uvjeta

2 dx

Sto daje potrebne dvije jednadzbe

a a
Bchf, -+ By, shﬂ .
12 1 141 12 ﬂl

B, Bishf, — +Bl4(ﬂ15hﬂl ﬂ Chﬂl )—

=0

Rjesenjem ovog sustava i uvodenjem zadanih brojc¢anih vrijednosti dobiva se

B,, =—0,001894 m B,, =0,000319m

te funkcija progiba glasi
wW(x, y)= [ 0,001894chf3, x + 0,0003193, xsh3, X + s DJch,B,
1

Raspodjela progiba duz simetrala y=0 i x =0 prikazana je na slici 5.12.a i b. Iznos progiba
u sredini ploge iznosi W(0,0)=0,00665 m

-a/2 a2

Z 0 % X -b/2 0 b/2
w1 & ” B

Y <

W(X) w(y)
a) b)

Slika 5.12 Primjer 5.6
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5. Savijanje pravokutne ploce

PRIMJER 5.7.

Pravokutna ploca iz Primjera 5.6 slobodno je oslonjena na svojim krajevima i optere¢ena
optere¢enjem (= (|, sinz x/a prema slici 5.13. Odrediti funkciju progiba, te priblizno mjesto
i iznos najveceg progiba.

Slika 5.13 Primjer 5.7

Uzimaju¢i u obzir jedan ¢lan reda (n=1) i asimetri¢nost opterec¢enja (B12 =B, = 0), homogeno
rjeSenje glasi

Wi (X): B, sh, X+ By; 5, xchf, x

Partikularno rjesenje se pretpostavlja u obliku
. X
W, =A sz
Kada se ovo rjesenje s derivacijama uvrsti u jednadzbu (5.10) proizlazi

q a‘b*
A= T
T (a +b )
Dakle, koeficijent wy(X) glasi
_ G _ abt oo
w, (x)— B,;shf, X+ B, B, Xchf, X + 5 ”4(a2 NE )2 sin a

Nepoznate konstante By; i By3 odreduju se iz rubnih uvjeta

2
dx
$to daje potrebne dvije jednadzbe
a‘b*

B, shp, — +|313ﬂ1 Chﬂl D W
r*a? +

Bllﬂl Shﬂl + Bl}ﬁl (25}1131 + B ECh:B1 =
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Teorija konstrukcija

Rjesenje sa zadanim broj¢anim vrijednostima glasi

B,, =-0,0014m B,; =0,00029 m
te je funkcija progiba

a‘b* . X
q—o'mslnz COSﬂly

wW(x, y)= [— 0,0014sh/3, X + 0,00029 8, xch3, x +
Raspodjela progiba duz simetrale y =0 prikazana je na slici 5.14, gdje je ujedno naznacen i

polozaj najveceg progiba W, ==£1,81mm

a2 x=027a 0. |

A ¢ x=-027a &
e a2

¥ x

W(X)
Slika 5.14 Primjer 5.7
PRIMIJER 5.8.

o . . . 1 1
Pravokutna plo¢a iz Primjera 5.6 optereena je optereCenjem q=(,| —— X+ 5 prema
a

slici 5.15. Odrediti funkciju progiba, te priblizno mjesto i iznos najveéeg progiba.

Slika 5.15 Primjer 5.8

Obzirom da je opterecenje nesimetri¢no, homogeno rjesenje glasi
W, (X) = By shf, X+ By,chf, X+ By, 5, xch 5, X + B, 3, xsh 5, X

Partikularno rjeSenje se pretpostavlja u obliku polinoma 1. stupnja

W, (X)=Ax+ A,
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5. Savijanje pravokutne ploce

Kada se ovo rjesenje s derivacijama uvrsti u jednadzbu (5.10) proizlazi

q,b* 1 P
Dz a Dr* 2

A1:_

Dakle, koeficijent w, (X) glasi

4
() B, ;shp, x + B,zchﬂ,x+B,3ﬂlxch,B]x+B,4ﬁ1xsh,8,x+gob ( lx+lj
T

Nepoznate konstante B,,, B,,, B; i B,, odreduju se iz rubnih uvjeta

a dw
X=— , w=0 , —=0
2 dx
a dw

X=—— , w=0 |,
2 dx

Sto daje potrebne Cetiri jednadzbe

B,shp, — +Bl2Chﬁl +Bl3ﬂ1 Chﬂl +Bl4ﬁ1 Shﬂl

B, Bichf, — +Blzﬁ18hﬂl +Bl3[ﬂ10hﬂl ﬁ hﬂ1 j

a) qb*1
+Bl4(ﬂ18hﬂl ﬁ = hﬁ1 ] DO e
a a_ b
- By;shp, 5"’ BIZChﬂl -BiB = Chﬂl + BB = Shﬂl D7Z'4 =0

Bllﬂ]Chﬂl; B, Bishp, — +Bl3(ﬁ10hﬂl +ﬂ Shﬂ] j

g,b* 1

14(ﬂ15hﬂ] +ﬂ hﬂl j D =0

Rjesenjem ovog sustava jednadzbi dobiva se

B,, =0,00lm, B, =-0,001m, B,; =-0,00026 m, B,, =0,00036 m
Sto daje funkciju progiba V\/(X, y) u obliku

wW(x, y)=[0,001sh3, x — 0,001ch/3, x — 0,00026 3, xch 3, X + 0,00036 8, xsh 3, x +
+0,0085(0,5 — 0,25x)]cos B,y
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Teorija konstrukcija

Buduc¢i da se najveci progib nalazi na simetrali y =0, na slici 5.16 prikazana je raspodjela

progiba duz nje, gdje je takode naznacen polozaj najveceg progiba u iznosu W, ,, =4,6 mm .

-a/2 a2

» x=-0,38a X
i o % g

W(X)

Slika 5.16 Primjer 5.8

Kako je zadano nesimetricno optereenje superpozicija simetricnog (konstantnog) i
asimetricnog opterecenja, vidjeti proracun Wig(X), ovaj zadatak se mogao rijesiti i parcijalnim
odredivanjem konstanti By; i By; (asimetricno optereéenje) te konstanti By, i B4 (konstantno
opterecenje). Dobitak se sastoji u tome, Sto se umjesto jednog sustava od 4 jednadzbe
rjeSavaju 2 sustava s po 2 nepoznanice.

5.5. PribliZzno analiti¢ko rjesenje primjenom Ritz-ove metode

Ritz-ova metoda /6/ je energetska metoda na osnovi principa minimuma ukupne energije
kod savijanja ploce, a to znaci: od svih funkcija progiba ploce, koje zadovoljavaju rubne
uvjete, treba odrediti one koje daju minimalnu ukupnu energiju strukturi ploce i time stabilno
stanje ravnoteze iste.

Stoga se progibna funkcija W(X,Y) pretpostavlja u obliku reda funkcija

w(x, Y)=i/%fi(x, y) (5.11)

gdje su fi(x,y) neprekinute funkcije koje, svaka za sebe, moraju zadovoljavati geometrijske
rubne uvjete i opisivati deformaciju ploce. Nepoznati koeficijenti A, A,, ..., A, odreduju se iz
uvjeta minimuma ukupne energije

W _ oW w_,

. - (5.12)

)

E— g veey aA]

Ovaj postupak minimizacije daje n algebarskih jednadzbi s nepoznanicama A, Ay, ..., A
Ukupna energija kod savijanja ploce glasi

1 o’w o’w) Pwaorw (o*w)
W== + -2l-v - dxdy — wdxd 5.13
2l { = ayzj 1) o (6xayJ y=[[amwday  5.13)

gdje je S - povrsina ploce

Tocnost Ritzove metode u mnogome ovisi o tome, u kojoj mjeri mogu funkcije f i(x,y)
dobro opisati progibnu plohu uslijed stvarnog optere¢enja. Ovdje su u tu svrhu upotrebljene
trigonometrijske funkcije. U Tablicama 5.1 1 5.2 prikazan je za zglobno oslonjenu i upetu
plocu izbor takvih funkcija za razna optereéenja i polozaje ishodista koordinatnog sustava.
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5. Savijanje pravokutne ploce

Koordinatni sustav
Opterecenje u uglu ploce u sredini ploce
Jednoliko, sin —smﬂ cos—cosﬂ
Simetri¢no _ b a
1:135.J:135... i=1,3,5..j=1,3,5...
iy iy
Antisimetri¢no sin- a s1n sin- a s1n
i=2,4,6... j=2,4,6... i=2,4,6... j=2,4,6....
jny
Nesimetri¢no sm s1n b
i=12,3...j=1,2,3...

Tablica 5.1 Trigonometrijske funkcije oblika za zglobno oslonjenu plocu

Koordinatni sustav

l (1 —coSs ﬂj{l
4 a

i=2,4.6,....

i=2,4,6,...

_ i=13,5,.. j=1,3,5
1y
cos b j l(1+cosz—7zxj(l+cos
4 a

Opterecenje u uglu ploce u sredini ploce
. 17X iny o\ . N2
(sm ?) (sm Tj (cos 1—] (cos %}
. a
Jednoliko, i=12,3,.. =1,2.3,... ) o
simetri¢no

y

7

Tablica 5.2 Trigonometrijske funkcije oblika za upetu plo¢u

U slucaju kada su dvije i dvije nasuprotne stranice ploce razli¢ito uc¢vrscene, tada valja
kombinirati funkcije iz obje tablice.

PRIMIJER 5.9.

Pravokutna ploc¢a dimenzija axb i debljine h upeta je na svim stranicama i optere¢ena
jednolikim optere¢enjem ¢y prema slici 5.17. Odrediti funkciju progiba i progib u sredini

ploce.

0

Slika 5.17 Primjer 5.9
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Teorija konstrukcija

Funkcija progiba pretpostavljena je s jednim ¢lanom reda prema tablici 5.2

X .
a b

Kada se za ukupnu energiju W (5.13) izvedu potrebne derivacije funkcije W(X,Yy) i potom izvrsi

W(X, y)= A sin?

ab
njihovo integriranje u granicama I J. (...)dxdy , proizlazi
00

3b* +2a’b* +3a* 1
! __QOabAi

_ 2
W=2DAz 16a’b’ 4

Uvjet minimuma ukupne energije ZT:O daje potrebnu jednadzbu za odredivanje

koeficijenta A,

. 3b* +2a’b? +3a* 1
o7 TPUSEAR S

iz koje proizlazi
B a‘b*q,
Dz*(3a" +2a’b? +3b*)

A
i . . .. {ab
$to je ujedno i iznos progiba u sredini 25 )

PRIMIJER 5.10.

Pravokutna plo¢a dimenzija axb i debljine h zglobno je oslonjena i opterecena
optere¢enjem q=2q?°x prema slici 5.18. Odrediti progibnu funkciju, te mjesto i iznos

najvecéeg progiba.

Slika 5.18 Primjer 5.10
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5. Savijanje pravokutne ploce
Funkcija progiba pretpostavljena je s jednim ¢lanom reda prema tablici 5.1

2 08
W(X y) A sin a cos— b

Prema izrazu (5.13) za ukupnu energiju W, nakon izvodenja potrebnih derivacija funkcije

E
W(X,Y) i njihovog integriranja u granicama _[ )dxdy , proizlazi da ukupna energija iznosi
a

N‘U'—.N\

D ( +4b2) q,ab
W== Az'ab 2
8A1 a‘b* v A

T

Primjenom uvjeta minimuma % =0 dobiva se jednadzba

D (> +4b*)  guab
2—Artab +22—=0
8 AT a‘b* r’

iz koje proizlazi

A= 8a'b'q,
Dz°(a® +4b>
U skladu s pretpostavljenom funkcijom progiba proizlazi, da se najveci progib nalazi na

. . . a .
simetrali y=0 itoza Xx=+— uiznosu W, =+A

PRIMIJER 5.11.

Pravokutna plo¢a dimenzija ax b i debljine h uvricena je i opterecena opterecenjem
a=d, (1 - x/a) prema slici 5.19. Odrediti funkciju progiba, te mjesto i iznos najveéeg progiba

Zadano: a=4m, b=2m, h=0,01m, q, =1kN/m?, E=2,1-10° kN/m?, v=0,3

Slika 5.19 Primjer 5.11

81



Teorija konstrukcija

Zbog nesimetri¢nosti optereéenja (i deformacije) funkcija progiba je u smjeru X pretpo-
stavljena s dva Clana reda

. X ., L 2K .,y
X Y)= sin® =+ ~sin® =
W( y) A sin a sin b A, sin a sin b

Po nacelu superpozicije vrijedi
WX, y)=w, (x y)+w, (x y)

te se za svaku komponentu progiba moze zasebno primijeniti Ritz-ova metoda. Nakon
izvodenja potrebnih derivacija dobiva se ukupna energija po komponentama

1 (291 o, 1L 4
w =Lp| 2 ear ooy L il
175 {suﬂp” ( V)szﬂp”} o
183 ., 7 ,.7 2
W, =Lp[ 3 2ear Zo(1-y)L 2
2= [nﬂAz ( v)327r Az} —A

Uvodenjem uvjeta minimuma energije po komponentama

oW,
Mo M, o
oA oA
slijedi
A:#:OSWmm, %ZSL:OJMmm
D7>(259 +32v) D> (69 +14v)
Funkcija progiba glasi

w(x,y)= (0,997 sin”® 401 14sin Z_HXJ in? %
a a
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5. Savijanje pravokutne ploce

Raspodjela progiba duz simetrale y =b/2, po komponentama (po ¢lanovima reda) i u

cijelosti, prikazana je na slici 5.20, gdje je oznaceno mjesto najveceg progiba u iznosu
w_.. =1035mm.

0 | | i(
N A
W, (%)
a/4 -
T A,
W,(X)
x70,24a
T l |
W(X)

Slika 5.20 Primjer 5.11

5.6. Numericko rjeSenje primjenom metode konacnih razlika

Kod primjene metode konacnih razlika /6/ plo¢a se modelira s dvodimenzionalnom
mrezom konaénih razlika, slika 5.21, te se problem svodi na odredivanje progiba, sila i
momenata u tockama mreZze.

A
0 >4 X, 1
ya /
/ /
4 /
// //
S A/// //
x Z /
4 /
S/ /
/. /
i v
/ /
/ /
y /
/ /
/ /
/ /
/ /
Z /

Slika 5.21 Mreza konac¢nih razlika
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Teorija konstrukcija

Svaka tocka mreze ima svoju mreznu koordinatu T(i,j), te se za nju moZze postaviti slijedeca
algebarska jednadzba

Wi+ 2W gy = 8W gy 2W g Wy 5+ 8W  + 2005 —8W, 5+ W, 5 +
q (5.14)
+2W o = 8W +2W, W, = 35

Ova jednadzba zamjenjuje diferencijalnu jednadzbu savijanja plo¢e (5.1) i naziva se
diferencijska jednadzba u tocki T(i,j) mreze konacnih razlika. Raspored koeficijenata uz
progibe u ovoj jednadzbi prikazana je shematski na slici 5.22.

i-2 i-1 i i+l i+2

i2 _
j —

4 2 L8 >
/3 20/8

A T~

yx

j+2j+/1 /.1/ /ﬁ
e Lo

Slika 5.22 Shema koeficijenata diferencijske jednadzbe za tocku T(i,j)

Jednadzba (5.14) postavlja se za sve tocke mreze osim za tocke na rubu. Na taj nacin se
problem svodi na rjeSavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi, ¢ije rjeSenje su progibi u

tockama mreze.
Na analogan nacin mogu se diferencijalni izrazi (5.2), (5.3) i (5.4) za unutarnje sile i
momente zamijeniti s odgovarajué¢im diferencijskim izrazima

(M, )ij = ‘5% [(Wm,j —2W W )+ V(Wi,jn oW W )]

N (5.15)
(M y )ij = _§[<Vvi,j+l —2W W )+ V(Wm,j —2W W )]
i _%( g T Wi g — Wit Wi-l,j-l) (3.16)
(Qx )ij = _%[(\Niﬂ,j-l - 2\Ni+1,j + Wi+1,j-1 - Wi-l,j+1 + 2Wi-1,j - Wi-l,j-l )+
D+ (Wi+2,j —2W +2W - Wy )] (5.17)
(Qy )ij = By <Wi+1,j+1 =AW gy W g~ Wy H2W g — W )

- (W =2W, i +2W 5 — W, )]

i,j+2 i,j+1 i

84



5. Savijanje pravokutne ploce

Obzirom da se u jednadzbama (5.14) , koje se postavljaju za tocke ploce do ruba,
pojavljuju prekobrojne nepoznanice za tocke izvan ruba ploce, za ove nepoznanice je nuzno
postaviti dodatne jednadzbe preko rubnih uvjeta ploce, slika 5.2. Ti rubni uvjeti se takode
dadu izraziti u obliku diferencijskih izraza

[MJ 1 (Wi+1,j - Wi-l,j)

), "2
ow| 1 ( )
Oy ). T26 M TV
ij
5.18

22w ( ) (5.18)
P :5—2 Wipj = 2Wy + Wi

ij
o’w 1
?j =?(wi,j+l 2wy +wg )

i

PRIMIJER 5.12.

Kvadratna plo¢a dimenzija axa i debljine h zglobno je oslonjena i optereena
jednolikim opterecenjem 0. Odrediti progib u sredini plo¢e za mrezu konacnih razlika prema
slici 5.23.a.

ffffffffffffffff

Slika 5.23 Primjer 5.12

Obzirom da je unutar ruba ploc¢e samo tocka T(2,2), jednadzba (5.14) za tu tocku glasi

Wy, +2W,, —8W,, + 2W,, + W, — 8w, +20W,, —8W,, + W,, +2W,; — 8W,, + 2W;, :%054

a
djeje 6 =—
gdje] 5

Za tocke na rubu vrijede rubni uvjeti

Wy =Wy =Wy =W, =Wy, =Wy =W,y =Wy =0
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Teorija konstrukcija

Tocke izvan ruba povezane su s tockama unutar ruba preko preostalih rubnih uvjeta

o’w y .

oY =0=W,, —2W,, +W,, S§to daje W, =-W,,
21

o’w y .

v =0=w,, — 2w, + W, Sto daje W, =-W,,
12

BRI L

y = 0 = W24 — 2W23 + W22 StO da_]e W24 = _W22
23

R o

y = 0 = W42 - 2W32 + W22 StO daJe W42 = _sz

32
Kada se ovi izrazi uvrste u osnovnu jednadzbu, proizlazi da je progib u sredini plo¢e

1 q,0*
Wy, =—
16 D

PRIMIJER 5.13.

Kvadratna plo¢a dimenzija axa i debljine h upeta je i opterecena jednolikim
optere¢enjem ¢y. Odrediti raspodjelu progiba u ploc¢i za mrezu konaénih razlika prema slici
5.24.

Zadano: a, gy, D(krutost ploce)

=1
o — 2
2
3 - 3 \ 5
/
j ‘

— !

Slika 5.24 Primjer 5.13
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5. Savijanje pravokutne ploce

Zbog visestruke simetri¢nosti dovoljno je razmatrati samo 1/8 ploce (zasjencena povrsina)
koja sadrzi tri tocke mreze. Za njih se postavljaju jednadzbe oblika (5.14)

L2 3 4 s

Wy, + 2W,, —8W;, +2W,, + W,;; —8W,; + 20w, —

—8W,; + Wy + 2W,, — 8W,, +2W,, + W, ~ o 54

T,(43)

W, +2W,, —8W,, + 2W,, + W,; —8W;; +20w,; —

—8Wa; + W, +2W,, — 8W,, + 2W,, + W,, :q—Doﬁ“

W, +2W,, — 8W,, +2W, + W,, — 8w, +20w,, —

iy
—8Wy, + W, + 2Wy; — 8W,; + 2Wy; + W,, = %"54

Ove osnovne jednadzbe se mogu odmah znacajno pojednostavniti uvodenjem slijedecih uvjeta
simetrije

i rubnih uvjeta

Wyp =Wy =Ws; =Wy =Wys =Wy =Wy, =Wsy =W, =0
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Teorija konstrukcija

Proizlazi

&54

—32w,; +20w;; + 8w, = D

25W,; — 8Wy; —16W,, +W,, = %o 5
—16W,; + 2W,; +22W,, + W, + W,, :%o 5t

U gornjim jednadzbama jos su kao viSak nepoznanice W,,, W, 1 W,, koje se pomoc¢u rubnih
uvjeta mogu izraziti preko osnovnih nepoznanica

awj 1 :

- | =0=-¢ (W42 = Wy ) Sto daje Wyo =Wy,
[ % )y 20

ow 1 . .

(&12 =0= s (Wsz — Wy ) Sto daje Weo =W
ow 1 y .

(&)53 =0= %(W& =W ) Sto daje Wes = Was

Uvodenjem ovih izraza, osnovne jednadzbe dobivaju svoj konacni oblik

—32wW,; +20W,; + 8w,, :%054

26w,, — 8w, — 16w, =%°54

—16W,; + 2w, + 24w, =%°54

Rjesenje glasi

w,, = 0,461%" 54, w,, = 0,309%‘)54, W, = 0,209%0 5

5.7 Numericko rjeSenje primjenom metode kona¢nih elemenata

Pravokutna ploca se modelira sustavom plocastih konaénih elemenata (trokutasti,
pravokutni), te se problem svodi na odredivanje progiba, nagiba i unutarnjih sila u spojnim
tockama elemenata, tj. u ¢vorovima. Ovdje ¢e se prikazati modeliranje samo s pravokutnim

plocastim elementima /7/.

Numericki primjeri koji slijede obradeni su s modelima koji sadrze vrlo malen broj
konaénih elemenata. Obzirom da konvergencija prema to¢nom analitiCkom rjeSenju ovisi i o
gusto¢i mreze konaénih elemenata, dobivena rjeSenja u navedenim primjerima samo su

priblizna.
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5. Savijanje pravokutne ploce

Pravokutni plocasti element prikazan je sa svojim znacajkama na slici 5.25.

1 Py d)l

w,, W,

Slika 5.25 Pravokutni plo¢asti konaéni element

Element ima 4 ¢vora, u svakom ¢voru su 3 stupnja slobode i to progib Wi kutevi zakreta @i
zatim poprecna sila W i momenti savijanja @1 ¥.

Matri¢na jednadzba konac¢nog elementa ima svoj uobicajeni oblik
[k]-{8}={f}-{f}q
gdje je

i B {[k]“ [k],,
120-v2 Al k], [kl

A=l -l povrsina elementa

} matrica krutosti
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Teorija konstrukcija

Podmatrica [k],1

Eaz +—(1 v)} —vab

4

{_

3

simet.

Podmatrica [k],2

(a +p j+—(14 4v) {az—%(l—v)}b
{_az%(l_v)}b Bazn_ls(l_v)}bz
{ﬂz 7% (17v)}a

{7 Vi +% (1 *V):|a
5

! (17‘/)}12

0 prr—

{zg,z%(lfv)}b Baz,%(l,v)}bz .
7 theals e

Podmatrica [k],,

—vab

B B +%(1 —v)}az

Eaz +—(1 v)}

simet.

b

.. a
gdje je a= B

90

2 4 e
B +E(l V):|a

4(a2+b2)+%(14—4v) {2a2+l(1+4v)}b {2ﬂ2+%(1+4v)}a 2((12—2/32)—%(14—41/) {—a2+%(1+4v)}b {Zﬁ%r%(l—v)}a

4(a2+b2)+%(l4—4v) |:2a2+%(1+4v)Jb {2ﬁ2+%(1+4v)}a 2(a2—2ﬁ2)—%(l4—4v) |:a2—%(l+4v)}b {mh%(l—v)}a

b? 0

gt 22 40
{ a +5(l+4v)}b {30: 15(1 v)i

{mz +%(l—v)}a

4(a2+b2)+%(14—4v) {2a2+%(l+4v)

0

2 »
o

b? vab
3

4 , 4
—a +—(1-v
{ 15( )

4

{_

3

2[132 —20!2)7%(14741/) {2052 +%(1—v)}b {7 Vi % (1+4v)}b

—{2012 +%(1—v)}b {—a -

3015 0
{7 B +% (1 +4vﬂa 0 B B 7% (1 - v)}a2

+—
5

ors) [

{,au_(l,v)}b Eaz;s(l,v)}bz 0
{7 B +% (171/)}1 0 E B +1—15 (17v)}a2

2 1 2 , 4 2
- —(1+4v) b —a°-—(-v) b 0
{a+5(+v) {305 15( V)

{2/32 +%(1 —v)}a Bﬂz 7%(1 - v)}az
4(a2+b2)+%(14—4v) {20; +— (1+4v)}b —{2/} +— (1+4v)}

4

+—l b2
30: (1-v)

vab

4
o

1 2
—((-v) &
15( )

b {2/32 +%(1+4v)}a

0, 4 2
B v):|a

4 e
=l v)}a



5. Savijanje pravokutne ploce

Vektor ¢vornih Vektor ¢vornih Vektor ¢vornih sila uslijed
pomaka sila vanjskog opterecenja

w, W, 6
? @, ly
¥ ¥, -l
W, W,
?, @, s
v v I

-1 -1y =y
@5 @, -1y
Vs ¥y l,
w, w, 6
4 @, =l
V4 Y, =1 y

PRIMIJER 5.14.

Kvadratna plo¢a dimenzija axa i debljine h upeta je i optereena jednolikim
opterec¢enjem ( prema slici 5.26.a. Odrediti progib u sredini.
Zbog dvostruke simetrije dovoljno je razmatrati 1/4 plo¢e i nju modelirati s jednim elementom
prema slici 5.26.b.

Slika 5.26 Primjer 5.14
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Teorija konstrukcija

Ako se uzmu u obzir uvjeti simetrije u ¢voru 4 i rubni uvjeti u ¢vorovima 1, 2 i 3 , tada
matri¢na jednadzba sustava (Citaj: elementa 1) glasi

w, =0 W, 6
@ =0 ®, a2
v, =0 ¥, a2
w, =0 W, 6
?,=0 0, a/2
[k]' v, =0 _ Y, _[_q_o.a_zj a/2
w, =01 W, 2% 4] 6
0:=01 1P -a/2
y; =0 vy, a/2
W, W, =0 6
®, =0 o, a2
v,=0] ¥, a2
Redukcijom ovog sustava dobiva se
2
K 1,10 W, :%6
gdje je
3
o =) =t 7)o L0802

a=p=1

Progib u sredini ploce glasi

3(1 -v? )qoa“

16Eh3{4+;(l4—4v)}

w, =
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5. Savijanje pravokutne ploce

PRIMIJER 5.15.

Pravokutna plo¢a dimenzija axb i debljine h u¢vrSéena je i opterecena silom F u
sredini prema slici 5.27.a. Odrediti progib u sredini ploce. Zbog simetrije razmotriti samo 1/4
ploce s jednim elementom prema slici 5.27.b.

Zadano: a=4m, h=0,02m, E=2,1-10° kN/m?, v=0,3

-

0
S

Slika 5.27 Primjer 5.15

Uvjeti simetrije u ¢voru 4 i rubni uvjeti u ¢vorovima 1, 2 i 3 daju slijedecu matri¢nu jednadzbu
sustava

w, =0 W,
¢ =0 @,
y =0 kg
w, =0 W,
P, =0 @,
[k]~ v, =0 _ ¥,
w; =0 W,
93 =0 @,
V3 ¥;=0
A W, =F/4
04 =0 D,
Wy =0 ¥y

Redukcijom ovog sustava dobiva se
Koop3 +ko oW, =0

E
k10,9’//3 + k10,10W4 = Z
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Teorija konstrukcija

gdje je
4ER*  a’[4 4
koo =(k = —|—a+—{1-v
=l = g | S5 0-)
4ER° a 1
Ko 1 :(k34 )22 :_mz[2a +E(l - V):| =Ko
4Eh’ 1
K =(k = Ao’ + )+ =14 -4v
oo =) = e 4l 4 7))
a=p=1
Uvodenjem zadanih brojcanih vrijednosti rjeSenje sustava glasi
w, =0,000214-F m v, =0,0003- F rad
PRIMIJER 5.16.

Kvadratna plo¢a dimenzija axa i debljine h kruto je spojena i oslonjena na 4 stupa i
opterecena jednolikim optere¢enjem prema slici 5.28.a. Odrediti deformacije ploce i stupova,
te normalno naprezanje u stupovima. Pretpostaviti neizmjernu krutost stupova na savijanje.

Zbog dvoosne simetrije dovoljno je razmotriti 1/4 konstrukcije, te istu modelirati s
jednim plocastim i jednim Stapnim elementom prema slici 5.28.b.

Zadano: a=4m, | =1m, h=0,02m, q, =2kN/m>, EA=24-10° kN, v=0,3

Slika 5.28. Primjer 5.16

1z razloga simetrije ¥, =@, =0, W, =W,;, ¢, =y, ¢, =y, =0
Zbog krutosti stupa ¢, =y, =0

Na mjestu ucvrséenja stupa U; =0
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5. Savijanje pravokutne ploce

Ako se gornji uvjeti uzmu u obzir, dobiva se slijedeca matri¢na jednadzba sustava

W, =W, W, =0 6
b ®,=0 a/2
T =0 % -2
e e
EEEEEEE =0 | 2
V)= Y, a/2
a?
w, r=dw=ol-[-& Y ¢
96
@3 =0 o, -a/2
V; =9 ¥, =0 a/2
W, W, =0 6
9, =0 D, —a/2
I R R R =0 ¥ —
7/ W/ Vs 4 a/2
B 2 2 |us= N, 0
7
element2
Redukcijom gornje jednadzbe dobiva se sustav jednadzbi koji glasi
ga’
kyw, + ko + kW + 0 kWi + Ky + 0 koW, = 192
ga’
kyw, + kpo+ kW + 0 KW+ ke + k4,10W4: 16
ga’
kyw, + 0 ko + kW, + 0 kWi + ko + 0 koW, = 16
ga’
k10,1W3+ k10,2¢’1+ k10,4W2+ k10,7W3+ k10,9¢1+ k10,10W4: 16

Svi koeficijenti uz nepoznanice elementi su matrice krutosti plocastog elementa 1 s istim
indeksima, samo je k,, =k}, + k7, . Oni se odreduju iz odgovaraju¢ih podmatrica
[k]1 15 [k]12 , [k]22 prikazanih na strani 90. Pritom je

2
a .-
A= e =4m’ povrsina elementa 1

a=p=1
Eh?

D= - =38,5kN/m
120-v)A
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Teorija konstrukcija

Uvodenjem zadanih broj¢anih vrijednosti reducirani sustav poprima oblik

316w, + 6,080, — L12w, —  4,28w, =
912w, — 2.24p, + (10,56 +61689)w, —  1,44w, =
912w, — 6,60, — 456w, — 4,56, =
~72w, +  0-¢, — 144w, + 10,56w, =

Rjesenje sustava glasi
w, =w, =18,3mm
w, =0,0034 mm
W, =24 mm
@, =—y, =0,006rad

Raspodjela deformacija na 1/4 konstrukcije prikazana je na slici 5.29.

Slika 5.29. Primjer 5.16

Izraz za normalno naprezanje u stupu glasi

gdje je
A, =0,01131m*>  povrSina popre¢nog presjeka stupa

N, poprecna sila u stupu
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5. Savijanje pravokutne ploce

Sila N5 odreduje se iz nereducirane jednadzbe sustava

N, =kpp W, =8,075kN

gdjeje ki, = _I% =-2375037 kN/m

Normalno naprezanje u stupu iznosi

o =0,714 N/mm?
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

6. OSNOSIMETRICNE LJUSKE I OKRUGLA PLOCA

6.1. Diferencijalni element osnosimetric¢ne ljuske

Na slici 6.1 prikazan je diferencijalni element osnosimetri¢ne ljuske /7/, koji je dobiven
presjecanjem ljuske s dva para medusobno okomitih ravnina. Dvije uzduzne ravnine,
medusobno postavljene pod kutem d¢ , prolaze kroz os rotacije (simetrije) z a dvije popreéne

ravnine su okomite na tu os.

=

YN

Slika 6.1 Diferencijalni element osnosimetri¢ne ljuske, geometrijske znacajke

Osnovne geometrijske znacajke prikazanog elementa jesu

r,r, polumjeri meridijalne i cirkularne zakrivljenosti
r,=r,sing projekcija polumjera r u poprecnoj ravnini

9 kut izmedu normale na povrSinu ljuske i osi simetrije z
z os simetrije (rotacije) ljuske
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Teorija konstrukcija

Na slici 6.2 prikazan je diferencijalni element sa silama i momentima /7/ pozitivnog
smjera djelovanja u skladu s izabranim koordinatnim sustavom prikazanim na slici 6.1.

9Q g
dg
N+ g g
dg
M, +%d.9
dg

Q+

v
!
|
|
!
|
j _ S, z=
///
e
/
/
X /7
»
Slika 6.2 Diferencijalni element osnosimetri¢ne ljuske, sile i momenti
Sile i momenti savijanja diferencijalnog elementa jesu
p tlak
M, M, momenti savijanja u meridijalnom i cirkularnom smjeru
N;,N, membranske sile u meridijalnom i cirkularnom smjeru
Q poprecna sila

Y =N, cos8+Q,sinJ radijalna sila
Z=N,sin%-Q, cos I osna sila

Sve sile i momenti izrazeni su po jedinici duljine ljuske.
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

Na slici 6.3 prikazan je diferencijalni element s pomacima /7/ u pozitivnom smjeru.

Slika 6.3 Diferencijalni element osnosimetri¢ne ljuske, pomaci

Pomaci ljuske jesu

u meridijalni pomak
w normalni pomak
d=Ucos$—wsin$ radijalni pomak
A=wcos$—Usingd osni pomak

p= i(u - j—vl;lj kut savijanja u meridijalnoj ravnini
I"1

6.2. Diferencijalna jednadZba osnosimetricne ljuske

Postavljanjem jednadzbi ravnoteze sila i kompatibilnosti pomaka za dane znacajke
diferencijalnog elementa te koriste¢i jednadzbe teorije elasticnosti, dobiva se kompleksna
nehomogena linearna diferencijalna jednadZba drugog reda s promjenjivim koeficijentima

u obliku /7/
W (dp aw (. 1,
+| —+ petgd | ——| i +1+—ctg" 3 W =
P9 (d&pcgjd&l[ ngW
1 2 ¢ Ydp (1 ©
=2pr,;|1-— [ctgd+ P t— o, ——plctgd
el 2 sin“ 9 )| dg \p
gdje je
" En?
p:r—z A:C—hl c:wllzil—vzi W=I’2Ql+l%ﬂ
r1

1z rjesenja ove jednadzbe proizlaze izrazi za sile i pomake, koji se sastoje iz savojnog i
membranskog dijela, $to u opéem obliku ima izgled

A=A+ A gdieje A =fU,,V,), A" =f(p)
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Prema tome, dobivamo /7/

N, =— 2h Ctglg(_Alet+A2U3+A3V3_A4V4)+&+ =
\ 2cr,

2 r, sin 29

pr r c’
Nz=(A1U1+A2U2+A3V2_A4V1)+72(2__2J_.—2
r) rsin” &

h
Mlz_g(_AlU2+A2U2+A3V2+A4V1)
Mzz‘/Ml

h 1 pr, C'
Y=- -AU,+AU,+AV,-AV,)+—=cos$+——cos?

2cr, sin19( AU+ AU, HAY - A 4) 2 r,sin® 4
Zzﬁsinéw

r, sin 4

r, . prz2 PR c'
5=Esm3(A1U1+AZU2+A3V1—A4V2)+ 2-y-—2|sind- v+

2Eh Ehsin 3

A=—[r(Bcos 9+ ¢ sinI)dI

cr,

1 1 r,d (. .
ﬂ:_a %(Aiu3+A2U4_A3V4_A4V3)____(N1 +N2)

Ehr, d9

U izrazima (6.2) pojavljuju se konstante integracije A; do A4 1 C’, te
trigonometrijsko-eksponencijalne funkcije

U, =¢” cosa V, =e“ cos
U, =e’sina V, =e“sina
U,=U,-U, V=V, -V,
u,=U,+U, V, =V, +V,
i . 1 zai#2
koje za @ =0 poprimaju vrijednost: U, =V, = .
0zai=2

Argument o ovisi o geometrijskim znacajkama pojedinih tipova ljusaka.

r

0

f

(6.2)

(6.3)

Konstante integracije se odreduju iz rubnih uvjeta. Pritom se u prakti¢kim proracunima,
u slu¢aju dugih ljusaka, postupak za njihovo odredivanje moze pojednostavniti upotrebom
nacela o zanemarenju medusobnog utjecaja rubova. Naime, utjecaj ruba se u stijenci ljuske
prigusuje udaljavanjem od ruba. Taj utjecaj je u izrazima (6.2) izraZen sa savojnim dijelom, tj.
s funkcijama U i V, te se njegovo prigusenje moze izraziti samo s funkcijama koje u sebi
sadrze prigus$ni faktor €™ Preostale funkcije s faktorom pojacanja e” se izostavljaju na naéin,
da se njima pridruzene konstante integracije izjednace s nulom. O tome, da li ¢e to biti

funkcije U ili V, to ovisi o predznaku argumenta.

Konstanta C” se odreduje na osnovi rubnih uvjeta u aksijalnom smjeru. Za staticki

odredeno oslanjanje C™=0.
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

Izrazi (6.2) vrijede za slucaj opterecenja u obliku konstantnog tlaka p koji je pozitivan,

kada djeluje iznutra.

6.3. Cilindri¢na ljuska

Jedan segment cilindri¢ne ljuske prikazan je na slici 6.4.

X »
. dx r=x¢&
r,=r
¢
d$g :pi
“ EER
s A
I =0 '
¢S

Slika 6.4 Cilindri¢na ljuska

Geometrijske znacajke cilindri¢ne ljuske jesu

r =00

r, =r =const.

Argument o = ‘/%5 (uvijek pozitivan)

Sile i pomaci cilindri¢ne ljuske slijede iz jednadzbi (6.2)

_pr

1

< Z zZz Z

, =W,

2
,=(AU, + AU, + AV, - AV, )+ pr
] =—%(—A1Uz + AU, + AV, +AV,)

h
Y:_\/;(_Auzt +AU +AV, -AV,)

5:%(A1U1 +AU, + AV, _A4V2)+

pr?
Eh

(6.4)

(-+)
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__ v CAV,)- P
A== C AU+ AU+ AV, —AV,) Eh{z ( 2vk}

1 |cr
ﬂz_a\/;(pﬁus +A2U4 _A3V4 _A4V3)

Izrazi (6.4) vrijede za slucaj optere¢enja u obliku konstantnog tlaka p koji je pozitivan,
kada djeluje iznutra.

PRIMIER 6.1.

Cijev polumjera R i debljine stijenke h u¢vrséena je na jednom kraju i optereéena iznutra
tlakom p prema slici 6.5. Odrediti rapodjelu pomaka i sila u stijenci cijevi u okolini spoja s
krutim zidom.

Zadano: R=0,Im, h=0,001m, p=100kPa, E=2,1-10° kN/m?, v=0,3

h
Y
A
R
fffffff oxe
/¢\

Slika 6.5 Primjer 6.1

Zadana cijev se moze smatrati polubeskonacnom cilindri¢nom ljuskom s rubom A. Za
nju ¢e se odrediti raspodjela 8, B, M i Y pomocu izraza (6.4). Pritom ¢e se koristiti princip
zanemarenja utjecaja ruba A, te ¢e se iz navedenih izraza odstraniti funkcije U (cx>0)

postavljanjem uvjeta A = A, =0. Dakle, kao nepoznanice preostaju konstante A, i A, koje
se odreduju iz rubnih uvjeta na rubu A

a,=0 (x=0) §,=0 p,=0

Sto daje dvije jednadzbe

R pR? 1
= 1-—v|=0
En’> " ( 2vj

Eh
~ A=A =0
Rjesenje glasi: A =- pR(l - %vj =-8,5kN/m A, =85kN/m
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

Trazene veli¢ine iznose

5 =-0,0000004V, (@) + 0,0000004V, () + 0,0000004
B =-0,000016V, () + 0,000016V; ()

M =0,0258V, () - 0,0258V, ()

Y =1,046V, (o) - 1,046V, ()

Njihova raspodjela u blizini ruba A prikazana je na slici 6.6

Y S510%, B103
kNm/m | kN/m M| rad
3000 -} 600
1500
2000 1400
4300
1000 - 200
4100
— rub A

Slika 6.6 Primjer 6.1
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PRIMIJER 6.2.

Cijev polumjera R, duljine L i debljine stijenke h uévri¢ena je na oba kraja za kruti zid i
opterecena izvana tlakom p prema slici 6.7.a. Odrediti radijalni pomak & na sredini raspona
cijevi.

Zadano: R=0,lm, L=2m, h=0,02m, p=200kPa, E=2,1-10° kN/m?, v=03

L2

ALty

R

Frrrrrrrrrrry

a) b)

Slika 6.7 Primjer 6.2

Zbog simetri¢nosti problema dovoljno je razmatrati 1/2 cijevi s dva ruba A i B, te s koordi-
natnim sustavom prema slici 6.7.b.

U slucaju kada se medusobni utjecaj rubova A i B uzima u obzir, tada se u izrazu (6.4) za 6
zadrzavaju sve konstante A; i one se odreduju iz rubnih uvjeta na ovim rubovima.

Rub A x=0 (a, =0) Br=
A, =0
Rub B x=L/2 (g =9,09rad) Sy =
By =
Sto daje jednadzbe
A+ A= A=A =0
~A A A A =0

%[Axul(als)"' Azuz(a3)+ ASVI(aB)_ A4V2(aB)]_p_R2[1_%Vj:0
A1U3(aB)+ AZU4(aB)_ A3V4(aB)_ A4V3(aB)=O

Rjesenje ovog sustava glasi

A = A =20,343kN/m A =A, =-31278kN/m
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

Radijalni pomak dna rubu A iznosi

R R’ 1
Sy = (A +A)- th (1—5vj=—o,o4mm

Isti primjer moze se rijesiti na jednostavniji nacin, primjenom nacela o zanemarenju
medusobnog utjecaja ruba A na rub B. U tom slu¢aju se razmatra samo rub A, a u izrazu
(6.4) za osu A =A, =0. Za odredivanje konstanti A; 1 A4 upotrijebit ¢e se ve¢ ranije

postavljeni rubni uvjeti za rub A (a A=0, £,=0,A, = O) , Sto daje jednadzbe
-A - A =0
A-A=0
Rjesenje ovog sustava je trivijalno, tj. A, = A, =0, te pomak poprima oblik

_PR?
Eh

5:

(1 - % vj =-0,0405 mm

Ovaj rezultat je prakticki isti kao i u slucaju kada je medusobni utjecaj rubova uzet u
obzir. To znadi, da je sredina raspona cijevi (rub A) toliko udaljena od zida (rub B), da su
utjecaji savijanja od zida u potpunosti priguseni, te su u stijenci cijevi preostali samo
membranski efekti.

6.4. Konusna ljuska

Jedan segment konusne ljuske prikazan je na slici 6.8.a.

a) b) <)

Slika 6.8 Konusna ljuska

Geometrijske znacajke konusne ljuske

I =
9 = const.
ry = Xctg 9

Argument a= 2\/%@3(\/? - \/a )
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Vrijednost argumenta e ovisi o polozaju promatranog ruba konusne ljuske. U slucaju donjeg
ruba, slika 6.8.c, argument & je pozitivan (X>X,), a u slucaju gornjeg ruba, slika 6.8.b,
argument « je negativan (X<X,).

Izrazi za sile i pomake konusne ljuske slijede iz jednadzbi (6.2)

le—/z(: ctgd(- AU, + AU, + AV, — AV, )+ prz

N, =(A,u + AU, + AV, — AV, )+ pr,

M (_A1U2+A2U1+A3V2+A4V1)

M, le

Y=— h 1 (—AIU +AU +A3V—AV) p251n3 (6.5)
2cr, sin § ! } P .

Z= p2s1n.9

pézh (2—v)sin

5:%sin3(A,Ul TAU, + AV, AV, )+

cr 3 pr
P | S, + AU, - AV, - AV,)- S B g

Izrazi (6.5) vrijede za slucaj optereéenja u obliku konstantnog tlaka p, koji je pozitivan,
kada djeluje iznutra, te za ljuske s kutem 45° <3 <90°.

PRIMIJER 6.3.

Konusna ljuska na uzem je kraju ucvrSéena za zid, a na Sirem, slobodnom kraju
opterecena je momentom savijanja My prema slici 6.9.a. Odrediti radijalni pomak & na slo-
bodnom kraju konusa, te raspodjelu M, Y i éu njegovoj okolini.

Zadano:r =0,5m, R=1m, h=0,01m, $=60", M, =0, kNm/m,
E=21-10°kN/m?, v=0,3

Slika 6.9 Primjer 6.3
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

Obzirom da je ljuska optereCena momentom na svom rubu, ¢ije djelovanje se prenosi na
¢itavu ljusku, ovdje se ne moZe primijeniti princip zanemarenja utjecaja rubova. Stoga se u
izrazima (6.5) moraju odrediti sve konstante A;. Argument « je definiran prema koordinatnom
sustavu na slici 6.9.b. Za odredivanje konstanti A; postavljaju se rubni uvjeti

a,=0 0=0
B=0
csing 1
=2 R - =14rad M, =-M
@a 2h cosS(\/_ \/F) ra : 0
Y=0

iz kojih slijede jednadzbe

%smg(A1 +A)=0

1 cr20
" Eh

_E[_ AUZ(aA)+AZUI(aA)—i-A3V2(0(A)+A4V1(0!A)]:_Mo
\} ZCI:ZA Sln._‘}[ AU, (aA)+A2U3(aA)+ASVS(aA)_A4V4(aA)]:0

(A A -A-A)=0

Rjesenje ovog sustava glasi

A =-0,000027 kN/m
A, =0,000036 kN/m
A, =0,000027 kN/m
A, =-0,000018 kN/m

Uvodenjem ovih vrijednosti u izraze (6.5) mogu se odrediti trazene veli¢ine u bilo kojem
presjeku stijenke ljuske.

Radijalni pomak S, na slobodnom kraju ljuske iznosi

0, =0,000018 m
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Raspodjela trazenih veli¢ina &, M1 1 Y u okolini slobodnog kraja ljuske prikazana je na slici
6.10.

Slika 6.10 Primjer 6.3

6.5. Sferna ljuska

Jedan segment sferne ljuske sa svojim znacajkama prikazan je na slici 6.11.

P
IV wAha
- P>
yu
Vid
Gy =—
4 72y
Slika 6.11 Sferna ljuska
Geometrijske znacajke sferne ljuske
cr
I, =r, =const. argument o = %(19 -39,)
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

U okviru ove knjige analiziraju se sferne ljuske u okolini 9=7/2 (visoke ljuske) tako,
da se redovito uzima §, =7/2 §to zna¢i, daje $< 9, ia<0.
Izrazi za sile i pomake sferne ljuske slijede iz jednadzbi (6.2)

h r
N, = 3ected- AU, + AU, + AV, - AV, )+ £
cr 2

pr

Nz :(AIUI +A2U2 + A3V1 _A4V2)+7

M, :_%(_ AU, + AU, +AV, +A4V1)

M, =M,
Y=o L L AU+ AU AV, - AV, )+ P cos (6.6)
~ \2cr sing ¢ ’ } ¢ 2 '
z="sing
2

r . r .
5= 2rsind(AU, + AU, + AV, - A4V2)+%(l—v)sm3

1 cr
ﬂ=—E\E(AU3 +AU, AV, - AV,)

Izrazi (6.6) vrijede za slucaj opterecenja u obliku konstantnog tlaka p, koji je pozitivan,
kada djeluje iznutra.

PRIMIJER 6.4.

Spremnik u obliku polusfere polumjera R i debljine stijenke h optereéen je iznutra
tlakom p prema slici 6.12.a. Odrediti radijalni pomak & vrha spremnika A, meridijalno
naprezanje oj u vrhu A i u spoju B spremnika s podlogom, te raspodjelu &1 M; u okolini spoja
B.

Zadano: R=2,5m, h=0,02m, p=>500kPa, E=2,1-10° kN/m?, v=03

a) b) ©)

Slika 6.12 Primjer 6.4
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U ovom primjeru se razmatra sferna ljuska s dva ruba A i B. Svaki od rubova i njegova
okolina mogu se analizirati zasebno prema slikama 6.12.b i 6.12.c uz primjenu nacela o
zanemarenju medusobnog utjecaja rubova.

Rub A

Primjenom spomenutog nacela i zbog a <0 iskljucuju se iz izraza (6.6) funkcije V;, Sto
znaci da su konstante A, = A, =0, te kao nepoznanice preostaju konstante A, i A,. Za njihovo
rjeSavanje upotrijebiti ¢e se slijedeéi rubni uvjeti (uvjeti simetrije)

A =0 ﬂAZO
Y, =0

iz ¢ega slijede jednadzbe

2 oA A)=0

/ h V4
2CRsm3< At A2)+_COSE_O

Rjesenje ovog sustava je trivijalno, tj. A =A, =0

To znaci da vrh A spremnika u stvarnosti nije rub, tako da u toj toc¢ki nema efekta
savijanja, ve¢ postoje samo membranski efekti.

Radijalni pomak vrha A

_ PR’
A7 2Eh

(1 v)sm =0,26 m
2
Naprezanje u vrthu A
N
On 271:31,25N/mm2 gdje je N, 272625kN/m
Rub B

I ovdje, primjenom principa zanemarenja utjecaja rubova i zbog « <0 vrijedi uvjet
A, = A, =0. Nepoznate konstante A, i A, odreduju se iz slijede¢ih rubnih uvjeta

ay =0 0y =0
ﬂBZO

Dobivaju se jednadzbe
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

s rjeSenjem
A =-1250kN/m A, =—A =1250kN/m

Naprezanje u tocki B

N, . 6M
O =—+—1=62,5+113,5MPa
h h?

gdje je
h T pR
N, =— /——ctg—(— A + +—=1250kN
=zt A A /m
M, =-A, g=—7,56kNm/m

Raspodjela radijalnog pomaka 61 momenta M; u okolini tocke B dana je izrazima

2

_ R PR™ ..
0= = sin (AU, + AU, )+ ~Eh (1-v)sin 9

M, :_%(_ AU, +A2U1)

i prikazana je na slici 6.13.

o a4 M,
m | kNm/m
)
0,2 115
toékay 87,5 85— ——————— ST ’ffMl
B - 82,5 80 9°
-0,2

Slika 6.13 Primjer 6.4
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6.6. Okrugla ploca

Jedan segment okrugle ploce sa svojim znacajkama prikazan je na slici 6.14.

4 [- A A

M

Im

a) b) c)

Slika 6.14 Okrugla ploca

Geometrijske znacajke okrugle ploce

min

; {0 < bez otvora

I, <—sa otvorom

rmax:R
;

f_R

9=0°

Izrazi za sile i pomake okrugle ploce glase /7/

N1:Y:ﬁ+il
R R¢&

WA AL

R R¢&?
e e RIS
M, =W,
R, C
Z_2 +R§ (6.7)
s=E0-A-n L]
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Amwe_ R {Az £ +A41n§}+ ¢ [pR4 £ - ch’fz(ﬂné—l)}c"

Eh? 2 Eh’| 64 8
c 1 ¢ (pR* ; RC
= +A = |- + 1
P =g (Az‘f 45] Eh3[ 6 ° Ty ehe

Razlikujemo punu plocu i plocu sa srediSnjim otvorom. U slucaju pune ploce, slika
6.14.b, bezdimenzionalna koordinata & poprima sve vrijednosti od 0 do 1. Stoga treba iz izraza

(6.7) iskljuciti sve ¢lanove koji sadrze In& i 1/ £? . To se postize uvjetom A, =C'=0.
U slucaju ploée s otvorom vrijednost od &se krece od 1, /R do 1.

U nekim sluc¢ajevima moze se analiza plo¢e pojednostavniti tako, da se zanemare ili
membranski efekti ili efekti savijanja. U slucaju zanemarenja membranskih efekata
otpadaju membranske veli¢ine (Nl, N2,5) §to se postize uvjetom A = A, =0, a u slucaju
zanemarenja efekta savijanja otpadaju veliCine savijanja (Ml, M,, A, ﬂ) §to se postize
uvjetom A, = A, =C'=C"=0.

PRIMIER 6.5.

Okrugla plo¢a polumjera R i debljine stijenke h, opterecena je s jedne strane tlakom p
prema slici 6.15. Odrediti raspodjelu progiba w, kuta savijanja £ i momenta savijanja M; u
radijalnom smjeru ploce.

Zadano: R=1m, h=0,015m, p=500kPa, E=2,1-10° kN/m?, v=03

7

Slika 6.15 Primjer 6.5

Zbog prirode optere¢enja mogu se u ploci zanemariti membranski efekti. Kako se radi o
punoj plo¢i, to su u izrazima (6.7) konstante A=A =A, =C'=0. Ostaju kao
nepoznanice A, i C". Za njihovo odredivanje postavljaju se slijede¢i rubni uvjeti

£=1 A=0
£=0
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iz Cega slijede jednadzbe

2 R4
_£l+ c p_+ "

C"=0
Eh2 Eh’ 64
c ¢’ pR’
— =0
Eh’ & Eh® 16
Rjesenje ovih jednadzbi glasi
A, =6875000 kN C"=0,12m

Konacni izrazi za radijalnu raspodjelu traZenih veli¢ina
wW=-0,245% +0,12&* +0,12
B =0,488 — 0,487
M, = 40,625 -103,125¢£°

Raspodjela ovih veli¢ina je prikazana na slici 6.16.a, b i c.

A A
A
iy
R i\\ W R A ﬂmax

—

4\\ o

[\ o]

a) b)
Slika 6.16 Primjer 6.5

Progib u sredini w=0,12m
Kut savijanja u sredini £=0
Najve¢i kut savijanja (na 0,577R) S, =0,185rad
Moment savijanja u sredini M, =40,625kNm/m

Moment savijanja u ukljestenju M, =-62,5kNm/m
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

PRIMIER 6.6.

Okrugla plo¢a polumjera R s otvorom polumjera r, debljine stijenke h, optereéena je na
unutarnjem rubu s momentom savijanja My prema slici 6.17. Odrediti raspodjelu progiba w i
momenta M; u radijalnom smjeru ploce.

Zadano: R=1,5m, r =0,5m, M, =5kNm/m, h=0,02m, E=2,1-10° kN/m*, v=03

M M
‘ /rl AN 0
. R

Slika 6.17 Primjer 6.6

U ovom slucaju se mogu zanemariti membranski efekti u ploci, tako da u izrazima (6.7)
vrijedi A = A, =0, te kao nepoznanice preostaju A,, A,,C'iC" . Postavljanjem rubnih uvjeta

é’A:I’/R w=0
M, =M,

s =1 w=0
£=0

dobivaju se potrebne jednadzbe za odredivanje nepoznatih konstanti u obliku

R (Az Say 1n§A]+C—Z{—E§§(21n§A —1)}0’:0

CER 72 Eh 8
P —-v)a L= Lefi+v)me, +1]=M,
cR &2
CRAER im0
Eh’ 8Eh’
c
=7 (A +A)=0
Rjesenje ovog sustava glasi
A, =211500 kN/m C’'=-6925kN/m
A, =-211500kN/m C"=0,0189m
Funkcije raspodjele traZenih veli¢ina u radijalnom smjeru ploc¢e imaju oblik
2 2
We— C:; [21 1500‘57 ~ 211500 lnéj + éh3 [865.625R*22 (21 &~ 1)]+ 0.0189

M, :C—l{zl 1500(1+ v) +211500(1 — v)é%} +3462,5[(1+v)In & +1]
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Teorija konstrukcija

Njihova raspodjela prikazana je na slikama 6.18.a i b.

_
0,53R -
a)
W,

g
M

Slika 6.18 Primjer 6.6

Najve¢i progib (na 0,53R) W =LI5mm
Najmanji moment savijanja (na 0,53R) M, .. =3,838kNm/m
Najve¢i moment savijanja (u ukljeStenju) M, . =517kNm/m

max
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

6.7. Spoj ljusaka

Vrlo Cesto su ljuskaste konstrukcije sastavljene od 2 ili vise ljusaka. U tom slucaju od
posebnog je interesa analizirati mjesta njihovog spoja. Naime, na tim mjestima javlja se velika
koncentracija naprezanja uslijed snazno izrazenog efekta savijanja. Stoga se u samom spoju
racunaju iznosi sila i pomaka, a u njegovoj okolini (u svakoj ljusci) njihova raspodjela. Pritom
se koriste uvjeti ravnoteze sila i kompatibilnosti pomaka u spoju, posebno vode¢i racuna o
konvenciji predznaka sila i pomaka koja vrijedi za svaku ljusku. Redovito se za svaku ljusku
zasebno primijenjuje i nacelo zanemarenja utjecaja rubova (Citaj: spoja) na ostatak ljuske.

PRIMIJER 6.7.

Ljuskasta konstrukcija sastavljena je od cilindri¢ne i konusne ljuske iste debljine h
stijenke i optereéena iznutra tlakom p prema slici 6.19. Odrediti radijalni pomak 6 u spoju
ljusaka, te njegovu raspodjelu u okolini spoja.

Zadano: R=1m, h=0,02m, p=300kPa, E=21-10° kN/mz, v=03

Slika 6.19 Primjer 6.7

Na slici 6.20 posebno je prikazana svaka ljuska sa svojim koordinatnim sustavom i pozitivho
orjentiranim silama i pomacima na mjestu spoja.

Slika 6.20 Primjer 6.7
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Kod cilindri¢ne ljuske a. >0, a kod konusne ljuske oy <0. Stoga, kod primjene

nacela zanemarenja utjecaja ruba, otpadaju u izrazima (6.4) za sile i pomake cilindri¢ne ljuske
funkcije U; uz uvjet A=A, =0, a u izrazima (6.5) konusne ljuske funkcije V; uz uvjet

Ay = A =0. Prema tome, problem se svodi na odredivanje nepoznanica Asc, Asc, Ak 1
AZK'

Postavljanjem uvjeta spoja

Qc =0y Oc =0k
ﬂC:ﬂK
MIC:MIK
Yo =Y

dobiva se sustav jednadzbi

R 1 Iy sin g 1
E|:A3c + p'{l_zvﬂ 2?['6‘11( + przo[l_avﬂ

1 |cR Chy pr20
- =——.]— -= 4
Eh 2h( A - A4c) h h (A1 Azx) > Eh ctg

h
~oAe =g
p 2

h h r
5 A ~Ac)= R o AcHA) o

Ay =-56,414kN/m
A, =1479,33kN/m
A =—16,889 kN/m
A, =-56,414kN/m

s rjeSenjem

Radijalni pomak u spoju
Oc =0 =0,0567 mm

Funkcije raspodjele pomaka

2
= i(A3CV1 ~ AN, )+ FI)EF:] (1 —%) cilindri¢na ljuska
2
Oy = rz smS (AU, + AU, )+ [I):—r;] [1 —%v) konusna ljuska
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

Obje raspodjele prikazane su na slici 6.21.

510°Am
i
_ — \, 6
5 4
4,,
3 1
2,,
] 4
X
m 07 06 05 04 03 02 01 0 19
1.8
1,7
1,6
1,5
1,4
’ X
1,3\ K
m
Slika 6.21 Primjer 6.7
PRIMIJER 6.8.

Ljuskasta konstrukcija sastavljena je od dvije konusne ljuske iste debljine h stijenke i
optereCene iznutra tlakom p prema slici 6.22. Odrediti iznos radijalnog pomaka 6,
membranske sile N; i momenta savijanja M; na mjestu spoja.

Zadano: R=1m, h=0,02m, p=200kPa, E=2,1-10° kN/m*, v=03

Slika 6.22 Primjer 6.8
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Na slici 6.23 posebno je prikazana svaka ljuska s pripadnim koordinatnim sustavom i sa
silama i pomacima na mjestu spoja.

Slika 6.23 Primjer 6.8 (L - lijevo, D - desno)

Posto su a; <0 i a, <0, kod primjene nacela zanemarenja utjecaja ruba proizlazi da

su A=A, =A,=A,, =0, te uizrazima (6.5) ostaju kao nepoznanice konstante Ay, Ay,
Aip 1 Ayp. Postavljanjem uvjeta u spoju

o, =a,=0 oL =0p
ﬂL:_ﬂD
M, =M
Y. =-Yp

dobiva se sustav jednadzbi

Mo SIN S, Pl 1 : Fop SIN Iy, Prs0n 1 :
+ I-—v sing = + l-—v |[sing
Eh A Eh 2 - Eh Ao Eh 2 °
1

CrZOL 3 prZOL 1 CrZOD p ZOD
Eh\ 2h (A+A) 2 Eh 8 TER 20 (A + D) “En 8
h h
_EAZL ___AZD

[ h r2 [ h 1 pr
+ ctgd = [—— - + — 20 g G
2cr,,, sind, ( AL AZL) clguy, 5 - ( Ap AZD) Eh Clgvy

Clyp SinGy
s rjesenjem:

A, =-5951kN/m Ap =-5971kN/m
A, =6054kN/m A, =6054kN/m
Trazene veli¢ine na mjestu spoja
o =1375mm
M, =-36,015kN/m
N, =505,5kN/m
N,p =—505,5kN/m

122



6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

PRIMIJER 6.9.

Sferna posuda ravnog dna polumjera R i debljine h stijenke iznutra je opterecena tlakom
p prema slici 6.24. Odrediti na vrhu A posude vertikalni pomak &1 moment savijanja My, u
tocki B spoja sfere s okruglom plo¢om dna posude moment savijanja My, a u tocki C sredine
plo¢e dna posude vertikalni pomak.

Zadano: R=1m, h=0,02m, p=200kPa, E=2,1-10° kN/m?, v=03

Slika 6.24 Primjer 6.9

Ako se primijeni nacelo o zanemarenju medusobnog utjecaja rubova, tada se tocke A1 B
sfere mogu razmatrati zasebno. Obje tocke prikazane su s pripadnim koordinatnim sustavima,
silama i pomacima na slici 6.25.a1b.

M, A BWMU’ M B
T By

By

a) b)

Slika 6.25 Primjer 6.9
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Teorija konstrukcija

Tocka A

Iz slike 6.25.a uocljivo je, da se razmatra samo 1/2 sfere, te da je ag <0. Stoga su u
izrazima (6.6) za sile i pomake A, = A, =0, te ostaju kao nepoznanice A; i A,.
Postavljanjem uvjeta simetri¢nosti za

a,=0 pr=0
Y, =0

Ehr(ﬁ A)=0
\/ESM A+A)=0

s trivijalnim rjeSenjem A = A, =0

slijede jednadzbe

Prema tome, na vrhu A sfere nema savijanja, tako da je

2

5, = PR (1-v)sinZ = 0,017 mm
2Eh 2
M, =0

Tocke BiC

Iz slike 6.25.c vidljivo je, da je ¢itava posuda zakrenuta za 90°, tako da se tocka B moze
razmatrati kao spoj sferne ljuske i okrugle ploce, dok je tocka C srediSte okrugle ploce.
Primjenom principa o zanemarenju medusobnog utjecaja rubova u sfernoj ljusci su, zbog
ag <0, konstante Ag = A =0. Zanemarivanjem membranskih efekata u punoj okrugloj

plo¢i konstante A, = A, = A,, =C; =0. Dakle, sveukupno preostaju nepoznanice Ag, Ass,
Aypi C".
Postavljanjem uvjeta spoja u tocki B

((ZB =0, &y :1) Bs==P»
M. =

proizlaze slijedece jednadzbe

1 [cR c ¢ pR
Eh\/ (As+ A )= e YEn 16

I A )P )

124



6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

3sm 9A +—(1 ~v)sin$=0

Eh 2Eh
c2 PR
+Cp =0
Eh2 oy 2 BN 6 T
s rjesenjem
Ag =—70kN/m A, =2274,281kN

A, =3918,435kN/m C! =0,024m

Moment savijanja M; u tocki B ploce (isti iznos je i sa strane sfere)

2

(3+v)=-23,35kNm/m

h pR
M, =—(+v -
=g v =
Vertikalni pomak toc¢ke C sredista okrugle plo¢e: W, =Cj =0,024m

Zbrajanjem vertikalnih pomaka toc¢aka A i C, proizlazi medusobno odmicanje ovih toCaka za
iznos od 0,024017 m.

PRIMIJER 6.10

Na spoju cilindri¢ne ljuske, opterecene iznutra tlakom p, s

a) pregradom

b) ukrepom
prema slici 6.26, odrediti veli¢inu radijalnog pomaka &, radijalne sile Y i momenta savijanja
M. Ujedno odrediti njihovu raspodjelu u ljusci u okolini spoja, te je prikazati u obliku
dijagrama.
Zadano: R=1,5m, r =0,5m, h=0,015m, p=500kPa, E=2,1-10° kN/m?, v=03

L .
S

a) b)

Slika 6.26 Primjer 6.10
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Teorija konstrukcija

Slucaj a)

Obzirom na simetri¢nost spoja dovoljno je u razmatranje uzeti samo jednu njegovu
polovicu.

YN
N

Zbog simetricnog opterecenja tlakom, u pregradi se javljaju samo membranski efekti,
dakle A, =A,, =C, =C; =0, a zbog mogucnosti da £ =0 (puna ploca), jei A, =0. Kod
ljuske ¢e se primijeniti nacelo o zanemarivanju medusobnog utjecaja rubova, te je
A. = A =0.Dakle u izrazima (6.4) 1 (6.7) za sile i pomake preostaju nepoznanice Aszc, Asc,

i Arp, te se za njihovo odredivanje na spoju (ac =0, & = 0) postavljaju slijedeci uvjeti:

Op =0,
1/2YP =Y.
,Hc =0

iz Cega slijedi primjenom izraza (6.4) i (6.7) sustav jednadzbi

2 (I_V)AIP :iAsc + pRz (1—11/]

Eh Eh Eh " 2
1 / h

ﬁp‘lP = E(Asc - A4C)

_Asc - A4c =0

Rjesenje sustava, uz uvrstenje zadanih numerickih vrijednosti, glasi
A =-5234kN/m
A,. =523,4kN/m
A, =1223kN/m

Raspodjela veli¢ina &8, Y i M; u ljusci postavlja se primjenom izraza (6.4)

) :3(A3 V- AN, )+ PR L, =-0,25-107(V, +V,)+0,306-107°

C Eh cY1 cY2 Eh 2 > 1 2 ’
h

M = _E(Ascvz + A4cV1): 2338(\/2 _Vl)

H
Yo = _‘}E(AJCV3 - AV, ) = 20’26(\/3 +V4)
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

i prikazana je na slici 6.27.

Vrijednost ovih veli¢ina na mjestu spoja (0!(; = 0) iznosi

O0c =0,056 mm
M. =-238kNm/m
Y. = 40,52 kN/m

m  |kNm/m |kN/m
10,4 +2 + 40

130

1 20

10

< e —— '673 At 0 10 0
mo 08 07 06 05 g4 ———" 02 0]l

Slika 6.27 Primjer 6.10, raspodjela oc, Mic i Yc
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Slucaj b)

I ovdje se zbog simetrije razmatra samo jedna polovica spoja. Obzirom na membransko
opterecenje ukrepe uzima se da je Ay = A, =C'=C"=0, a kod ljuske, zbog zanemarenja
medusobnog utjecaja rubova, vrijedi A. = A, =0. Prema tome, u odgovaraju¢im izrazima
(6.4) i (6.7) za sile i pomake preostaju nepoznanice Azc, Aqc, Ay 1 Asy. Za njihovo odre-
divanje postavljaju se slijedeéi uvjeti na spoju (ac =0, &, = 0)

Oy =0¢
I/ZYU =Y.
,Bc =0

1 na slobodnom kraju ukrepe (gu = LR]

Y. =0

Primjenom izraza (6.4) i (6.7) slijedi sustav jednadzbi

Sl -A - Ac B 10
1 h

E(A\U +A3U):_ E(ASC _A4C)

~Ac—-Ac=0

1 1 R)
EAlu +EA3U(_) =0

h

Uvrstavanjem zadanih numerickih vrijednosti dobiva se slijedece rjeSenje ovog sustava

A =—491,6 kKN/m A, =129,6kN
A, =491,6kN/m A, =—144kN

Raspodjela & My 1 Y u ljusci definirana je odgovaraju¢im izrazima (6.4)

R R (.1 B }
S :E(ABCVI ~AN, )+ th (1—51/]:—0,235-10 3V, +V,)+0,306-107

h
M = _E(A3CV2 +AN, ) = 2323(\/2 _Vl)

/ h
Yo =~ ZC_R(A3CV3 - A4CV4)= 19903(V3 +V4)

i nije prikazana dijagramima jer je po obliku vrlo sli¢na raspodjeli na slici 6.27
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6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

Vrijednosti ovih veli¢ina na mjestu spoja (ac = 0) iznosi

0c =0,071mm
M, =-2,23kNm/m
Y. =38kN/m

Ako se ove vrijednosti usporede s onima iz slucaja a) (pregrada) uocljivo je, da je kod
ukrepe radijalni pomak ljuske & ve¢i nego kod pregrade, ali su zato moment savijanja Myc i
radijalna sila Y¢ manji.

6.8. Primjena metode kona¢nih elemenata

Proracun osnosimetri¢nih ljusaka od velike je prakticke vaznosti, stoga je i tu metoda
konacnih elemenata nasla svoju primjenu.

Obzirom na osnu simetriju strukture i u slu¢aju osnosimetricnog vanjskog opterecenja,
problem opisan kona¢nim elementima postaje jednodimenzionalan.

No, prije opisa konacnog elementa koji je koristen za modeliranje ljuske, valja prikazati
neke odnose koji kod osnosimetri¢nih ljusaka proizlaze iz klasi¢ne teorije ljusaka.

6.8.1. Matrica elasti¢nosti izotropne ljuske

Kao i kod svih ljusaka tako se i kod osnosimetri¢nih ljusaka istovremeno javljaju efekti
savijanja i membranski efekti. U slu¢aju osnosimetri¢nog optere¢enja pomak tocke na srednjoj
povrsini ljuske jednoznaé¢no je odreden s meridijalnom i normalnom komponentom u i w. Ako
se kut nagiba ljuske 4 ne mijenja (osnosimetricni element) tada su vektor sila {o} i vektor
deformacija {€} u ljusci povezani na slijedeci nacin

N; €]
N, &,
fo}=1 " =[Dl-{e}=[D 6.7)
M, K
M, K

gdje je [D] matrica elasti¢nosti izotropne ljuske,

v 1 0 0

Eh
[D]=l_ 5 h2 h2
4 0 0 E VE
h> h?
0 0 V— —
12 12 |

a indeksi 1 1 2 oznacavaju meridijalni i cirkularni smjer u ljusci.
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6.8.2. Konacni element

Za modeliranje osnosimetri¢nih ljuski najcesée se koristi osnosimetri¢ni konusni
element /8/ koji je prikazan na slici 6.28.

a) b) ©)
Slika 6.28 Osnosimetri¢ni konusni element

Element ima dva ¢vora (i, j) s polumjerima r; i r; , meridijalnu duljinu | i kut nagiba
prema osi rotacije z slika 6.28.a. U svakom ¢voru definirana su tri stupnja slobode,
slika 6.28.b,

A - osni pomak,
J - radijalni pomak,
B - kut zakreta normale na srednju povrsinu ljuske

i tri ¢vorne sile, slika 6.28.c,

Z - osna sila,
Y - radijalna sila,
M; - meridijalni moment savijanja,

tako da vektor ¢vornih pomaka {8} i ¢vornih sila {f} glase

A Z;
o; Yi
ﬂi Ml]
82 f:
RN -1,
51 Yj
B; My

130



6. Osnosimetri¢ne ljuske i okrugla ploca

U unutra$njosti elementa definirani su meridijalni i normalni pomak u i w, slika 6.28b,
sa slijede¢im funkcijama oblika

u(s)=a, +a,s ©3)
wW(s)=a, +a,S+asS> +a,S’° '

Ovi pomaci povezani su s vektorom ¢vornih pomaka {8} preko matrice oblika [N],

{u}=hﬂ~$} (6.9)

w

Matricu oblika [N] ¢ine funkcije oblika, a izvedena je u Prilogu A.

U cilju razmatranja vektora C¢vornih sila uslijed povriinskog optere¢enja {f},
pretpostavlja se da povrSinsko optere¢enje djeluje po jedinici povrSine elementa s normalnom i
meridijalnom komponentom p i g, slika 6.28.c. Obzirom da ove komponente djeluju u istom

smjeru kao i pomaci U i W, odgovarajuci vektor {f}, odreduje se takode uz pomocu matrice
oblika [N] kako slijedi

oot ) PUT
i}, =—27rcos19£ [N] {q}(l—Jrgjdg (6.10)

glieje &=
Prema tome, osnovna jednadzba konac¢nog elementa glasi
[k]i8} = {f} - {f}, (6.11)

Matrica krutosti kona¢nog elementa [k] odreduje se prema poznatoj relaciji iz metode
konacnih elemenata

- J[B] [0} [k - zmsgj o] [B]: [—+§jd§ 6.12)

[B] je matrica deformacija koja povezuje vektor deformacija {€} u elementu i vektor ¢vornih
pomaka {3},

fe}=[B]- 15} (6.13)

Matrica [B] izvedena je u Prilogu A.

1z izraza (6.10) i (6.12) vidljivo je, da se pojedini ¢lanovi matrice [k] i vektora {f}, mogu
odrediti primjenom postupka numericke integracije.
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6.8.3. Model

Nakon §to su definirani svi elementi jednadzbe kona¢nog elementa (6.11), prelazi se na
odredivanje globalne jednadzbe modela ljuske sastavljenog od kona¢nih elemenata koja glasi

[K] ‘ {A} - {F} - {F}p (6.14)

gdje je [K] matrica krutosti, {A} vektor ¢vornih pomaka, {F} vektor ¢vornih sila i {F}, vektor
¢vornih sila uslijed povrsinskog optereéenja modela.

Obzirom da je zbog osne simetrije Iljuske prikazani konacni element
jednodimenzionalan, matrica [K] se formira na identican nacin kao i1 kod ostalih
jednodimenzionalnih elemenata (Stapni, gredni), tj. preklapanjem matrica krutosti pojedinih
elemenata, slika 6.29.

[k]n-l

m+1 |
\{m K]

g
:m-l

kI,

Slika 6.29 Spajanje konacnih elemenata

Na isti nacin, preklapanjem vektora {f},, dobiva se i vektor {F}, ¢vornih sila uslijed
povrsinskog optere¢enja modela.

Primjena metode konacnih elemenata za analizu osnosimetri¢nih ljusaka nije ilustrirana
rijeSenim primjerima. Razlog tome lezi u slozenosti problema, koji nije moguée rijesiti bez
podrske elektronickog racunala. U tu svrhu neophodno je razviti odgovarajuce algoritme za
odredivanje matrice krutosti [k] konaénog elementa i [K] globalnog modela ljuske, $to

nadilazi dimenzije ovog udzbenika.
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Prilog A
Izvod matrice oblika [N] i matrice krutosti [k] za osnosimetri¢an konusni element

a) Matrica oblika [N]

Matrica oblika [N] povezuje pomake U i W u elementu s vektorom ¢vornih pomaka {3},
jednadzba (6.9), i koristi se za odredivanje vektora cvornih sila uslijed povrSinskog
opterecenja {f},. U postupku njenog izvodenja najprije treba transformirati vektor ¢vornih
pomaka {8}i u svakom ¢voru na slijedeéi nacin:

u; sing  cos& 0 A
W, r=|—cos$ sin& 0 0; = [t] 8}
B 0 0 1 B

{S}i =

Sto za cijeli element daje
{3}=[T]~{8}=[M ol @

gdje je [T] matrica transformacija pomaka.

Zatim, funkcije oblika (6.8) dadu se takoder prikazati u matricnom obliku

{u}=[P]-{A}=[1 £ 0 O]{A} (A2)

w 0 0 1 s s &
gdje je {A}T:<al a, a3 ay as a6>

Vektor {8} moze se izraziti u ovisnosti o vektoru koeficijenata {A} ako se u funkcije
oblika (6.8) uvrste rubne vrijednosti za lokalnu koordinatu S (Si =0, s;=0). Slijedi

a
a
- a3
{6}: [L]-{a}=[L} odnosno {Al=[L]" {3} (A3)

ay

as

ae
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gdje je

1 0 0 0 0 0

—l 0 0 l 0 0

| |

0 1 0 0 0 0

L] -

0 0 -1 0 0 0
3 2 3 1

0 =~ = 0 = -
2 I |2 I
2 1 2 1

L EEY

Ako se u jednadzbu (A.2) uvrsti jednadzba (A.3) dobiva se

{:} =[p]-[B]" 5}=[N]- B} (A4)
adje je « {(1 ;5) 0 0 £ 0 0 ]

(1—3(52 +2§3) |(—§+2§2 —53) 0 (352 —253) |(§2 —53)
Nadalje, ako se u jednadzbu (A.4) uvrsti jednadzba (A.1), tada proizlazi

H e )= [RJi] [, ) 61-0-) a5

gdje je [N] trazena matrica oblika. Ona se odreduje na slijedec¢i nacin:

sind cosé 0

[Ni][t]:[(l_g) ‘ 0 ]—COSS sing 0=

0 (1—352—53) |(—§+2§2—§3) . 0

B (1-&)sin & (1-&)cos & 0
) (1—352—53)c0s19 (1—3§2+2§3)sin8 I(—§+2§2—§3)



Prilog A

sind coséd 0

[Nj][t]:F 2 ‘ 3 20 3] —cosd sing 0=
0(35—2§)|(§—§) . -
&Esin g £cos 9 0
:[— (352 —253)cos3 (352 —253)sin9 |(§2 —53)]
Citava matrica oblika [N] prikazana je na stranici 136.

b) Matrica krutosti [k]

Matrica krutosti [k] definirana je izrazom (6.12). Odatle je vidljivo da prethodno treba
odrediti matricu deformacija [B].

Veza izmedu vektora deformacija {€}i pomaka U i W u elementu definirana je na slijedeci
nacin:

ﬂ
& ds
1 .
ol el ?(u cos 9 + wsin 9)
K _ dz_W
ds?
K2 _ cos 9 d_W
r ds
odnosno u matri¢cnom obliku
1d 0
| d&
u %cos 4 %sin 4 u
{8}=[M{ }= g { } (A.6)
w 0 e w
1< d¢&
0 ——cos Si
| | d§_

gdje je [A] diferencijalni matri¢ni operator.
Ako se u jednadzbu (A.6) uvrsti jednadzba (A.5) dobiva se
{e}=[A][N]{3)=[B]{3) (A7)

gdje je [B] matrica deformacija koja je prikazana na stranici 136.



Matrica oblika [N]

(1-&)sin 9 (1-&)cos 9 0

[N]=

&sin g £cos 9 0

(1382 +28%)cos 8 (1-382 +28%)eos 9 1[e+262-8%) —(B2-28%)coss (367 —28%)sing 1(e? - &)
Matrica deformacija [B]
[ _sind _cosd 0 sin ¢ cos 9
| | | |
in Jcos I 29 9 [ 9 in $cos 9 29
[B]z (_§+3§2_2§3\sm I'cos (1_ )cosr (1 35 +2§3 smr ( §+2§ 53 sin (§_3§2+2§3)sm cos é‘Zcos (35 253 sin
cos g sin (4 6§) sin 4 sin
-(6- 125) (6- 125) - (6-12¢) B —(6- 125)
cos> 9 2 \sin .9005.9 cosd ) cos> 9 sin 90059
_ (65 65) ( 6& + 6 ( 1+4¢ - 35) (65 65" = (cf 5)

29

0
(f 653 Ism
_L- 65)
|
(25 352 cos 4




Kazalo

A

Airy-eva funkcija naprezanja, 51

C
cilindri¢na ljuska, 103

W

C

¢vor konacnog elementa:
- gredni, 35
- ljuskasti, 130
- membranski, 52
- plocasti, 88
- Stapni, 18

D

diferencijalni element:
- grede, 25
- ljuske, 99
- membrane, 51
- pravokutne ploce, 61
- Stapa — osno opterecenje, 9
- S§tapa —uvijanje, 23
diferencijska jednadzba
- grede, 27
- pravokutne ploce, 24
- Stapa, 11
dvostruki Fourier-ov red, 64

E

elasti¢na linija, 26

G

greda, 25
gredni konacni element, 35

I

interpolacijski polinom, 10

J

jednostruki Fourier-ov red, 72



K

konacne razlike, 9

konusna ljuska, 107

krutost grede na savijanje, 25
krutost Stapa na uvijanje, 23
kut nagiba grede, 25

kut savijanja ljuske, 101

kut uvijanja Stapa, 23

L

Levy-eva metoda, 72

M

matrica deformacija kona¢nog elementa ljuske, 131, 136
matrica elasti¢nosti izotropne ljuske, 129
matrica krutosti:
- grednog konac¢nog elementa, 35
- konacnog elementa ljuske, 131
- membranskog kona¢nog elementa na rastezanje, 53
- membranskog kona¢nog elementa na smik, 53
- Stapnog konacnog elementa, 19
matrica oblika kona¢nog elementa ljuske, 131, 134, 136
membranski kona¢ni element, 52
membranske sile ljuske, 100
meridijalni pomak ljuske, 101
minimum ukupne energije ploce, 78
moment savijanja:
- grede, 25
- ploce, 61
moment uvijanja:
- ploce, 61
- Stapa, 23
mreza konacnih razlika:
- grede, 26
- ploce, 83
- Stapa, 11

N

nacelo o zanemarenju medusobnog utjecaja rubova ljuske, 102
Navier-ova metoda, 64

normalna membranska sila, 51

normalno opterecenje ploce, 61

normalni pomak ljuske, 101



0]

okrugla ploca, 114

okrugla ploc¢a s otvorom, 115
opterec¢enje membrane, 51
opterecenje na uvijanje, 23
osna krutost Stapa, 9

osna sila ljuske, 100

osni moment tromosti grede, 25
osni pomak ljuske, 101

osno optereéenje Stapa, 9
osnosimetri¢na ljuska, 99
osnosimetri¢ni konusni element ljuske, 130

P

polumjeri zakrivljenosti ljuske, 99
pomaci u ravini ploce, 51
poprecna sila:

- grede, 25

- ljuske, 100

- ploce, 61
poprecno opterecenje grede, 25
pravokutni plocasti konacni element, 89
progib:

- grede, 25

- ploce, 61
puna okrugla ploca, 115

R

radijalni pomak ljuske, 101
radijalna sila ljuske, 100
rastezanje pravokutne ploce, 51
Ritz-ova metoda, 78

rubni uvjeti ploce, 63

S

savijanje pravokutne ploce, 61
sferna ljuska, 110

smi¢na membranska sila, 51
spoj ljusaka, 119

W

S

Stap, 9

Stapni konacni element:
- opterecen na uvijanje, 24
- osno opterecen, 18



T
tlak, 100

U

ukupna energija ploce, 78
upeta ploca, 63

uvijanje Stapa, 23
uzduzni pomak $tapa, 9
uzduzna sila u $tapu, 9

\4

vektor ¢vornih pomaka:

- grede, 35

- membrane, 53

- ploce, 91

- Stapa, 19
vektor ¢vornih sila:

- grede, 36

- membrane, 53

- ploce, 91

- Stapa, 19
vektor ¢vornih sila uslijed vanjskog opterecenja:

- grede, 35

- membrane, 53

- ljuske, 131

- ploce, 91

- Stapa, 19

Z

zglobno oslonjena ploca
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